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ПРЕДИСЛОВИЕ 
         

В настоящем пособии рассматриваются общие теоретические во-

просы динамики машин, а также динамические процессы в конкретных 

типах машин, перечень которых указан на титульном листе. 

На основе единого методического подхода анализируются причины 

вибрационных возбуждений в машинах, способы снижения и подавле-

ния таких возбуждений; излагаются методы расчета некоторых специ-

альных машин вибрационного принципа действия; систематизируются 

эргономические и конструктивные требования по защите рабочего ме-

ста машиниста-оператора от воздействия вибрации. 

Понятие «вибрация» имеет распространение преимущественно в 

инженерной терминологии и соответствующей технической литерату-

ре. Вибрацией принято называть механические колебания с малыми 

перемещениями при частоте колебаний более 0,8 Гц. В научной лите-

ратуре оперируют более общим понятием «колебание», которое факти-

чески поглощает понятие «вибрация». Поэтому при изложении теоре-

тических вопросов мы будем использовать первое понятие, а при рас-

смотрении отдельных динамических задач – второе. 

В курсе «Динамика машин» обычно выделяют три аспекта. Первый 

из них включает основные методы динамического расчета машин. Ши-

роко распространенные в инженерной практике кинетостатические ме-

тоды расчета, изучаемые в курсе «Теория механизмов и машин», не 

позволяют достаточно точно учитывать реальные условия функциони-

рования технических объектов, т.к. в качестве исходной гипотезы при-

нимается абсолютная жесткость конструктивных элементов. Однако 

оптимальные эксплуатационные свойства, безотказность и долговеч-

ность технических объектов могут быть гарантированы только в том 

случае, если при проектировании принимаются во внимание возника-

ющие в них динамические процессы и связанные с ними упругие и 

демпфирующие
*)
 свойства конструктивных элементов. 

Таким образом, динамический расчет является необходимой частью 

общего расчета любой машины. Он включает определение динамиче-

ских  нагрузок, амплитуд  и  частот колебаний, условий возникновения 

резонансных  состояний  у  различных  конструктивных  элементов, 

___________________________________________ 

*)  демпфирующий (нем.) – уменьшающий (гасящий) механические колебания 

которые подвергаются вибрационному возбуждению. Эти показатели в 

обязательном порядке учитываются при проведении заключительного 
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прочностного расчета. 

Вторым аспектом динамики машин является обоснование парамет-

ров вынужденных колебаний при различных вибрационных технологи-

ях (перемещение штучных и сыпучих грузов, разрушение грунтов, по-

гружение свай, уплотнение дорожных покрытий и т.п.). 

Наконец, третий аспект заключается в разработке способов вибро-

защиты машинистов-операторов в соответствии с эргономическими 

требованиями и санитарными нормами допустимых показателей виб-

рационной нагрузки. 

В пособие включены материалы, собранные из различных источни-

ков: монографий, периодических изданий, справочной и технической 

литературы и др. 

Чтобы облегчить познавательный процесс, наибольшее число при-

веденных моделей динамических систем машин являются упрощенны-

ми. Часть из них доведена до полного решения, другие только до рас-

четных уравнений. Несколько моделей представлены без упрощений в 

полном объеме и в нелинейной постановке, чтобы дать возможность 

студентам воочию оценить сложность реального динамического расче-

та на уровне конструкторского бюро. 

Все рассматриваемые модели динамических систем относятся к ме-

ханизмам и рабочим органам машин. Динамика металлоконструкций 

машин (ферм, рам, стержней, пластин, оболочек) базируется на мат-

ричных методах, волновых уравнениях и других специальных разделах 

высшей математики, которые в учебных курсах не изучаются. Поэтому 

такие динамические задачи в пособие не включены. 

При выборе стиля изложения основное внимание было обращено на 

сущность рассматриваемых явлений и процессов, а не на математиче-

скую строгость учебного материала. Это связано с тем, что главная 

цель пособия состоит в том, чтобы излагаемые научные вопросы были 

доступны и понятны широкому кругу студентов, аспирантов, инжене-

ров-механиков. 

Автор выражает глубокую признательность проф. д.т.н. С.В.Кравцу 

и проф. к.т.н. В.Ф.Ткачуку  за ценные замечания по рукописи книги. 
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1. ОБЩАЯ  ХАРАКТЕРИСТИКА   
      ДИНАМИЧЕСКИХ  СИСТЕМ 

 

 

Под динамической системой будем понимать упругую механиче-

скую систему, имеющую возможность совершать колебательное дви-

жение. Такие системы могут быть дискретные и континуальные. 

Дискретные системы представляются в виде сосредоточенных масс, 

соединенных упругими звеньями (рис.1.1, а). 

Континуальные системы представляются в виде элементов с распре-

деленной массой (рис.1.1, б). 

 

           
                  а )                                                б )  

 

Рис. 1.1. Основные типы динамических систем:  

а – дискретная; б – континуальная 

 

На рис.1.1, а показана простейшая динамическая система с одним 

материальным объектом массой т, который связан пружинами с непо-

движными опорами и совершает вертикальные колебания под действи-

ем переменной силы Р. 

На рис.1.1, б приведена континуальная динамическая система в виде 

упругой балки с погонной массой т(х), установленной на неподвиж-

ных опорах и совершающей сложные колебания под действием пере-

менных сил Р и Q. 

Каждая динамическая система характеризуется числом степеней 

свободы, под которым понимают число независимых координат, одно-

значно определяющих состояние системы в любой фиксированный мо-

мент времени. 

На рис.1.1, а система имеет одну степень свободы, а на рис.1.1, б – 

бесконечное число степеней свободы. 

В дальнейшем будем рассматривать только дискретные динамиче-

ские системы с одной, двумя или несколькими массами. В общем слу-
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чае в конструкциях таких систем присутствуют два типа связей – упру-

гие и демпфирующие (рис.1.2). 

 
Рис. 1.2. Конструктивная схема динамической системы  

сиденья экскаваторщика 

 

На приведенной схеме сиденье имеет параллелограммную подвеску 

и виброзащиту, включающую упругую связь (пружину) и демпфирую-

щую связь (гидроцилиндр). 

Упругие связи стремятся вернуть деформированную динамическую 

систему в положение устойчивого равновесия. Именно они и обуслов-

ливают ее колебательные движения. 

Демпфирующие связи препятствуют развитию колебательных про-

цессов и гасят их. 

Основным свойством упругих связей является жесткость, под кото-

рой подразумевают соотношение между нагрузкой и вызываемой ею 

деформацией. Именно благодаря жесткости возникают так называемые 

восстанавливающие силы, которые играют решающую роль в функци-

онировании динамических систем. 

Демпфирующие связи порождают диссипативные силы, которые 

рассеивают механическую энергию в динамических системах, превра-

щают ее в тепло. 

Если в динамической системе можно пренебречь диссипативными 

силами, то ее называют консервативной. В такой идеализированной 

системе отсутствуют силы трения и механическая энергия сохраняется 

неизменной. 

Если же в динамической системе механическая энергия убывает в 

результате ее рассеивания, и в ней возникают затухающие колебания, 

то ее называют диссипативной. 

По другой классификации динамические системы подразделяются 

на линейные и нелинейные. 
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Если в динамической системе при колебательном движении восста-

навливающие силы упругих связей пропорциональны ее перемещению, 

а диссипативные силы демпфирующих связей пропорциональны скоро-

сти перемещения системы, то такая система называется линейной. В 

противном случае динамическая система является нелинейной. 

В этой классификации объективно раскрывается физическая сущ-

ность динамических систем. 

Существует несколько видов колебаний динамических систем. 

1. Свободные колебания, которые вызываются начальным отклоне-

нием динамической системы и протекают без дальнейшего внешнего 

воздействия (рис.1.3). 

 
Рис. 1.3. Свободные колебания груза  

на пружине и их график 

 

2. Вынужденные колебания, которые вызываются и поддерживаются 

переменной во времени внешней силой (рис.1.1, а). 

3. Автоколебания, обусловленные трением. Например, горизонталь-

ные колебания подпружиненного груза Р, лежащего на быстро движу-

щейся ленте (рис.1.4). 

 
Рис. 1.4. Фрикционные автоколебания 

 

4. Параметрически возбуждаемые колебания вследствие периодиче-

ского изменения параметров динамической системы. Например, коле-

бания стержня при изменении его жесткости в результате периодиче-

ского изменения длины консольной части (рис1.5). 
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Рис. 1.5. Параметрические колебания консольного стержня 

Для описания движения динамической системы в общем случае 

вводится обобщенная координата q (или несколько координат), которая 

при колебательном процессе поочередно возрастает и убывает во вре-

мени. Закон изменения функции q(t) зависит от характера процессов, 

происходящих в динамической системе. Обычно эти процессы подраз-

деляются на установившиеся и переходные. 

Установившиеся процессы реализуются в виде стационарных коле-

баний или состояний равновесия. 

Стационарными называют колебания происходящие около постоян-

ного среднего значения обобщенной координаты (рис.1.6, а). Частным 

случаем таких колебаний являются периодические колебания, при ко-

торых однотипные состояния динамической системы повторяются че-

рез равные отрезки времени Т, называемые периодом колебаний 

(рис.1.6, б). 

 а)                                                             б)      

                      
Рис. 1.6. Стационарные колебания: 

а – произвольные; б – периодические 

 

Переходные процессы динамических систем реализуются в виде не-

стационарных колебаний, которые подразделяются на затухающие и 

нарастающие (рис.1.7). 
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             а)                                              б) 

 
Рис. 1.7. Нестационарные колебания:  

а – затухающие; б – нарастающие 

 

Затухающие колебания (рис.1.7, а) характеризуются убыванием с 

течением времени амплитуд колебаний. 

Для нарастающих колебаний (рис.1.7, б), наоборот, характерно уве-

личение амплитуд колебаний во времени. 

При динамических расчетах машин обычно рассматриваются перио-

дические колебания (вибрации). Они удовлетворяют условию: 

q(t) = q(t + mT ) ,                                    (1.1) 

где:  m  – любое целое число; Т – период колебаний, с. 

Величина, обратная периоду, называется технической частотой ко-

лебаний: 

T
f

1
= .                                                  (1.2) 

Она измеряется количеством колебаний в одну секунду и имеет раз-

мерность в герцах (Гц). 

Простейшим видом периодических колебаний являются гармониче-

ские колебания, при которых обобщенная координата прямо пропорци-

ональна косинусу (или синусу) от аргумента, линейно зависящего от 

времени: 

q(t) = A · cos (ω t + φ ) ,                                (1.3) 

где А – амплитуда колебаний; ω – круговая (угловая) частота колеба-

ний; (ω t + φ) – фаза колебаний; φ – начальная фаза колебаний, которая 

характеризует значение q(t)  при  t = 0. 

Круговая частота представляет собой число единиц дуги (т.е. ради-

ан), пройденных точкой по окружности в единицу времени. Иначе – 

круговая частота есть число периодов в 2π  единиц времени: 

Ò/2πω = .                                              (1.4) 
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Она измеряется в с
-1

. 

Техническая частота f и круговая частота ω связаны между собой 

соотношением 

π
ω
2

=f .                                                (1.5) 

В таком случае зависимость (1.3) можно записать таким образом 

q(t) = A · cos (2π f t + φ ) .                              (1.6) 

Заметим, что если в зависимостях (1.3) и (1.6) вместо косинуса при-

нимается синус, то в этом случае будет другая начальная фаза α, при-

чем 

α  = φ  + π /2 .                                         (1.7) 

В дальнейшем, если не оговорено, круговую частоту будем называть 

термином «частота». 

Более сложным видом стационарных колебаний являются полигар-

монические колебания, которые могут быть представлены в виде сум-

мы двух или более простых гармонических колебаний типа (1.3) с раз-

ными частотами: 

∑
=

+=
n

K
KKK tAtq

1

)cos()( ϕω .                          (1.8) 

Если отношение частот в (1.8), например, ω1/ ω2 при n = 2, есть ра-

циональное число, то колебательный процесс является периодическим; 

в противном случае результирующие колебания непериодичны. 

Полигармонические колебания могут быть представлены в виде ря-

да Фурье: 

∑ ∑
= =

++=
n

k

n

k
KK tkbtkaatq

1 1

0 sincos
2

1
)( ωω .             (1.9) 

Это разложение соответствует представлению сложных периодиче-

ских колебаний в виде суммы простых гармонических колебаний с ча-

стотами, кратными основной частоте Ò/2πω = . Компоненты движе-

ния с этой частотой, которые характеризуются коэффициентами a1 и b1, 

называют первой гармоникой. Компоненты движения с частотами kω, 

где k > 1, называют высшими гармониками. 

Совокупности частот, амплитуд и фаз гармонических составляю-

щих, расположенных в порядке их возрастания, называют соответ-

ственно частотным, амплитудным, фазовым спектрами данного перио-

дического процесса. 
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Определение указанных спектров заданной периодической функции 

q(t) называется спектральным анализом. Необходимые для такого ана-

лиза коэффициенты Фурье можно найти из следующих соотношений: 

∫

∫

=

=

T

K

T

K

dttktq
T

b

dttktq
T

a

0

0

.sin)(
2

;cos)(
2

ω

ω

                             (1.10) 

                                             ( k = 1, 2, … )   

Для оценки характеристик динамических систем в инженерной 

практике широко используются математические методы. Однако даже 

при современном уровне развития механики машин и вычислительной 

техники полное описание всех аспектов динамического поведения эле-

ментов машины и происходящих в ней динамических процессов не 

представляется возможным. Поэтому при динамических расчетах идут 

по пути разумной идеализации реального объекта, заменяя его некото-

рой упрощенной схемой, по которой составляется математическая мо-

дель функционирования динамической системы. 

В общем случае математическая модель динамической системы 

представляет собой абстрагированное изображение технического объ-

екта (или его составных частей) в виде комплекса математических за-

висимостей и логических соотношений. Применяемый математический 

аппарат должен удачно «вписываться» в моделируемый объект и до-

стоверно отражать специфику его особенностей. 

Оценка качества математической модели и полученных при ее ре-

шении результатов называется верификацией. В процессе верификации 

устанавливается достоверность модели, т.е. адекватность. Это очень 

ответственная процедура. Основной путь оценки адекватности – это 

проведение тестовых (контрольных) исследований на лабораторных 

установках. При этом сравниваются результаты расчетов по математи-

ческой модели с результатами опытов на физическом объекте. 

Математические модели динамических систем отличаются одна от 

другой по назначению, структуре, способу получения. Поэтому они 

классифицируются по целому ряду признаков. 

По признаку предсказуемости модели делятся на вероятностные и 

детерминированные; по реакции на входные возмущения – на линей-

ные и нелинейные; по способу получения – на аналитические, стоха-

стические и эмпирические. 
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При разработке аналитических моделей исходят из основных физи-

ческих законов, а также из материальных и энергетических балансовых 

соотношений. В общем случае такие модели могут представлять собой 

дифференциальные или интегральные уравнения или их системы. 

Математическое описание стохастических моделей основано на ме-

тодах теории случайных процессов, корреляционном и спектральном 

анализах. 

Эмпирические модели базируются на экспериментальных статисти-

ческих данных и регрессионном анализе. По сравнению с аналитиче-

скими эти модели более точные в окрестностях той точки пространства 

переменных, в которой проводились измерения, но менее точны вдали 

от этой точки. Преимуществом этих моделей является упрощенная 

структура; основной недостаток состоит в том, что они не отражают 

физических свойств динамических систем. 

В настоящем пособии в основном используются аналитические мо-

дели, как более универсальные и более строгие в математическом от-

ношении (разделы 2 – 7). Особенности стохастических моделей рас-

сматриваются в разделе 8, а эмпирических – в разделе 9. 
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2.  АНАЛИТИЧЕСКОЕ  МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ДИНАМИЧЕСКИХ  СИСТЕМ 

 

 

2.1. Приведение динамических систем  
к эквивалентной расчетной схеме  

 

Первым этапом формирования аналитических моделей динамиче-

ских систем является составление полноценной расчетной схемы. 

Расчетная схема представляет собой графическое изображение аб-

страгированной структуры реальной динамической системы, где сим-

волически отображены конструктивные и кинематические связи между 

ее отдельными элементами; показаны так называемые точки и оси при-

ведения, в которых искусственно концентрируются массовые, силовые, 

упругие и диссипативные параметры системы, а также размещена си-

стема отсчета. 

Таким образом, расчетная схема фактически является идеализиро-

ванной приведенной динамической системой, наделенной только теми 

свойствами реальной системы, которые существенны для решения по-

ставленной задачи; свойства, имеющие второстепенное значение, не 

учитываются. Самое главное, приведенная динамическая система обла-

дает таким же энергетическим запасом, как и реальный объект, т.е. она 

эквивалентна ему по энергетическим показателям.  

При необходимости можно принять в расчетной схеме более слож-

ную идеализированную динамическую систему, построенную для того 

же самого реального объекта. 

Любая расчетная схема должна быть предельно ясной и объектив-

ной, пригодной для эффективного использования методов математиче-

ского анализа. 

Принципиальный тип любой расчетной схемы динамической систе-

мы зависит от того, какими абстрактными свойствами – сплошностью 

или дискретностью – наделяется моделируемая система.  

Если в расчетной схеме учитывается свойство сплошности (конти-

нуальности), то при такой схематизации в конструктивных элементах 

динамической системы предполагается непрерывная распределенность 

масс. При этом число степеней свободы системы оказывается беско-

нечно большим, что сильно усложняет математическое моделирование. 

Подобные модели используют лишь в ограниченном числе случаев, 

когда конструктивные элементы имеют наиболее простые геометриче-
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ские формы (например, стержни постоянного поперечного сечения, 

пластинки постоянной толщины и др.). 

И хотя большинство реальных динамических систем относится к 

распределенному виду, в соответствующих расчетных схемах обычно 

используют дискретную идеализацию, когда система представляется в 

виде эквивалентного объекта с сосредоточенными приведенными мас-

сами. К этим массам приложены приведенные внешние сосредоточен-

ные силы или моменты сил, а между собой массы соединены безинер-

ционными упругими и диссипативными связями с приведенными ха-

рактеристиками. Такой подход позволяет использовать при моделиро-

вании динамических систем хорошо разработанный аппарат обыкно-

венных дифференциальных уравнений второго порядка. 

Если представлять в расчетной схеме идеализированную динамиче-

скую систему многомассовой, например, с n сосредоточенными масса-

ми, то соответствующая математическая модель будет включать n 

дифференциальных уравнений. Их решение также представляет значи-

тельные трудности. Поэтому на практике в расчетных схемах динами-

ческие системы принимают одно-, двух и реже трехмассовыми. Это 

позволяет уменьшить число степеней свободы и значительно упростить 

составление математических моделей и их решение. 

Несмотря на значительное упрощение в этом случае структуры ре-

альной динамической системы, в итоге получают довольно точный ре-

зультат. Это объясняется тем, что для определения основных характе-

ристик динамической системы достаточно учесть относительно не-

большое число исходных параметров. 

Точки приведения, в которых концентрируются определяющие па-

раметры динамической системы, обычно выбирают в местах располо-

жения максимальных по величине масс. Через эти точки проходят и оси 

приведения. 

Теоретические основы приведения параметров реальной динамиче-

ской системы к эквивалентной расчетной схеме базируются на том, что 

энергетические показатели у них должны быть идентичными. 

Приведение масс и моментов инерции осуществляется на основе ра-

венства кинетических энергий элементов реальной динамической си-

стемы и расчетной схемы; приведение жесткостей упругих связей – на 

равенстве потенциальных энергий; приведение сил и моментов сил – на 

равенстве мощностей; приведение характеристик демпфирующих свя-

зей – на равенстве работ, затрачиваемых на трение. 
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Рассмотрим приведение силовых и инерционных параметров в 

плоских динамических системах. 

Положим, что силы и моменты сил, действующие на динамическую 

систему, нужно привести к звену приведения АВ (рис.2.1). 

 
Рис. 2.1. Схема звена приведения 

Используем равенство 

NПР = ∑
=

k

i
iN

1

, 

где NПР – мощность, развиваемая приведенной силой или приведенным 

моментом сил, Ni – мощности, развиваемые силами и моментами сил, 

приложенными к i-му звену динамической системы и подлежащими 

приведению; k – число звеньев. 

Мощность NПР может быть представлена так 

NПР  =  FПР vB  =  MПР ·ω , 
где FПР – величина приведенной к точке В силы; vB – скорость точки В; 

MПР – величина приведенного к оси, проходящей через точку А, момен-

та сил; ω – угловая скорость звена приведения. 

Окончательные выражения для FПР и MПР примут такой вид: 
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где Fi и Mi – сила и момент сил, приложенные к i-му звену; vi – ско-

рость точки приложения силы Fi ; ω i – угловая скорость i-го звена; α i – 

угол, образованный силой Fi  и вектором скорости vi. 
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Из уравнений (2.1) и (2.2) следует, что если для каждого положения 

динамической системы известны приложенные к ее звеньям силы и 

моменты сил, то приведенная сила FПР и приведенный момент MПР бу-

дут зависеть только от отношения скоростей. Эти отношения могут 

быть выражены через соответствующие отрезки плана скоростей. 

Для приведения инерционных параметров (масс и моментов инер-

ции) к звену приведения АВ (рис.2.1) используется равенство 

TПР = ∑
=

k

i
iT

1

, 

где TПР – кинематическая энергия приведенной к точке В массы mПР 

или приведенного к звену АВ момента инерции IПР; Ti – кинетическая 

энергия i-го звена. 

Величина TПР может быть представлена так: 

TПР = 
22

22 ω⋅
= ΠΡΠΡ Ivm B  . 

Кинетическая энергия i-го звена равна 

Ti = 
22

22

isisii Ivm ω⋅
+ , 

где тi – масса i-го звена; Isi – момент инерции i-го звена относительно 

оси, проходящей через центр масс звена S перпендикулярно плоскости 

движения; vsi – модуль скорости центра масс звена; ω i – модуль угло-

вой скорости i-го звена. 

Тогда окончательные выражения для тПР и IПР примут вид: 

∑ ∑
∑

= =

=
ΠΡ 








+








==

k

i B

i
k

i
si

B

si
i

B

k

i
i

v
I

v

v
m

v

T
m

1

2

1

2

2

1

2
ω

;            (2.3) 

∑ ∑
∑

= =

=
ΠΡ 








+








==

k

i

i
k

i
si

si
i

k

i
i

I
v

m

T

I
1

2

1

2

2

1

2

ω
ω

ωω
.            (2.4) 

 

Моменты инерции некоторых тел вращения приведены в табл.2.1.  
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Таблица 2.1. 

 

Наимено-

вание тел 

вращения 

 

 

Эскиз 

Формула для 

определения 

момента 

инерции мас-

сы в кгм
2 

Наимено-

вание тел 

вращения 

Эскиз 

Формула для 

определения 

момента 

инерции 

массы в кгм
2 

Цилиндр 

сплош-

ной  8

2MD
I =  Барабаны 

 
 

 

 

 
 

 

6

2MD
I =  

Цилиндр 

пустоте-

лый  

)(
8

22 dD
M

I +=
 

Стержни, 

различ-

ным обра-

зом рас-

положен-

ные отно-

сительно 

оси вра-

щения 

)

(
3

2

2

rRr

R
M

I

++

+=  

Шкивы, 

блоки, 

зубчатые 

колеса  
7

2MD
I =  

Муфты 

всех кон-

кон-

струкций  

9

2MD
I =  

Примечание: Размеры D, d, R и  r принимать в м; массу М – в кг. 

 

Упругие связи на расчетных схемах изображаются в виде пружин 

сжатия. Их количественной характеристикой является коэффициент 

жесткости c*)
. 

Приведение жесткостей рассмотрим для двух принципиально раз-

личных простейших динамических систем: с последовательным и па-

раллельным соединением упругих элементов (рис.2.2). 

Будем исходить из того, что потенциальная энергия ППР приведен-

ной упругой системы с коэффициентом жесткости сПР должна равнять-

ся сумме потенциальных энергий П1 и П2 упругих элементов с коэффи-

циентами жесткости с1 и с2: 

ППР  = П1 + П2 , 

 

__________________________________ 

*) При динамических расчетах часто коэффициент жесткости называют про-

сто жесткостью. 
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или 

222

2

22

2

11

2 ∆⋅
+

∆⋅
=

∆⋅ ΠΡΠΡ ñññ
, 

где ∆ПР, ∆1 и ∆2 – статические удлинения упругих связей под действием 

силы Р. 

 
Рис. 2.2. Динамические системы: а – с последовательным; 

 б – с параллельным соединением упругих элементов 

 

Рассмотрим первый случай – с последовательным соединением 

упругих элементов (рис.2.2, а). Имеем: 

;
1

1

ΠΡ
ΠΡ =∆

ñ

Ð
 ;

1

11 ñ

Ð
=∆   .

2

21 ñ

Ð
=∆  

Подставляя эти значения в уравнение потенциальных энергий, по-

лучим после ряда сокращений расчетное соотношение 

211

111

ñññ
+=

ΠΡ

 ,                                            (2.5) 

или                                     
21

21
1 ññ

ññ
ñ

+

⋅
=ΠΡ . 

Для случая, когда упругие элементы соединены параллельно (рис.2.2, б), 

принимаем 

                                             ∆ПР2  = ∆12 = ∆22 . 

Подставляя эти значения в уравнение для потенциальных энергий, 

получим второе расчетное соотношение 

cПР2  = c1 + c2 .                                        (2.6) 

Рассмотрим особый случай, когда приложение силы Р нагружает 

один упругий элемент и разгружает другой, деформируя их на одну и 

ту же величину (рис.2.3). 
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Рис. 2.3. Схема динамической системы с предварительным  

натяжением упругих связей 

 

Такая схема соответствует параллельному соединению упругих эле-

ментов – формула (2.6). 

В динамических системах приводных устройств машин многочис-

ленные упругие связи соединяются последовательно в длинную цепь. В 

таком случае приведенный коэффициент жесткости находится по фор-

муле: 

kññññ

1111

21

+++=
ΠΡ

L .                                 (2.7) 

Для удобства расчета цепных динамических систем вместо коэффи-

циентов жесткости с используют обратную величину е, которая назы-

вается коэффициентом податливости (е = c-1
). Тогда выражение (2.7) 

примет такой вид 

∑
=

ΠΡ =
k

i
ieå

1

.                                               (2.8) 

Варьируя соотношениями (2.5) – (2.8), можно найти приведенную 

жесткость для самых различных схем соединения упругих связей в ди-

намических системах. 

Например, при параллельно-последовательном соединении, когда 

два параллельно соединенных упругих элемента с коэффициентами 

жесткости c1 и c2 стыкуются последовательно с одним упругим элемен-

том с коэффициентом жесткости  с3 , имеем 

321

321 )(

ñññ

ñññ
ñ

++

+
=ΠΡ ,  или  3

21

21 å
åå

åå
å +

+

⋅
=ΠΡ . 
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Что касается непосредственно коэффициентов жесткости, то они 

могут быть линейные (отношение силы к линейной деформации) и уг-

ловые (отношение момента силы к угловой деформации). В первом 

случае размерность коэффициента жесткости Н/м, во втором – 

Н·м/радиан. Значения коэффициентов жесткости для типовых упругих 

элементов приведены в табл.2.2. 

Таблица 2.2 
Наименование элемен-

тов 
Схемы 

Выражения для опреде-

ления «с» 

Консоль постоянного 

сечения при изгибе 

 

 
 

 

3

3

l

EJ
 

Балка, шарнирно опер-

тая при изгибе 22

3

ba

EJl
 

Балка, защемления по 

концам при изгибе 
33

33

ba

EJl
 

Цилиндрическая винто-

вая пружина с круглым 

поперечным сечением 

витков (k – число вит-

ков) 
 

3

4

64kR

Gd
 

Сплошной вал круглого 

сечения при кручении  

 

l32

4Gdπ
 

Прямоугольный стер-

жень при кручении 
l

3bGhη
 

Величина η  зависит от отношения h/b: 

h/b  = 1,0         1,5       2         3        4         6          8        10     ∞ 

η    = 0,140  0,196  0,229  0,263  0,281  0,299  0,307  0,312  0,333 

Примечание: EJ – жесткость стержня или балки на изгиб; G – мо-

дель упругости материала на сдвиг. 

Демпфирующие связи в динамических системах существуют только 

совместно с упругими связями. Если будут отсутствовать упругие свя-

зи, то такая система уже не будет динамической. 

На расчетных схемах демпфирующие связи часто называют катарак-

тами и изображают в виде условного поршня, движущегося в цилиндре 

с вязкой жидкостью (рис.2.4). Их количественной характеристикой яв-
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ляется коэффициент демпфирования h с размерностью c-1
. 

 
Рис. 2.4. Схема взаимодействия упругих и демпфирующих связей 

 

При последовательном и параллельном соединении демпфирующих 

элементов с коэффициентами демпфирования h1, h2, …, hk приведенные 

коэффициенты демпфирования hпр определяются по формулам анало-

гичным для приведенных коэффициентов жесткостей спр: 

∑
=

ΠΡ
ΠΡ

=+++=
k

i
i

k

hh
hhhh 121

;
1111

L .                 (2.9) 

При сложной комбинации упругих и демпфирующих связей в дина-

мических системах при определении спр и hпр приходится учитывать 

баланс энергии, рассеянной за время одного периода колебаний. В та-

ком случае в выражения для спр и hпр могут входить как упругие и дис-

сипативные характеристики, так и частота колебательного процесса. 

Соответствующая методика расчета приведенных значений рассматри-

вается в работе М.Л.Орликова. 

Коэффициенты демпфирования конструктивных элементов динами-

ческих систем определяются экспериментальным путем по соответ-

ствующим логарифмическим декрементам δ и частотам затухающих 

колебаний ω1: 

π
ωδ

2

1⋅
=h ,                                          (2.10) 

где 
1

ln
+

=
k

k

A

A
δ ,  Аk и Аk+1 – две последующие амплитуды затухающих 

колебаний. 

Измерения проводятся по осциллограмме колебаний (рис.2.5) 
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Рис. 2.5. Осциллограмма колебаний 

Период колебаний между двумя последовательными амплитудами y 

и y1 считается постоянным и равным τ. 

Пусть    y  – y1 = ∆y . 

Тогда 
y

y

y

y

y

y

yy

y

y

y ∆
≈












+







 ∆
+

∆
+=

∆−
== L

2

1

1lnlnlnδ  . 

Рассмотрим наиболее распространенные расчетные схемы динамиче-

ских систем, совершающих прямолинейные и крутильные колебания. Та-

кими обычно являются так называемые «эталонные» расчетные схемы, 

дальнейшее упрощение которых путем приведения невозможно. Их исполь-

зование позволяет значительно облегчить динамические расчеты машин. 

«Эталонная» расчетная схема, к которой можно теоретически приве-

сти любую динамическую систему, совершающую прямолинейные ко-

лебания, приведена на рис.2.6. 

 
Рис. 2.6. Одномассовая «эталонная» расчетная схема 

 

Рассматриваемая «эталонная» схема включает приведенную массу 

mПР, упругую связь с приведенным коэффициентом жесткости cПР и 

демпфирующую связь с приведенным коэффициентом демпфирования 

hПР. На массу действует приведенная внешняя сила PПР(t) . 
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Если «эталонная» схема не обеспечивает заданного уровня точности 

вычислений, то используют двух- или трехмассовые расчетные схемы. 

Покажем, как приводятся упругие и демпфирующие связи некото-

рых реальных динамических систем, показанных на рис.2.7, к одномас-

совой «эталонной» схеме. Возмущающие силы, действующие на при-

водимые системы, принимаем гармоническими. 

                         
 

Рис. 2.7. Схемы соединения упругих и демпфирующих связей  

в исходных динамических системах 

Ниже приведены только конечные соотношения для cПР и hПР; про-

межуточные вычисления опускаем. 

Для системы на рис.2.7, а 

                                  cПР = c1 c2 / ( c1 + c2 ) ; 

                                  hПР = h1 (cПР / c1 )
2
 + h2 (cПР / c2 )

2
 . 

Для системы на рис.2.7, б 
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Для системы на рис.2.7, в 

;
222

22

hkc

ckh
c

+
=ΠΡ    ,

222

2

hkc

hc
h

+
⋅

=ΠΡ  

где k – частота возмущающей силы. 

«Эталонная» расчетная схема, к которой теоретически можно приве-

сти любую динамическую систему, подверженную крутильным коле-

баниям, представлена на рис.2.8. 
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Рис. 2.8. Двухмассовая «эталонная» расчетная схема 

 

«Эталонная» схема включает два жестких тела с приведенными мо-

ментами инерции I1ПР и I2ПР, соединенных между собой упругими эле-

ментами с приведенной угловой жесткостью cПР. Демпфирование не 

учитывается, т.к. в этом случае его влияние на динамические показате-

ли незначительно. Нагрузка создается двумя крутящими парами – при-

веденным движущим моментом МД и приведенным моментом сопро-

тивления МС. 

На расчетной схеме угловые координаты тел обозначены через φ1 и 

φ2. Угловая деформация упругого элемента равна φ = φ1 – φ2; она часто 

принимается за обобщенную координату. 

При инженерных динамических расчетах используют различные 

изображения двухмассовой «эталонной» расчетной схемы (рис.2.9). 

  а)                                                  б)      

 

 

 

 Рис. 2.9. Варианты изображения двухмассовой «эталонной»  

расчетной схемы 

 

В частном случае, когда один конец крутильной динамической си-

стемы жестко защемлен, она может быть изображена в виде одномас-

совой расчетной схемы (рис.2.10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 25  

 
         Рис. 2.10. Варианты изображения одномассовой расчетной  

схемы крутильной динамической системы 

 

Более подробно приведение крутильных динамических систем к 

«эталонной» расчетной схеме рассматривается в 3-м разделе пособия. 

Пример 2.1. 

Задана динамическая система, показанная на рис.2.11, а. Она 

представляет собой шарнирно закрепленный жесткий стержень 

длиной ℓ, подвешенный в точке х = ℓ1 к пружине с коэффициентом 

жесткости с. Распределенная масса стержня, приходящаяся на еди-

ницу длины, равна т0. 

  Необходимо привести параметры динамической системы к точке х = ℓ. 

  а)                                                                     б)      

            
Рис. 2.11. Исходная динамическая система (а)  

и ее расчетная схема (б) 

 

Решение. Перемещение точки х = ℓ характеризуется дополнительной 

координатой w (вертикальным смещением). 

Для приведения массы составим выражение кинетической энер-

гии динамической системы через координату w и приравняем ее 

кинетической энергии  искомой приведенной массы mПР, помещен-

ной в точке х = ℓ. 
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Форма колебаний динамической системы (т.е. закон взаимного пе-

ремещения всех ее точек) выражается следующей зависимостью: 

w
x

y
l

= . 

Кинетическая энергия системы: 

∫ ∫ 






=
⋅

=
l l

&
l

&

0 0

2

0

2

0

22
xdw

xm
xd

ym
Tc . 

Кинетическая энергия приведенной массы: 

2

2
w

m
T &

ΠΡ
ΠΡ = .   

Полагая Tc = TПР, получим 

∫ =






=ΠΡ

l
l

l
0

0

2

0
3

m
xd

x
mm . 

Для приведения жесткости заданной динамической системы к точке 

х = ℓ составим выражение для ее потенциальной энергии через w и 

приравняем к потенциальной энергии приведенной упругой системы с 

массой mПР и жесткость cПР. 

Имеем для заданной системы 
2

1

2








= w

ñ
Ï Ñ

l

l
, 

для приведенной системы 

2

2

1
wcÏ ⋅= ΠΡΠΡ . 

Приравняв оба выражения, получим 
2

1 







=ΠΡ

l

l
cc . 

Приведенная расчетная схема динамической системы показана на 

рис.2.11, б. 
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2.2. Научные основы формирования аналитических  

моделей динамических систем 
 

Структура и свойства динамической модели, представленные на 

расчетной схеме в идеализированном, упрощенном виде, в аналитиче-

ской модели преобразуются в определенную систему уравнений связи. 

При этом вся совокупность используемых параметров представляется в 

абстрактных терминах, все качественные зависимости между ними пе-

реводятся в функциональные или иные соотношения, устанавливаются 

граничные и начальные условия. 

Математическая строгость аналитической модели связана с каче-

ством идеализации динамической системы на расчетной схеме. На 

практике такая идеализация осуществляется различными путями: 

-     переходом от распределенных параметров к сосредоточенным; 

- сокращением числа независимых переменных; 

- снижением размерности динамической системы от трехмерной к 

двухмерной и одномерной; 

- заменой переменных константами; 

- изменением принимаемых ограничений. 

В аналитических моделях нахождение соотношений между исследу-

емыми параметрами происходит на основе ряда теоретических пред-

ставлений о механизме процессов, протекающих в объекте – оригинале. 

Поскольку такие модели описывают поведение реальных объектов на 

уровне базовых технических принципов, они достоверны для широкого 

диапазона их использования. 

При формировании аналитических моделей динамических систем 

исходят из фундаментальных положений динамики несвободной мате-

риальной системы. 

Рассмотрим такую систему из N материальных точек с массами m1, 

m2, …, mN. Ограничения, накладываемые на координаты или скорости 

этих точек, называют связями. 

Положим, что на систему действуют внешние силы Fi (i = 1, 2, …, N), 

материальные точки получают ускорения wi, а связи, наложенные на 

систему, допускают перемещение всех ее точек в направлении некото-

рой оси ОХ. Тогда фундаментальное уравнение динамики материаль-

ной системы при поступательном движении запишется таким образом: 
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1

&& ,                          (2.11) 

где ix&&  – ускорение i-ой точки с массой mі в направлении оси ОХ. 

Аналогично записываются уравнения относительно осей ОY и ОZ. 

Частным случаем уравнения (2.11) является второй закон Ньютона для 

одной материальной точки 

Другое фундаментальное уравнение динамики вращательного дви-

жения твердого тела имеет такой вид: 

ϕ
ϕ

&&⋅== ZZZ I
td

d
IM

2

2

 ,                              (2.12) 

где MZ – момент сил, действующих на тело, относительно неподвиж-

ной оси вращения OZ; IZ – момент инерции тела относительно данной 

оси; φ – угловое перемещение тела; ϕ&&  – угловое ускорение тела. 

Для составления уравнений движения деформируемых несвободных 

материальных систем используются два способа – принцип Даламбера 

и уравнения Лагранжа 2-го рода. 

Принцип Даламбера представляется в виде такого уравнения 

[ ]∑
=

=−+−+−
N

i
iiziiiiyiiiixii zFzmyFymxFxm

1

0)()()( δδδ &&&&&& .  (2.13) 

где iii zyx &&&&&& ,,  – проекции ускорения wi i-ой массы на оси декартовой си-

стемы координат; Fix, Fiy, Fiz – проекции равнодействующей внешних 

сил и реакций связей, приложенных к i-ой массе; δxi , δyi , δzi – проек-

ции произвольного перемещения i-ой массы. 

Согласно уравнению (2.13) сумма работ всех внешних и внутренних 

сил, приложенных к материальной системе, и сил инерции на произ-

вольном возможном перемещении равна нулю. Число уравнений Да-

ламбера равно числу сосредоточенных масс, входящих в систему. 

Для применения принципа Даламбера необходимо знать значения и 

направления всех сил, действующих на систему, всех ускорений масс 

системы, а также значение и направление реакций связей. Во многих 

случаях затруднительно определить значения и направления ускорений 

и реакций связей. Поэтому принцип Даламбера удобен не для всех ди-

намических задач. 

Наиболее универсальным рабочим аппаратом для составления урав-

нений движения являются уравнения Лагранжа. Они базируются на 
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равенстве кинетической и потенциальной энергий материальной систе-

мы; в качестве переменных принимаются обобщенные координаты. 

Уравнения Лагранжа имеют такой вид: 

Q
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dt
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 ,                     (2.14) 

где Т и П – соответственно кинетическая и потенциальная энергии ма-

териальной системы; q и q& – обобщенные координаты перемещения и 

скорости; Q – обобщенная сила. 

Общее число уравнений Лагранжа равно числу обобщенных коор-

динат, а число последних равно числу степеней свободы материальной 

системы. 

Во всех случаях через обобщенные координаты должны однозначно 

выражаться обыкновенные (декартовы) координаты всех точек системы. 

Обобщенными силами называется система сил или моментов сил, 

действующих в направлениях обобщенных координат. Эти силы могут 

зависеть от времени, координат, скоростей. Например, упругие силы, 

силы тяжести, силы трения, силы смешанного характера. 

Размерность обобщенной силы может быть различной в зависимо-

сти от выбора обобщенной координаты. Например, для обобщенной 

координаты, имеющей размер длины, соответствующая ей обобщенная 

сила имеет размерность силы, а для обобщенной координаты, выра-

женной в радианах, - размерность момента сил. 

Кинетическая энергия Т является мерой механического движения 

материальной системы. 

При поступательном движении системы с приведенной массой mПР 

кинетическая энергия выражается таким образом: 

2

2

1
qòT &⋅= ΠΡ ,                                         (2.15) 

где q& – обобщенная линейная скорость. 

При вращательном движении системы с приведенным к выбранной 

оси вращения моментом инерции IПР имеем 

2

2

1
qIT &⋅= ΠΡ ,                                            (2.16) 

где q&  – обобщенная угловая скорость. 

Потенциальная энергия материальной системы представляет собой 

накопленную деформацию ее упругих связей: 
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2

2

1
qñ ⋅=Π ΠΡ ,                                            (2.17) 

где сПР  – приведенная жесткость упругих связей; q – обобщенное пе-

ремещение системы. 

Процесс перехода потенциальной энергии в кинетическую энергию 

движущихся масс и обратный процесс всегда сопровождаются возник-

новением колебаний в любой деформируемой материальной системе. 

Рассмотренные выше общие теоретические положения динамики 

материальных систем в дальнейшем используются для решения кон-

кретных динамических задач. 

 

 

2.3. Модели одномассовых динамических систем  
       и их решение  

 

Модели дискретных динамических систем чаще всего формируются 

по схеме Лагранжа (реже по схеме Даламбера). В обоих случаях ис-

пользуется хорошо разработанный математический аппарат дифферен-

циальных уравнений. Как правило, это обыкновенные дифференциаль-

ные уравнения второго порядка. Коэффициенты таких уравнений пред-

ставляют собой основные характеристики моделируемых динамиче-

ских систем, что дает большую наглядность при анализе получаемых 

результатов. 

Модели одномассовых динамических систем являются самыми рас-

пространенными и наиболее простыми. Их формируют в виде так 

называемой второй задачи динамики, когда по заданным силовым и 

массовым параметрам, упругим и демпфирующим связям определяют-

ся кинематические характеристики динамических систем. 

Структура одномассовой модели и ее решение зависят от типа ис-

следуемой динамической системы – линейной или нелинейной, консер-

вативной или диссипативной. Каждая из таких моделей имеет свои 

специфические особенности и условия использования. 

 

2.3.1. Модели линейных автономных динамических систем 
Автономной динамической системой называют такую систему, ко-

торая после внешнего возбуждения предоставлена самой себе и совер-

шает свободные колебания. 
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      2.3.1.1. Консервативные системы 
Рассмотрим простейшую консервативную динамическую систему, 

состоящую из массы т, закрепленной на пружине с линейной жестко-

стью с (табл.2.2). Расчетная схема представлена на рис.2.12. 

Если в начальный момент отклонить систему на величину а и 

предоставить самой себе, то возникнут свободные продольные колеба-

ния с постоянной амплитудой, равной а. 

Для формирования аналитической модели динамической системы 

воспользуемся схемой Лагранжа и примем в качестве обобщенной ко-

ординаты вертикальное перемещение у. 

 
Рис. 2.12. Расчетная схема консервативной динамической системы, 

совершающей продольные колебания 

 

Найдем по соотношения (2.15) и (2.17) кинетическую и потенциаль-

ную энергии системы: 

2

2

1
óòÒ &=  ;      

2

2

1
ñóÏ = . 

Подставив эти значения в уравнение Лагранжа (2.14), после диффе-

ренцирования получим расчетное уравнение аналитической модели: 

0=+ ñóóò && ,                                        (2.18) 

Разделив это уравнение на т, будем иметь линейное дифференци-

альное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами: 

02 =+ óó ω&& ,                                        (2.19) 

где òñ /=ω – собственная частота продольных колебаний системы. 

Характеристическое уравнение имеет вид 
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022 =+ωr .                                       (2.20) 

Корни этого уравнения чисто мнимые: ωir ±=2,1 . В таком случае 

решение уравнения (2.19) запишется следующим образом 

tCtCy ωω sincos 21 ⋅+⋅= .                        (2.21) 

Для полного выяснения закона движения динамической системы 

нужно определить постоянные С1 и С2. Это требует учета начальных 

условий, т.е. тех конкретных обстоятельств, при которых возникает ко-

лебательный процесс. Для определения постоянных нужно указать 

начальное смещение системы у0 и начальную скорость движения v0. 

Принимаем такие начальные условия: 

                   при  t = 0  у0 =  а ,  
0ó&  = v0  . 

Из соотношения (2.21) находим C1 = а. Продифференцировав по 

времени уравнение (2.21), получим общее выражение для скорости 

tCtCy ωωωω cossin 21 ⋅⋅+⋅⋅−=& .                (2.22) 

Полагая  t = 0 , ó&  = v0 , C1 =  а,  будем иметь  C2  =  v0 /ω . 

Следовательно, закон свободных назатухающих колебаний динами-

ческой системы примет вид 

t
v

tày ω
ω

ω sincos 0 ⋅+⋅= .                          (2.23) 

Теперь рассмотрим другую простейшую консервативную динамиче-

скую систему в виде консольно закрепленного невесомого вала диа-

метром d и длиной ℓ, на свободном конце которого находится диск с 

моментом инерции I. При отклонении системы на некоторый угол φ она 

начинает совершать свободные крутильные колебания. 

Расчетная схема представлена на рис.2.13. 

 
Рис. 2.13. Расчетная схема консервативной динамической системы, 

совершающей крутильные колебания 
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Для формирования аналитической модели динамической системы 

используем схему Лагранжа и примем в качестве обобщенной коорди-

наты угол поворота диска φ. 

Будем иметь                    
2

2

1
ϕ&⋅= IÒ  ;  

2

1
2

1
ϕñÏ =  , 

где с1 – угловая жесткость вала, определяемая по табл.2.2. 

Расчетное уравнение запишется таким образом: 

01 =+ ϕϕ cI && .                                        (2.24) 

Это уравнение аналогично уравнению (2.18). Его решение примет 

вид: 

tCtC 1211 sincos ωωϕ ⋅+⋅= ,                    (2.25) 

где Iñ /11 =ω – собственная частота крутильных колебаний системы. 

Принимаем такие начальные условия: 

при t = 0  θϕ =0
;  00 =ϕ& . 

В этом случае имеем такой закон свободных незатухающих колеба-

ний динамической системы 

t1cosωθϕ ⋅= .                                         (2.26) 

2.3.1.2. Диссипативные системы 
При формировании аналитических моделей диссипативных динами-

ческих систем в расчетных уравнениях обязательно учитывается внеш-

нее неупругое сопротивление (вязкое и сухое трение, гидравлическое 

сопротивление). 

Диссипативная сила при вязком трении пропорциональна обобщен-

ной скорости: 

qbFÄ &⋅−= ,                                            (2.27) 

где b приведенный коэффициент вязкости (
ì

ñÍ ⋅
). 

Знак (–) показывает, что мы имеем силу сопротивления. 

При сухом трении диссипативная сила является постоянной по ве-

личине на всем интервале движения. Она направлена противоположно 

скорости: 

ÊFÄ ±= .                                             (2.28) 

Знак (+) принимается в тех интервалах движения, в которых ско-

рость положительная, а знак (–) – для интервалов с отрицательной ско-

ростью. 
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При гидравлическом сопротивлении диссипативная сила пропорци-

ональна квадрату обобщенной скорости: 
2qkFÄ &⋅±= ,                                        (2.29) 

где k – коэффициент пропорциональности. 

Правило знаков такое же, как и в предыдущем случае. 

Рассмотрим простейшую одномассовую диссипативную динамиче-

скую систему с упругими и демпфирующими связями (рис.2.14). 

 

 
Рис. 2.14. Расчетная схема диссипативной динамической системы, 

совершающей продольные колебания 

 

Следуя классической теории линейных колебаний, будем считать, 

что диссипативная сила пропорциональна обобщенной скорости и 

определяется по формуле (2.27). Хотя такое допущение не всегда 

оправдывается в действительности, тем не менее разработанные на его 

основе методы динамических расчетов имеют большое практическое 

значение. Дело в том, что при таком допущении мы остаемся в преде-

лах линейной теории, а это позволяет значительно упростить матема-

тическое описание динамических систем без существенного искажения 

окончательных результатов. 

Для формирования аналитической модели рассматриваемой дина-

мической системы используем схему Лагранжа. Обобщенную коорди-

нату обозначим через q. При этом будем полагать, что в уравнении 

(2.14) обобщенная сила Q равна диссипативной силе FД : 

qbQ &−= . 

Расчетное уравнение примет такой вид: 

0=++ cqqbqm &&& .                                (2.30) 

После преобразований будем иметь «стандартное» линейное урав-

нение свободных колебаний при наличии затухания: 
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02 2 =++ qqhq ω&&& ,                                  (2.31) 

где 
m

c
=ω  – собственная частота колебаний соответствующей кон-

сервативной системы; 
m

b
h

2
=  – коэффициент демпфирования. 

Решение уравнения (2.31) будем искать в таком виде: 
stetq =)( . 

Подставив это выражение в уравнение (2.31), получим следующее 

характеристическое уравнение: 

S2
 + 2hS + ω2

 = 0 , 

откуда для случая «малого» сопротивления, когда ω > h, имеем: 

1;22 −=−±−= ihihS ω . 

Корни S1 и S2 являются комплексно-сопряженными. Следовательно, 

общий интеграл уравнения (2.31) представляется таким выражением: 

)sincos()( 1211 tCtCetq ht ωω ⋅+⋅= −
,                 (2.32) 

где 22

1 h−= ωω  – частота затухающих колебаний. 

Примем такие начальные условия: 

при t = 0   q(0) = q0 ;  0)0( qq && = . 

Тогда                            C1 = q0 ;  1002 )( ωhqqÑ += & . 

Окончательно закон свободных затухающих колебаний рассматри-

ваемой динамической системы запишется таким образом: 

)sincos()( 1

1

00

10 t
hqq

tqetq ht ω
ω

ω ⋅
+

+⋅= − &
.          (2.33) 

Амплитуды колебаний убывают с каждым полупериодом по закону 

геометрической прогрессии, знаменатель которой 

2

1

τ

η
h

k

k e
A

A
==

+

,                                       (2.34) 

где Ak и Ak+1 – две последующие амплитуды затухающих колебаний;   



















+≈=
2

1
2

1
1

2
/2

ωω
π

ωπτ
h

 – период затухающих колебаний, 

условно принимаемый за постоянную величину. 
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Логарифмируя равенство (2.34), получим двойную формулу для ло-

гарифмического декремента затуханий: 

2
ln

1

τ
δ

h

A

A

k

k ==
+

.                                   (2.35) 

Преобразуем вторую формулу: 

22
12 h

hhh

−
===

ω

π
ω
πτ

δ ,    

откуда находим 

( )
( )2

2

22

1 πδ

πδ
ω

+
=h . 

Подставим это значение в выражение для ω1: 

( )2

22

1

1 πδ

ω
ωω

+
=−= h .                      (2.36) 

Из формулы (2.36) следует очень важный вывод. Оказывается, что да-

же при значительном затухании колебаний частота ω1 мало отличается от 

частоты ω. Поэтому при вычислении коэффициентов демпфирования h по 

формуле (2.10) вместо частоты ω1 допустимо использовать собственную 

частоту колебаний ω соответствующей консервативной системы. 

В заключение следует отметить, что в случае «большого» неупруго-

го сопротивления, когда ω < h, колебательный процесс динамической 

системы переходит в апериодический. При этом с возрастанием t си-

стема быстро возвращается в состояние равновесия. 

Пример 2.2. По экспериментальной виброграмме свободных колеба-

ний диссипативной динамической системы с одной степенью свободы 

установлено, что за один цикл амплитуда уменьшается на 40%. Оценить 

влияние внутреннего вязкого трения на частоту затухающих колебаний. 

Решение. Используя двойную формулу (2.35), сначала определим 

величину логарифмического декремента затуханий 

511,0
4,01

1
lnln

1

=
−

==
+k

k

A

A
δ , 

а затем коэффициент демпфирования 

h = δ/τ, 

где 222 h−= ωπτ  – период затухающих колебаний; ω – собствен-
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ная частота колебаний динамической системы. 

В результате получаем 

22

2

511,0
hh −= ω

π
. 

Решая это уравнение, находим, что  

h2 
 = 0,00661ω2 

. 

Следовательно, частота затухающих колебаний будет равна 

ω 1 = 22 h−ω = 0,997 ω , 

т.е. ω 1 отличается от ω  на 0,3%. 

Из этого можно сделать вывод, что даже при большом коэффициен-

те демпфирования диссипативная сила незначительно влияет на часто-

ту колебаний. 

 

2.3.2. Модели линейных динамических систем при внешнем 
гармоническом возбуждении 

Динамические системы машин в большинстве случаев подвергаются 

внешнему гармоническому возбуждению, в результате чего системы 

испытывают вынужденные колебания. Внешнее возбуждение может 

быть двух видов – силовое и кинематическое. 

В первом случае на динамическую систему непосредственно дей-

ствуют внешняя гармоническая сила, во втором – каким-либо точкам 

системы извне сообщается принудительное гармоническое движение. 

2.3.2.1. Консервативные системы 
Рассмотрим простейшую консервативную динамическую систему 

(рис.2.15), на которую действует внешняя гармоническая сила Q = Q0 · cos kt  
(k – частота возмущающей силы). 

 
Рис. 2.15. Расчетная схема консервативной динамической системы  

с внешним силовым возбуждением 
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Для формирования аналитической модели динамической системы 

воспользуемся схемой Лагранжа и примем в качестве обобщенной ко-

ординаты вертикальное перемещение у. Полагаем, что в уравнении Ла-

гранжа (2.14) обобщенная сила равна возмущающей силе. 

Расчетное уравнение примет вид: 

tkQcyym cos0 ⋅=+&& .                       (2.37) 

После преобразований получим 

tkpyy cos2 ⋅=+ω&& ,                                 (2.38) 

где ω – собственная частота колебаний системы; p = Q0 /m. 

Решение уравнения (2.38) слагается из общего решения однородного 

уравнения (2.19) и частного решения, учитывающего наличие правой 

части. 

Частное решение принимаем в виде 

y = C3 · cos k t . 
Подставляя это значение в уравнение (2.38), найдем значение C3: 

223
k

p
Ñ

−
=
ω

. 

Тогда общее решение уравнения (2.38) запишется так: 

2221

cos
sincos

k

tkp
tCtCy

−

⋅
+⋅+⋅=
ω

ωω .                 (2.39) 

Примем такие начальные условия: 

                         при t = 0  у =  у0 ;  ó&  = v0 .  

Найдем значения коэффициентов C1 и C2: 

2201
k

p
yÑ

−
−=
ω

;   
ω

0

2

v
C = . 

Окончательно имеем 

2222

0

0

coscos
sincos

k

tkp

k

tp
t

v
tyy

−

⋅
+

−

⋅
−⋅+⋅=

ωω
ω

ω
ω

ω .      (2.40) 

Первые два слагаемые в правой части уравнения (2.40) соответству-

ют свободным колебаниям динамической системы с собственной ча-

стотой ω при отсутствии возмущающей силы. Третье слагаемое – это 

гармоническое колебание, происходящее с собственной частотой ω, но 

с амплитудой, зависящей от возмущающей силы. Все эти три слагае-

мые постепенно затухают в результате неучтенного при составлении 

расчетного уравнения действия сил внутреннего трения. 
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Четвертое слагаемое представляет собой чисто вынужденные коле-

бания одномассовой системы с амплитудой 

|| 22

0

km

Q
AB −

=
ω

.                                   (2.41) 

Таким образом, вынужденные колебания консервативной динамиче-

ской системы происходят с частотой возмущающей силы и не зависят 

от начальных условий. Поэтому для изменения амплитуда AB при за-

данной возмущающей силе необходимы существенные изменения кон-

струкции системы, ее жесткости, распределения масс. 

Кинематические параметры динамической системы при вынужден-

ных колебаниях зависят от соотношения частот ω и k. 

Если k > ω , то знак отклонения у будет совпадать со знаком силы Q, 

т.е. они будут находиться в одной фазе; при k < ω – в противополож-

ных фазах. 

Если k = ω, то вынужденные колебания будут происходить с беско-

нечно возрастающими амплитудами. Совпадение частоты возмущаю-

щей силы с собственной частотой динамической системы и возникаю-

щие при этом явления называются резонансом. 

В реальных системах амплитуды колебаний при резонансе всегда 

ограничены, т.к. консервативные системы являются лишь их идеализа-

цией. 

Введем понятие статической деформации динамической системы. Ее 

численное значение ycт определяется по формуле 

ycт  = Q0 /c , 
где Q0 – амплитудное значение возмущающей силы; с – коэффициент 

жесткости системы. 

Отношение амплитуды вынужденных колебаний AB к статической 

деформации ycт называется коэффициентом динамического усилия (ко-

эффициентом динамичности) по перемещениям: 

222

2

22

1

1

)(







−

=
−

=
−

==
Τ

ω

ω
ω

ω
β

kkkm

c

y

A

c

B
.        (2.42) 

Зависимость 






=
ω

β
k

f  представлена на рис.2.16. 
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Рис. 2.16. График изменения коэффициента динамичности  

             в зависимости от частотного отношения 

При инженерных динамических расчетах принято считать, что часто-

та собственных колебаний ω в до- и зарезонансных режимах должна от-

личаться от частоты вынужденных колебаний k не менее, чем на 30%. 

Теперь рассмотрим консервативную систему с внешним кинемати-

ческим возбуждением (рис.2.17). 

 
Рис. 2.17. Расчетная схема консервативной динамической системы  

       с внешним кинематическим возбуждением 

На расчетной схеме неподвижной системой координат является ось 

ОУ. Колебание точки закрепления упругой связи (кинематическое воз-

буждение) описывается зависимостью 

tby λsin1 ⋅= ,                                          (2.43) 

где b – амплитуда колебания; λ – его частота. 

Удлинение упругой связи равно (y – y1), а упругая реакция составит 

c(y – y1) . 
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На основании общего уравнения динамики (2.11) получим расчетное 

уравнение аналитической модели 

–c(y – y1) = m ó&& , 

которое после преобразований примет такой окончательный вид: 

tbctyccyym λsin)(1 ⋅⋅=⋅=+&& .                     (2.44) 

Заметим, что с помощью уравнения (2.44) можно описать колебания 

груза массой m при неподвижной точке закрепления упругой связи и 

при возмущающей силе, равной tbcQ λsin⋅⋅= . Значит, уравнение 

(2.44) является аналогом уравнения (2.37). 

Таким образом, при внешнем кинематическом возбуждении дина-

мической системы для составления расчетного уравнения аналитиче-

ской модели необходимо в качестве обобщенной силы вводить эквива-

лентную возмущающую силу, равную произведению кинематического 

возбуждения y1 на коэффициент жесткости с упругой связи. 

Пример 2.3. Для консервативной динамической системы, представ-

ленной на рис.2.18, составить по схеме Лагранжа аналитическую мо-

дель и с ее помощью определить амплитуду вынужденных колебаний. 

 
Рис. 2.18. Расчетная схема к Примеру 2.3. 

 

Система состоит из однородного цилиндра радиусом r и массой m, 

который вращается вокруг вертикальной оси ОО1 гибким тросом. Кон-

цы троса связаны с концами А и С горизонтальных пружин АВ и СD, 

имеющих одинаковую жесткость, равную c1. Конец В пружины АВ за-

креплен неподвижно, а конец D пружины СD связан с ползуном, со-

вершающим прямолинейное движение по закону tbS λsin⋅= . В 

начальный момент пружины находятся в недеформированном состоя-

нии, а цилиндр – в покое. Сопротивлением пренебречь. 

Решение. Мы имеем консервативную динамическую систему с 

внешним кинематическим возбуждением. За обобщенную координату 
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примем угловое смещение цилиндра φ. 

Вычислим кинетическую энергию цилиндра 

2

2

1
ϕ&⋅=Τ I . 

По табл.2.1 находим выражение для момента инерции цилиндра 

2

2rm
I = . 

Тогда                                     
4

22ϕ&rm
=Τ . 

Потенциальная энергия пружин определяется по формуле 

( )2

2

2

1
1

2

21

2

11

222
∆+∆=

∆⋅
+

∆⋅
=Π

ccc
, 

где ∆1 и ∆2 – приращения длин пружин AB и CD по сравнению с их не-

деформируемым состоянием. 

Для малых колебаний можно принять 

;1 ϕr≅∆  ϕλϕ rtbrS −⋅=−≅∆ sin2 . 

Тогда                   [ ]2221 )sin(
2

ϕλϕ rtbr
c

−⋅+=Π . 

Подставляя значения Т и П в уравнение Лагранжа 

0=
∂
Π∂

+
∂
Τ∂

−








∂
Τ∂

ϕϕϕ&dt

d
, 

после преобразований получим расчетное уравнение аналитической 

модели: 

tbcrc
mr

λϕ
ϕ

sin2
2

11 ⋅⋅=⋅⋅+
&&

. 

Введем обозначения 

214
ω=

m

c
;   q

rm

bc
=

⋅12
. 

Получим уравнение колебаний цилиндра 

tq λϕωϕ sin2 ⋅=+&& . 

Учитывая соотношение (2.41), найдем выражение для амплитуды 

вынужденных колебаний цилиндра 
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)4(

2
2

1

1

22 λλω mcr

bcq
AB −

=
−

= . 

2.3.2.2. Диссипативные системы         
Рассмотрим простейшую диссипативную систему, представленную 

на рис.2.19, на которую действует гармоническая возмущающая сила   

Q = Q0 · cos k t .  

 
Рис. 2.19. Расчетная схема диссипативной динамической системы  

с внешним силовым возбуждением 

 

Используя схему Лагранжа, получим такое преобразованное расчет-

ное уравнение аналитической модели: 

m

tkQ
yyhy

cos
2 02 =++ ω&&& .                            (2.45) 

Интеграл этого уравнения состоит из двух частей: интеграла соот-

ветствующего однородного уравнения (2.31) и частного интеграла 

уравнения (2.45). Так как нас интересует установившийся процесс, ко-

гда свободные колебания затухают, то ограничимся второй частью, ко-

торая может быть записана в виде 

)cos(* ϕ+⋅= tkAy B ,                              (2.46) 

где 
*

BA  – амплитуда вынужденных колебаний; φ – начальная фаза ко-

лебаний. 

Найдем производные 

)sin(* ϕ+⋅⋅−= tkkAy B& ; 

После подстановки этих значений в уравнение (2.45) получим такое 

выражение: 
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.0cos)cos(

)sin(2)cos(

02*

*2*

=−+⋅⋅+

++⋅⋅−+⋅⋅−

tk
m

Q
tkA

tkkhAtkkA

B

BB

ϕω

ϕϕ
 

Дальнейшие преобразования очень громоздкие, поэтому рассмотрим 

только общую схему. 

В первую очередь, косинусы и синусы суммы углов выражаются че-

рез косинусы и синусы слагаемых углов. Затем коэффициенты при    

cos kt и sin kt собираются в отдельные скобки. Каждое выражение в 

скобках порознь приравнивается нулю. Из этих двух уравнений опре-

деляют неизвестные величины 
*

BA  и tg φ: 

22222

0*

4)( khkm

Q
AB

+−
=

ω
;                       (2.47) 

22

2

k

hk
tg

−
=
ω

ϕ .                                  (2.48) 

Подставляя значения 
*

BA  и tg φ в соотношение (2.46), получим урав-

нение незатухающих стационарных колебаний динамической системы, 

происходящих с частотой возмущающей силы. 

Исследуем, как изменяется амплитуда 
*

BA  с изменением частоты 

возмущающей силы. 

Максимум амплитуды 
*

BA  соответствует минимуму знаменателя в 

выражении (2.47), т.е. минимуму функции 
22222 4)()( khkkf +−= ω . 

Исследование функции f(k) на экстремум показало, что она прини-

мает минимальное значение при т.н. критической частоте 

22 2hk −=ΚΡ ω .                                    (2.49) 

В этом случае амплитуда 
*

BA  достигает максимального значения 

22

0*

max

2 kmh

Q
AB

−
=

ω
.                              (2.50) 

Найдем коэффициент динамичности по перемещениям 

TCB yA /** =β  . 

Полагая, что  
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2

00

ωm

Q

c

Q
y TC == , 

будем иметь 

4

22
2

2

2

*

4
1

1

ωω

β
khk

+







−

= .                          (2.51) 

Зависимость 






=
ω

β
k

f*
 представлена на рис.2.20. 

 
Рис. 2.20. График изменения коэффициента динамичности β*

  

в зависимости от частотного отношения (2h/ω = 0,28) 

 

Качественный анализ зависимостей (2.50) и (2.51) показывает, что 

при резонансном режиме в диссипативной динамической системе макси-

мальная амплитуда имеет конечную величину. При этом максимум коэф-

фициента динамичности несколько смещен от абсциссы k/ω = 1. Однако 

это смещение мало и можно приближенно определять 
*

maxβ , подставляя в 

формулу (2.51) k = ω . Тогда 
*

maxβ = ω/2h, т.е. максимальное значение 

*

maxβ  обратно пропорционально коэффициенту демпфирования. 

2.3.3. Модели нелинейных динамических систем 
В настоящем разделе рассматриваются наиболее простые модели не-

линейных консервативных динамических систем. Особенностью таких 

моделей является наличие в них так называемой упругой характеристи-

ки, которая представляет собой нелинейную восстанавливающую силу. 

2.3.3.1. Консервативные автономные системы 
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Расчетное уравнение аналитической модели автономной динамиче-

ской системы имеет такой вид: 

0)( =+ yfym && ,                                      (2.52) 

где f (y)  – упругая характеристика. 

Для решения уравнения (2.52) осуществим его прямое интегрирова-

ние. 

Выполним следующее преобразование: 

v
dy

dv

dt

dy

dy

dv

dt

dv

dt

yd
===

2

2

. 

Тогда получим 

0)( =+ yf
dy

dv
mv . 

Разделяя переменные, находим 

m v d v = – f (y) d y . 

Взяв квадратуры от обеих частей, будем иметь: 

∫ ∫ +−= 1)( Cydyfvdvm , 

или 

∫ +−= 1

2

)(
2

Cdyyf
mv

. 

Преобразуем последнее выражение к виду 

∫ +−== 1)(
2

Cdyyf
mdt

dy
v , 

откуда 

21)(
2

CdtCdyyf
m

y ++−= ∫ ∫ .                      (2.53) 

Постоянные C1 и C2 определяются из начальных условий. 

Как видно из вычислений, нахождение интеграла уравнения (2.52) 

значительно сложнее, чем в линейных динамических системах. 

2.3.3.2. Консервативные системы при внешнем гармоническом 
возбуждении 

В этом случае расчетное уравнение аналитической модели имеет та-

кой вид 

tkQyfym sin)( 0 ⋅=+&& .                            (2.54) 

Для решения уравнений типа (2.54) используются прямые методы 
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Релея, Ритца, Бубнова – Галеркина и др. 

Воспользуемся методом Бубнова – Галеркина. Решение ищется в 

виде линейной комбинации некоторых заданных дважды дифференци-

руемых функций U1 (t), …, Un (t): 
y(t) = a1U1 (t) + a2U2 (t) + ··· + anUn (t) .                   (2.55) 

Функции Ui(t) должны удовлетворять однородным граничным усло-

виям y(0) = 0; y(T) = 0, где Т = 2 π / k – период колебаний гармониче-

ской возмущающей силы. 

Величины ai  являются неизвестными параметрами. 

Подставим выражение (2.55) в уравнение (2.54) и найдем разность 

между его левой и правой частями, которая называется невязкой. Не-

вязка является функцией переменной t и имеет вид 

tkQyfymaaatR n sin)(),...,,,( 021 ⋅−+= && .             (2.56) 

Коэффициенты a1, a2, …, an необходимо подбирать так, чтобы не-

вязка была минимальной. Для этого функция R должна быть ортого-

нальна на интервале [0, Т] к каждой из функций Ui (t). 
Требование ортогональности имеет вид 

∫ =
Ò

in tdtUaaatR
0

21 0)(),...,,,( .                         (2.57) 

В результате получаем систему n алгебраических уравнений для 

нахождения коэффициентов ai. 

Пример 2.4. Для динамической системы (рис.2.21), включающей 

груз массой т, закрепленный на нелинейном упругом элементе (кони-

ческой пружине), составить аналитическую модель и определить ам-

плитуду вынужденных колебаний при воздействии на систему гармо-

нической возмущающей силы Q = Q0 · sin kt. Вязким трением прене-

бречь. Упругая характеристика пружины имеет вид 

                                          f(x) = cx + c1 x
3 

 
Рис. 2.21. Расчетная схема к Примеру 2.4 

 

Исходные данные для расчетов: Q0 = 20 Н; m = 10 кг; k = 10 с
-1

 ;        
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с = 1,5 кН/м; с1 = 1000 кН/м
3
 . 

Решение. Расчетное уравнение аналитической модели имеет вид 

tkQxccxxm sin0

3

1 ⋅=++&& . 

Воспользуемся методом Бубнова – Галеркина. Решение ищем в со-

ответствии с соотношением (2.55): 

tkxx sin01 ⋅= . 

Найдем невязку 

tkQxccxxmxtR sin),( 0

3

11110 ⋅−++= && . 

Запишем условие ортогональности 

[ ] 0sin

2

0

10

3

1111 =⋅−++∫
k

dtxtkQxccxxm

π

&& . 

После интегрирования имеем 

0)(
4

3
00

23

01 =−−+ Qxmkcxc . 

Корни кубического уравнения находим графически (рис.2.22), по-

строив графики функций 

;
4

3 3

011 xc=η 0

2

02 )( xmkcQ −−=η  

 
Рис. 2.22. Графическое решение кубического уравнения 

 

Точка пересечения графиков η1 и η2 позволяет получить значение 

действительного корня, равного x0 = 2,27 см. 

 

2.4. Модели линейных многомассовых динамических  
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систем и их решение 
 

При формировании аналитических моделей многомассовых динами-

ческих систем следует учитывать два принципиальных отличия от од-

номассовых систем. 

Во-первых, при составлении расчетных уравнений таких моделей 

применение схемы Лагранжа связано с большим объемом вычисли-

тельных операций. Для этих целей обычно используются или схема Да-

ламбера, или уравнение динамики материальной системы. 

Во-вторых, при решении расчетных уравнений в большинстве слу-

чаев не определяют общий закон движения динамической системы, а 

ограничиваются нахождением только собственных частот колебаний и 

исследованием резонансных режимов. При такой постановке задачи 

вязкое трение можно не учитывать, т.к. оно оказывает незначительное 

влияние на величину частот колебаний. Следовательно, вместо реаль-

ных диссипативных динамических систем можно использовать их иде-

ализацию в виде консервативных динамических систем, что значитель-

но облегчает проведение динамических расчетов. 

В настоящем разделе рассматриваются модели линейных двухмассо-

вых динамических систем. Формирование  и решение аналогичных мо-

делей многомассовых систем практически ничем от них не отличается. 

При этом лишь в разы увеличивается объем и сложность вычислений. 

 

2.4.1. Двухмассовые автономные консервативные системы 
Рассмотрим автономную консервативную динамическую систему в 

виде невесомой балки с двумя сосредоточенными массами (рис.2.23, а) 

и найдем ее собственные частоты и перемещения. 

Для формирования аналитической модели используем схему Даламбера. 

Из курса строительной механики машин известно, что для невесо-

мой упругой балки, находящейся под действием n сил P1, P2, …, Pn, при-

ложенных в сечениях x1, x2, …, xn, прогиб под силой Pk определяется та-

ким образом 

∑
=

=
n

i
ikik Py

1

δ  (k = 1, 2, …, n) ,                        (2.58) 

где δki  – коэффициент влияния, равный прогибу балки в сечении с абс-

циссой xk под действием единичной силы, приложенной в точке xi, 

причем δki = δki . 
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Рис. 2.23. Расчетная схема автономной консервативной  

системы балочного вида 

Используем соотношение (2.58) для принятой расчетной схемы и 

вместо сил Pi в соответствии с принципом Даламбера приложим к мас-

сам m1 и m2 силы инерции 111 ymP &&−=  и 222 ymP &&−=  (рис.2.23, б). 

В результате получим два расчетных уравнения аналитической моде-

ли, которые описывают свободные колебания динамической системы: 

,0

;0

222221112

122211111

=++

=++

δδ

δδ

ymymy

ymymy

&&&&

&&&&
                        (2.59) 

где δ11 – прогиб балки в точке присоединения массы m1 от действия 

статической единичной силы, приложенной в той же точке; δ12 = δ21 – 

прогиб балки в точке присоединения массы m1 от действия статической 
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единичной силы, приложенной в точке присоединения массы m2 , рав-

ный прогибу балки в точке присоединения массы m2 от действия такой 

же силы, приложенной в точке присоединения массы m1; δ22 – прогиб 

балки в точке присоединения массы m2 от действия статической еди-

ничной силы, приложенной в той же точке. 

Схема определения коэффициентов влияния показана на рис.2.23, в. 

Решение уравнений (2.59) ищем в виде 

.)sin(

;)sin(

22

11

ϕω

ϕω

+⋅=

+⋅=

tAy

tAy
                                (2.60) 

Подставляя выражения (2.60) в уравнения (2.59) и полагая δ12 = δ21, 

получим следующие однородные алгебраические уравнения: 







=−+−

=−−

0)1(

0)1(

2

2

2221

2

121

2

2

1221

2

111

AmAm

AmAm

ωδωδ

ωδωδ
.                  (2.61) 

Так как динамическая система находится в движении, то неизвестные 

амплитуды А1 и А2 не должны равняться нулю. Для этого необходимо и 

достаточно, чтобы определитель уравнений (2.61) был равен нулю: 

0
1

1

2

222

2

121

2

122

2

111 =
−−

−−

ωδωδ

ωδωδ

mm

mm
. 

Если развернуть определитель, то получим уравнение собственных 

частот: 

01)()( 2

222111

42

12221121 =++−− ωδδωδδδ mmmm ,    (2.62) 

откуда 

)(2

)(4)()(
2

12221121

2

12221121

2

222111222111

2,1 δδδ

δδδδδδδ
ω

−

−−++
=

mm

mmmmmm m
.  (2.63) 

Каждой частоте ω1 и ω2 соответствует своя форма колебаний дина-

мической системы (рис.2.23, г). 

Чтобы найти общее решения уравнений (2.59), введем в рассмотре-

ние коэффициент формы, равный отношению амплитуды А2 к ампли-

туде А1 при соответствующих частотах: 

j

j
j A

A

1

2

2 =α ,                                             (2.64) 

где j – номер частоты ( j = 1, 2). 

Из первого уравнения системы (2.61) находим 
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2

122

2

111

2

1

j

j
j

m

m

ωδ

ωδ
α

−
=     ( j = 1, 2). 

Тогда общее решение примет вид: 

.)sin()sin(

;)sin()sin(

2222121121112

221211111

ϕωαϕωα

ϕωϕω

+⋅⋅++⋅⋅=

+⋅++⋅=

tAtAy

tAtAy
   (2.65) 

Четыре произвольных постоянных А11, А12, φ1 и φ2 определяются из 

начальных условий, например, перемещений и скоростей масс при t = 0. 

Теперь рассмотрим принципиально иную цепную двухмассовую 

консервативную динамическую систему (рис.2.24) 

 
Рис. 2.24. Расчетная схема автономной консервативной  

системы цепного вида 

 

Расчетная схема включает две массы m1 и m2, соединенных между 

собой пружиной c коэффициентом жесткости c2. Кроме того, масса m1 

соединена с неподвижной стенкой пружиной с коэффициентом жестко-

сти c1. Идеальная направляющая плоскость допускает только поступа-

тельное прямолинейное движение инерционных элементов. 

При свободных колебаниях на первую массу действует сила натяже-

ния первой пружины – c1x1 и сила натяжения второй пружины c2 (x2- x1). 

На вторую массу действует только сила натяжения второй пружины     

– c2 (x2- x1). 

На основании уравнения динамики материальной системы получим 

такие расчетные уравнения аналитической модели: 

0)(

0)(

12222

1221111

=−+

=−−+

xxcxm

xxcxcxm

&&

&&
.                          (2.66) 

Решение уравнений ищем в виде 

)sin(11 ϕω += tAx ;    )sin(22 ϕω += tAx . 
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После подстановки значений x1 и x2 в (2.66) и сокращения на sin (ωt + φ) 

придем к двум алгебраическим уравнениям: 

.0)(

0)(

2

2

2212

221

2

121

=−+−

=−−+

AmñAñ

AcAmññ

ω

ω
                      (2.67) 

Так как A1 ≠ 0 и A2 ≠ 0, то определитель уравнений (2.67) должен 

быть равен нулю: 

0
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−−+

ω

ω

mcc

cmcñ
 

Развернув определитель, находим из биквадратного уравнения зна-

чения собственных частот динамической системы: 
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2222 mm
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+
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+
= mω .      (2.68) 

По соотношению (2.64) определим коэффициенты формы: 

2

2

112121 /)( cmcc ωα −+= ; 

)/( 2

222222 ωα mcc −= . 

Общее решение получим в виде: 

.)sin()sin(

;)sin()sin(

2222121121112

221211111

ϕωαϕωα

ϕωϕω

+⋅⋅++⋅⋅=

+⋅++⋅=

tAtAx

tAtAx
    (2.69) 

Неизвестные значения амплитуд и начальных фаз определяются из 

начальных условий. 

Следует заметить, что общие решения (2.65) и (2.69) имеют только тео-

ретическое значение, т.к. при динамических расчетах не используются. 

 

2.4.2. Двухмассовые консервативные системы с внешним  
гармоническим возбуждением 
Исследуем классическую консервативную динамическую систему 

цепного вида, на которую действует гармоническая сила (рис.2.25) 

Рассматриваемая система широко используется в технике для дина-

мического гашения колебаний. 

Основная масса m1, установленная на упругом элементе с коэффи-

циентом жесткости c1, подвергается вынужденным колебаниям, кото-

рые вызываются гармонической возбуждающей силой tkPP sin0 ⋅= . 
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Рис. 2.25. Расчетная схема консервативной системы цепного вида 

с внешним силовым возмущением 

 

Для гашения колебаний массы m1 к ней с помощью упругой связи с 

коэффициентом жесткости c2 крепится простейший виброгаситель (ан-

тивибратор) массой m2. 

Исследуем условия эффективного гашения колебаний. 

Составим расчетные уравнения динамической модели по той же 

схеме, которая использовалась при формировании уравнений (2.66): 

.0)(

sin)(

12222

01221111

=−+

⋅=−−+

yycym

tkPyycycym

&&

&&
                 (2.70) 

Установившиеся вынужденные колебания с частотой возмущающей 

силы описываются решением 

;sin11 tkAy ⋅=   .sin22 tkAy ⋅=  

Подставляя это решение в (2.70), получаем два уравнения с двумя 

неизвестными амплитудами A1 и  A2: 

.0)(
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                        (2.71) 

Отсюда 
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где 
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121 )()( ckmckmcc −−−+=∆ . 
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Если параметры антивибратора подобрать так, что 

02

22 =− kmc , 

то получим A1 = 0. Это значит, что при собственной частоте анти-

вибратора, равной частоте возмущающей силы, масса т1 не будет 

колебаться. 

Частоту возмущающей силы 

2

2

m

c
k =                                              (2.73) 

называют антирезонансной. 

Для гашения крутильных колебаний в двухмассовой консервативной 

системе с приведенными моментами инерции I1, I2 и приведенным коэф-

фициентом жесткости сПР аналогично устанавливается дополнительный 

груз с моментом инерции IГ на отдельном валу с коэффициентом жест-

кости сГ (рис.2.26). 

 
Рис. 2.26. Расчетная схема антивибратора для гашения  

крутильных колебаний 

 

Величины IГ и сГ обычно подбираются по известной априори частоте 

возбуждающей силы k по условию 

k
I

ñ
=

Γ

Γ
.                                            (2.74) 

Виброгашение по рассмотренному принципу эффективно только для 

одной фиксированной частоты возмущающей силы. Даже сравнительно 

небольшое отступление от частоты, определяемой соотношениями 

(2.73) и (2.74), может привести к увеличению амплитуд колебаний. 
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2.4.3. Определение основной частоты колебаний многомассовых 
динамических систем 

При анализе многомассовых динамических систем в первую очередь 

вычисляют самую низкую (и самую опасную из-за возможности воз-

никновения резонансного режима) собственную частоту колебаний. 

Эту частоту называют основной. Обычно для этих целей используют 

метод Донкерлея. Суть метода состоит в следующем. 

Положим, что в некоторой точке i динамической системы балочного 

вида находится сосредоточенная масса mi (рис.2.27, а). 

 
Рис. 2.27. Расчетная схема для определения основной  

частоты колебаний 

 

Собственная частота такой одномассовой системы равна  

i

i
i m

c
=ω ,                                                 (2.75) 

где ci – линейная жесткость системы. 

В некоторой другой точке 0, избранной за точку приведения 

(рис.2.27, б), поместим массу m0 с таким расчетом, чтобы собственная 

частота новой системы 

0

0

m

c
=ω  (c0 – приведенная жесткость)         (2.76) 

оказалась равной частоте ωi. 

Приравняв соотношения (2.75) и (2.76), найдем приведенную массу 
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i
i

m
c

c
m 0

0 = .                                                   (2.77) 

Таким образом, перенос массы mi в т очку 0 не вызывает изменения ча-

стоты, если приводимую массу умножить на коэффициент приведения 
ic

c0
. 

Распространим этот прием на случай, когда динамическая система 

содержит несколько масс m1, m2, …, mn (рис.2.27, в). Приведение каж-

дой из этих масс должно выполняться с соответствующим коэффици-

ентом, как это видно из формулы (2.77). 

Общая приведенная масса составит 

n
n

m
c

c
m

c

c
m

c

c
m 0

2

2

0

1

1

0

0 +++= L .                       (2.78) 

Разделив обе части равенства (2.78) на c0 и учитывая, что 
2

0

0 1

ω
=

c

m
, 

получим приближенную формулу Донкерлея для определения основ-

ной частоты колебаний приведенной системы: 

22

2

2

1

2

1111

nωωωω
+++= L .                               (2.79) 

Эта формула, будучи весьма простой, в большинстве случаев дает 

достаточную точность. 

Таким образом, для определения собственной частоты ω многомас-

совой динамической системы необходимо лишь предварительно вы-

числить т.н. «элементарные» частоты ω1, ω2, …, ωn, каждая из которых 

относится к «частной» системе с одной степенью свободы. При этом не 

требуется выбирать и фиксировать точку приведения. 

Формула (2.79) всегда дает несколько заниженное значение для ча-

стоты ω; это можно считать положительным моментом. 

В заключение приведем две теоремы, доказанные Р.Граммелем: 

1. Собственные частоты многомассовой балочной динамической 

системы имеют верхнюю границу ωmax , равную удвоенной 

наибольшей «элементарной» частоте (ωi)max, т.е. ωmax = 2(ωi)max. 

2. Если к многомассовой балочной динамической системе доба-

вить новую массу, ближайшую к одной из опор, то самая низ-

кая (основная) частота колебаний ωmin уменьшится, а самая 

высокая частота ωmax увеличится. 
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)cos(2* ϕ+⋅⋅−= tkkAy B&& . 

 

3. ДИНАМИКА  ТРАНСМИССИЙ  МАШИН  

 

3.1. Особенности  формирования расчетной схемы 
 

Трансмиссии машин представляют собой различные передаточные 

устройства от двигателя к исполнительному механизму. Они включают 

упругие элементы (валы, соединительные муфты, зубчатые зацепления, 

цепные и ременные передачи и др.), моментами инерции которых при 

расчетах обычно пренебрегают, а также дискретные массы (маховики, 

шкивы, роторы, ходовые колеса и др.). 

Диссипативные связи ввиду их малого влияния на динамические ха-

рактеристики трансмиссий учитываются только в особых случаях. 

Рассмотрим цепную динамическую систему трансмиссии, состоя-

щую из n масс с моментами инерции I1, I2, …, In, передаточными отно-

шениями i1, i2, …, in-1, коэффициентами жесткости на кручение упругих 

элементов c1, c2, …, cn-1,  (рис.3.1.). На эту систему действуют внешние 

крутящие моменты M1, M2, …, Mn,. Массы зубчатых колес и силы тре-

ния в кинематических парах не учитываем.  

 
Рис. 3.1. Динамическая система трансмиссии 

 

В качестве расчетной схемы примем «эталонную» двухмассовую 

схему, представленную на рис.2.8. 

Приведение внешних сил, моментов инерции и жесткостей динами-

ческой системы будем осуществлять к крайним массам – 1-й и п-ой. 

Причем п-ю массу оставляем неизменной, а все остальные характе-

ристики приводим к 1-й массе. 
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Для внешних нагрузок получим: 
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      (3.1) 

Для моментов инерции имеем: 
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          (3.2) 

Будем считать, что внешние нагрузки воспринимаются крайними 

массами. Поэтому для определения приведенной жесткости динамиче-

ской системы достаточно использовать первую массу, на которую дей-

ствует крутящий момент М1. 

Для упрощения расчетов прямые передаточные отношения между 

упругими элементами и звеном приведения будем обозначать через u, 

опуская промежуточные преобразования (например, u1 = i1 ; u2 = i1 · i2;  

un-1 = i1 i2, ··· in-1). 

Под действием момента сил М1 деформация первого упругого эле-

мента будет равна 
1

1
1 ñ

Ì
=ϕ . На второе упругое звено будет действо-

вать момент М1 u1, и его собственная деформация выразится так: 

2

11
2 ñ

uÌ ⋅
=ϕ . Если эту деформацию привести к первому звену, полу-

чим 
2

2

11
21 ñ

uÌ ⋅
=ϕ . Аналогично для третьего упругого звена 

3

21
3 ñ

uÌ ⋅
=ϕ  и 

3

2

21
31 ñ

uÌ ⋅
=ϕ  и т.д. 

Полная деформация кинематической цепи, приведенная к первому 

звену, равна 

φ = φ1 + φ21  + φ31  + ··· + φn1 , 

или 

n

n

ñ

uÌ

ñ
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ñ

uÌ
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Ì 2

11
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21
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2

11

1

1 −++++= Lϕ . 

Приведенная жесткость определится таким образом: 
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Если перейти на коэффициенты податливости, то 

nn eueueuee 2

13

2

22

2

11 −ΠΡ ++++= L .                      (3.4) 

В результате операций приведения получим следующую упрощен-

ную расчетную схему, показанную на рис.3.2. 

 
Рис. 3.2. Расчетная схема динамической системы трансмиссии 

 

Приведение параметров зубчатых зацеплений в расчетных схемах 

трансмиссий обычно осуществляется таким образом. 

Допустим, что между двумя массами с моментами инерции I1 и I2 и 

упругими элементами (валами) с коэффициентами жесткости на круче-

ние c1 и c2 расположено зубчатое зацепление с передаточным отноше-

нием i12  (рис.3.3, а). 

 
Рис. 3.3. Приведение зубчатых зацеплений:  

а – реальная кинематическая схема; б – расчетная схема 
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На основании условия неизменности максимальных значений кине-

тической и потенциальной энергий в кинематической и расчетной схе-

мах последняя может быть представлена без зубчатых колес (рис.3.3, б). 

При этом момент инерции I2 и жесткость прилегающего упругого эле-

мента  c2 следует увеличить в 
2

12i  раза: 

.

;

2

2

122

2

2

122

cic

IiI

⋅=

=

ΠΡ

ΠΡ
                                              (3.5) 

 

 

3.2. Типовые технологические нагрузки трансмиссий 
 

При проведении динамических расчетов трансмиссий необходимо 

знать закон изменения внешнего сопротивления, действующего на ис-

полнительный орган машины. Такое сопротивление обычно задается в 

виде вращающего момента в функции от времени Mc(t). 
Типичные режимы наброса технологической нагрузки представлены 

на рис.3.4.  
 

 

Рис. 3.4. Графики нарастания технологических нагрузок: 

 а – мгновенное нагружение; б – прямолинейный закон;  

в – экспоненциальный закон; г – гармоничный закон 
 

Рассмотренные режимы нагружения трансмиссий описываются та-

кими аналитическими зависимостями: 
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- мгновенное нагружение 

Mc(t) = Mc = const ; 

- прямолинейный закон 

                              Mc(t) =  
0t

t
M c   при 0 ≤  t ≤  t0  ; 

- экспоненциальный закон 
















−−=
A

t
MtM cc exp1)(  при 0 ≤  t < ∞  ; 

- гармонический закон 

ktMtM cc sin)( ⋅=   при 0 ≤  t ≤  t0  = π / 2k . 

Параметры t0, A, k характеризуют интенсивность нарастания нагрузки. 

Наброс нагрузки представляет собой режим перегрузки определен-

ной интенсивности, который в ряде случаев может привести к перена-

пряжению звеньев рабочей машины. Как правило, наибольшие нагруз-

ки возникают при мгновенном набросе нагрузки. 

Перегрузки той или иной интенсивности возникают также при сбро-

се нагрузки. Графики их сброса аналогичны рассмотренным выше. 

 

 

3.3. Оценка динамических нагрузок 
 

Максимальное напряженное состояние в динамических системах 

трансмиссий наблюдается во время переходных процессов при стопо-

рении исполнительных органов, пуске и торможении машин, когда 

происходит значительное изменение кинематических параметров 

(например, угловой скорости) и возникают угловые деформации кон-

структивных элементов. Продолжительность переходного процесса за-

висит от величин моментов инерции ведущих и ведомых масс, движу-

щего момента М и момента сопротивления Мс. 

Переходные процесс в машинах в принципе являются желательны-

ми, т.к. при них происходит целенаправленное нарушение баланса 

между приходом и расходом энергии, в результате чего динамические 

нагрузки оказываются значительно ниже, чем при импульсных и удар-

ных процессах. 

В общем случае при запуске машины в работу можно выделить два 

характерных переходных процесса в динамических системах трансмис-

сий: 1. разгон системы от начала движения ведущих масс двигателя до 
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начала движения ведомых масс; 2. движение всей системы до устано-

вившегося колебательного процесса. 

Рассмотрим динамику нагружения трансмиссий для указанных слу-

чаев. Соответствующие двухмассовые расчетные схемы представлены 

на рис.3.5. 

 
Рис. 3.5. Расчетные схемы динамических систем трансмиссии:  

а – при запуске машины; б – при нормальном режиме эксплуатации 

 

Принятые обозначения: I1 и I2 – приведенные моменты инерции ве-

дущей и ведомой масс; с – приведенный коэффициент жесткости на 

кручение упругого звена; М – движущий момент, создаваемый двига-

телем; Мс – момент статического сопротивления; φ1 и φ2  – угловые 

координаты масс.  

Используем схему Лагранжа и для первой расчетной схемы (рис.3.5, а) 

получим такое уравнение движения: 

McI =+⋅ 111 ϕϕ&& .                                       (3.6) 

Общее решение имеет вид 

c

M
tBtA +⋅+⋅= 111 cossin ωωϕ , 

где 11 / Ic=ω – собственная частота колебаний ведущей массы. 

Принимаем начальные условия: 

                                      при t = 0   φ1 = 0 ;  1ϕ&  = 0 . 

Тогда окончательно получим 

)cos1( 11 t
ñ

Ì
ωϕ −= .                                   (3.7) 

Скорость деформации упругого звена 

t
ñ

Ì
111 sinωωϕ ⋅=&  . 

Конец первого переходного процесса характеризуется равенством 

момента упругих сил системы и момента внешнего сопротивления: 
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φ1 · с = Мс ,  или  М (1 – cos ω1 τ) = Мс  ,                 (3.8) 

где τ – время начала движения всей системы. 

Из (3.8) находим 

M

MM
arc

c

I c−
= cos1τ . 

В таком случае 

=




















 −
−=

=




 −
==

2

1

1

1

1sinsin

cossin)(

M

MM
arc

I

c

c

M

M

MM
arc

I

c

c

M

c

c
t τϕ&

 

.
)2(

1
1

2

1 cI

MMM

M

MM

I

c

c

M ccc −
=







 −
−⋅=     (3.9) 

Исследуем второй этап движения динамической системы (рис.3.5, б), 

когда происходит ее нагружение после разгона. Используем схему Ла-

гранжа и найдем кинетическую и потенциальную энергии системы: 

;
22

2

2
22

1
1 ϕϕ &&

II
T +=      

( )
.

2

2

21 ϕϕ −
=Π  

Внешними нагрузками являются М и Мс. 

Получим систему расчетных уравнений: 

.)(

)(

2122

2111

cMcI

McI

−=−−⋅

=−+⋅

ϕϕϕ

ϕϕϕ
&&

&&
                         (3.10) 

Обозначим деформацию упругого звена через φ = φ1 – φ2  и сведем 

уравнения (3.10) к одному расчетному уравнению. Для этого первое 

уравнение системы (3.10) умножим на I2, а второе на I1 и вычтем из 

первого второе. После преобразований получим: 

21

12

21

21 )(

II

IMMI

II

IIñ c

⋅

+
=

⋅

+
+ ϕϕ&& .                   (3.11) 

Общее решение находим в виде: 

)(
cossin

21

12

22 IIc

IMMI
tBtA c

+

+
+⋅+⋅= ωωϕ , 
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где 
21

21

2

)(

II

IIñ

⋅

+
=ω  – собственная частота колебаний двухмассовой 

системы. 

Примем такие начальные условия: 

 

 

при t = 0   
c

M c=ϕ ;  
1

1

)2(
)(

Ic

MMM cc
t

−
== =τϕϕ && . 

Окончательно получаем: 

.
)(

cos
)(

)(

sin
)2(1

21

12

2

21

2

2

21

2

IIc

IMIM
t

IIc

IMM

t
II

IMMM

ñ

cc

cc

+

+
+

+

−
−

−
+

−
=

ω

ωϕ
              (3.12) 

Общий закон изменения нагрузки имеет вид 

 М = φ · с .                                                (3.13) 

Для определения Mmax дифференцируем выражение (3.13) по време-

ни, приравниваем нулю, находим выражение для tg ω2 t, соответству-

ющего Mmax , наконец, после ряда преобразований получаем искомое 

выражение: 

.
)(

)2(

)(

21

2

2

21

2

21

2

max

c
c

cc

c

M
II

IMM
MMM

II

I

II

IMM
M

+








+

−
+−

+
+

+
+

−
=

    (3.14) 

Эта формула и ее модификации получены рядом ученых. Динамиче-

ская составляющая равенства (3.14) зависит от отношений 
21

2

II

I

+
 и 

cM

M
    

и колеблется в широких пределах (от 0,2 Мс до 2 Мс и более). 

Для снижения динамических нагрузок в трансмиссиях машин обыч-

но идут по пути увеличения момента инерции вращающихся масс дви-

гателя  I1 за счет установки дополнительных маховиков. 

Другим путем снижения динамических нагрузок на втором этапе яв-

ляется линейное изменение движущего момента, например, в функции 
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угла поворота ведомой массы: 

c
cMM
ϕ
ϕ2=  ,                                       (3.15) 

где φc – угол, соответствующий установившейся статической нагрузке 

Mc . Расчетная схема для этого случая представлена на рис.3.6. 

 
 

Рис. 3.6. Расчетная схема динамической системы трансмиссии  

при линейном изменении движущего усилия 

 в функции угла поворота 

 

Полагаем, что скорость вращения вала двигателя после разгона со-

храняется постоянной. Тогда расчетные уравнения примут такой вид: 

.)(

0

2

2122

11

ñ
cMcI

I

ϕ
ϕ

ϕϕϕ

ϕ

−=−−⋅

=⋅

&&

&&

                      (3.16) 

Из первого уравнения получаем φ1 = ωt, где ω – установившаяся 

угловая скорость вращения ведущей массы. 

Подставим значение φ1 во второе уравнение и преобразуем его: 

 .
2

2

2

2 t
I

c

I

M
ñ

c

c

ω
ϕ

ϕ
ϕ =

+

+&&                            (3.17) 

Найдем общее решение уравнения (3.17): 

 .cossin
22

2 t
Mc

c
t

I

Mc
Bt

I

Mc
A

cc

c

c

cc

c

cc

+⋅

⋅⋅
+

⋅

+⋅
⋅+

⋅

+⋅
⋅=

ϕ
ϕω

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ (3.18) 

Примем такие начальные условия: 

при t = 0  φ2 = 0 ;  ωϕ =2
&  . 
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Тогда, учитывая, что В = 0, имеем: 

.sin
2

2

2

cc

c

c

cc

cc

c

cc

c

Mc

tc
t

I

Mc

Mc

I

Mc

M

+⋅

⋅⋅⋅
+

⋅

+⋅

+⋅

⋅

+
=

ϕ
ϕω

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ω

ϕ  (3.19) 

Нагрузка в упругом звене составляет: M12 = (φ1 – φ2)·c = φ·c 

(рис.3.7). 

 
 

Рис. 3.7. График функции M12 = f(t) при линейном  

изменении движущего усилия 

 

Максимальное значение нагрузки M12 достигается при t = tc , где     

tc  – время, соответствующее условию φ2 = φc: 

.2

maxmax12 c
cc

c

c

c M
Mc

IM
cM +

+⋅

⋅
=⋅=

ϕ
ϕ

ϕ
ω

ϕ                (3.20) 

Иногда процесс нагружения трансмиссии (после разгона динамиче-

ской системы) происходит по линейному закону в функции времени 

(рис.3.8).  

 
Рис. 3.8. Расчетная схема динамической системы трансмиссии  

при линейном изменении движущего усилия в функции времени 

 

Максимальная нагрузка на упругое звено в этом случае определяет-

ся из выражения 
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









+= 1

2 2
max12 c

I

t
MM

c
c ,                                  (3.21) 

где tc – время, соответствующее окончанию нарастания нагрузки. 

Пример 3.1. Исследовать процесс нагружения трансмиссионного ва-

ла приводного механизма, представленного на рис.3.9. 

 
 

Рис. 3.9. Схема приводного механизма: 1 – двигатель; 

2 – редуктор; 3 – трансмиссионный вал;  

4 – исполнительный элемент 

 

Исходные данные: пусковой момент двигателя М = 50 Н·м; момент 

статического сопротивления ведомого элемента Mc = 400 Н·м; переда-

точное число редуктора i = 20; коэффициент полезного действия редук-

тора η = 0,8. 

Решение. Исследуем влияние моментов инерции ведущей и ведомой 

масс на величину максимальной нагрузки трансмиссионного вала при 

запуске механизма в работу. 

Произведем приведение моментов сил к трансмиссионному валу: 

- приведенный момент двигателя будет равен 

                      M1пр = M  · i · η  =  800 Н·м; 

- приведенный статический момент не изменяется 

                                     M2пр = Mс  . 

Допустим, что приведенные моменты инерции ведущей I1 и ведомой 

I2 масс изменяются в диапазонах: 

                              I1 = 2000 ··· 6000 кг·м
2
 ; 

                              I2 = 4000 ··· 12000 кг·м
2
 

Для определения максимального значения крутящего момента Mmax 

в трансмиссионном валу воспользуемся соотношением (3.14) и опреде-

лим, как изменяются функции Mmax = f(I2 ) при I1 = 4000 кг·м
2
 и      

Mmax = f(I2 )  при I2 = 8000 кг·м
2
. 

Результаты расчетов представлены на рис.3.10. 
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Рис. 3.10. Графики функций: а – Mmax = f(I2 ); б – Mmax = f(I1 ) 

 

Из полученных графиков следует, что с увеличением I2 пусковая 

нагрузка трансмиссионного вала растет, а с увеличением I1 – падает. 

Это подтверждает целесообразность увеличения при соответствующих 

условиях маховых масс двигателя. 

 

3.4. Критические состояния валов трансмиссий 
 

Если расстояние между опорами вала трансмиссии значительно 

больше его диаметра, то при его вращении наблюдаются изгибные ко-

лебания. Амплитуды таких колебаний зависят от угловой скорости 

вращения и при определенных критических значениях возрастают 

настолько сильно, что могут вызвать поломку вала. При этом критиче-

ское состояние не может быть устранено даже самой тщательной ба-

лансировкой. 

Рассмотрим вал на двух жестких опорах с диском посредине, кото-

рый вращается с угловой скоростью ω(рис.3.11). Масса диска равна m; 

массой вала пренебрегаем.  

Предположим, что вал получил некоторое отклонение и центр тяже-

сти диска стал двигаться по окружности радиуса у. При этом на диск 

действуют центробежная сила Qц и сила упругости F: 

 

,
1

;2

y
e

F

ymQö

=

=ω
                                     (3.22) 

где е – коэффициент податливости, т.е. прогиб среднего сечения вала 
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от действия единичной силы. 

 

 

 
Рис. 3.11. Расчетная схема для определения критического  

состояния трансмиссионного вала 

 

Если Qц < F, то после отклонения вал снова вернется в первоначаль-

ное устойчивое прямолинейное положение. 

В момент равновесия, когда Qц = F, прогибы могут безгранично 

возрастать. Такое состояние называется критическим. Соответствую-

щая угловая скорость ωk также называется критической. Она опреде-

ляется по формуле 

me
k

⋅
=

1
ω .                                     (3.23) 

Критическую угловую скорость вращения вала можно рассматри-

вать как собственную частоту колебаний динамической системы «вал – 

диск», а состояние вала при ω = ωk считать резонансным. 

Вал, работающий при ω < ωk , принято называть жестким, а при    

ω > ωk – гибким. 

Для рабочих режимов не рекомендуется использовать зону измене-

ния угловой скорости, равной 0,7 ωk < ω < 1,3ωk . 

Во всех случаях желательно работать с жесткими трансмиссионны-

ми валами. 

Работа вала с одним диском при ω > ωk возможна, но она требует 

специальных демпфирующих опор для прохождения через критические 
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обороты и успокоения вибрации в закритической области. 

Если на трансмиссионном валу имеется несколько дискретных масс, 

то динамическая система имеет несколько степеней свободы, и тогда 

должно быть несколько критических (резонансных) угловых скоростей. 

Наименьшая из этих скоростей называется первой резонансной. 

Во многих случаях при определении критических состояний транс-

миссионного вала учитывают упругость опор (рис.3.12). 

 
Рис. 3.12. Конструктивная и расчетная схемы  

трансмиссионного вала на упругих опорах 

 

Предположим, что опоры обладают одинаковой жесткостью. Центр 

тяжести диска перемещается по окружности радиуса у, а центры опор – 

по окружности радиуса у0. Обозначим через e0 – коэффициент податли-

вости опор (м/Н). В таком случае 

у0 = e0  · R  ,                                           (3.24) 

где R – реакции опор. 

В критическом состоянии система центробежных сил Qk и сил упру-

гости Fk находятся в равновесном состоянии независимо от масштаба 

отклонения, т.е. Qk = Fk . 

Имеем 

;2 ymQ kyk ⋅⋅=ω                                      (3.25) 

,)(
1

0yy
e

Fk −=                                     (3.26) 

где ωky – критическая угловая скорость при наличии упругих опор. 

Так как kFR
2

1
= , то из (3.24) с учетом (3.26) находим 

y
ee

e
y
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0
2 +

= .                                     (3.27) 
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Тогда  




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Из соотношения Qk = Fk получаем 

,

2

1
1

1

2

1
1

11

00

e

e

e

eme
kky

+

=

+
⋅

= ωω             (3.29) 

где ωk – критическая угловая скорость для жестких опор. 

Одни и те же опоры можно рассматривать как жесткие или как по-

датливые в зависимости от назначения трансмиссионного вала. В реаль-

ных конструкциях податливость опор составляет е0 = (5…20) · 10
-3
 м/Н. 

Податливость подшипников качения для валов диаметром 60…80 мм  

е0 = (1…3) · 10
-3

 м/Н. 
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4.  ДИНАМИЧЕСКИЕ  ЗАДАЧИ  ПОДЪЕМНО-
ТРАНСПОРТНЫХ  МАШИН 

 

4.1. Оценка динамических нагрузок  
в грузозахватных устройствах кранов 

 

При нормальной эксплуатации башенных, стреловых, мостовых и 

др. кранов наибольшие динамические нагрузки возникают в грузоза-

хватных устройствах при подъеме и торможении груза. Различают два 

варианта подъема груз: «с веса» и «с подхватом». 

В первом варианте предполагается, что груз уже приподнят и стати-

ческая нагрузка, действующая на грузозахватное устройство, равна ве-

су груза QГ. Динамическая нагрузка РД возникает при разгоне груза 

вверх и при торможении опускающегося груза при включении тормоза. 

Во втором варианте нагружения предполагается, что груз лежит на 

каком-либо основании, канаты провисают и, следовательно, в этот мо-

мент нагрузка на грузозахватное устройство равна нулю. Динамическая 

нагрузка возникает в период, когда к подъемному канату, движущемуся 

с номинальной скоростью, мгновенно прикладывается нагрузка от веса 

груза. 

Рассмотрим оба варианта. 

 
4.1.1. Определение динамических нагрузок при подъеме           

груза «с веса» 
На рис. 4.1. приведены расчетные схемы динамических систем стре-

лового и мостового кранов при подъеме груза «с веса». 

 
Рис. 4.1. Расчетные схемы  динамических систем кранов  

при подъеме груза «с веса»: а, б – соответственно для стрелового и 

мостового кранов;  в – общая расчетная схема 
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Обозначим через ск – коэффициент жесткости конструкции крана, а 

через с – коэффициент жесткости канатов. Найдем приведенную жест-

кость 

ññ

ññ
ñ

Ê

Ê
ïð +

⋅
= .                                            (4.1) 

На общей расчетной схеме имеются две приведенные массы, отне-

сенные к ободу барабана: тр – масса ротора двигателя и массы элемен-

тов механизма подъема; тг – масса груза, пропорциональная квадрату 

отношения числа ветвей грузового полиспаста, навиваемых на барабан, 

к общему числу ветвей, на которых висит груз. Указанные массы со-

единены упругой связью с коэффициентом жесткости спр. 

Перемещения массы тр обозначим через хр, а массы тг – через хг. 

Для составления уравнений движения используем схему Лагранжа. 

Найдем кинетическую и потенциальную энергии двухмассовой дина-

мической системы: 

[ ].2/)(

;)2/()2/(

2

22

ÃÐÏÐ

ÃÃÐÐ

õõñÏ

õòõòÒ

−=

+= &&
                          (4.2) 

Для массы тр движущей силой являются вес груза QГ и избыточная 

сила двигателя Ризб., которую считаем постоянной; для массы тГ – вес 

груза QГ, действующий в том же направлении, что и сила инерции гру-

за при подъеме. 

Расчетные уравнения движения при разгоне груза вверх имеют вид: 

 
.)(

;)( .

ΓΓΡΠΡΓΓ

ΓΓΡΠΡΡΡ

−=−−⋅

+=−+⋅

Qõõñõò

ÐQõõñõò èçá

&&

&&
               (4.3) 

Найдя из первого уравнения Ρx&& , а из второго – Γx&& , вычтя из первого 

выражения второе и положив, что х = хр – хг , получим линейное диф-

ференциальное уравнение второго порядка: 

 
Ρ

ΓΠΡ +⋅=⋅+
ò

Ð
qQqõñõ èçá

&&  ,                           (4.4) 

где  
ΓΡ

ΓΡ

⋅

+
=

mm

mm
q  . 

Уравнение (4.4) аналогично модели (2.38). Его решение ищем в виде 

(2.39). При нулевых начальных условиях оно имеет такое выражение: 
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)cos1(
22

t
ò

ÐqQ
õ èçá ω

ωω
−

⋅
+

⋅
=

Ρ

Γ  ,                    (4.5) 

где qcΠΡ=ω – собственная частота колебаний динамической системы. 

Окончательно находим 

)cos1( tqc
qòñ

Ð

ñ

Q
õ èçá

ΠΡ
ΡΠΡΠΡ

Γ −
⋅⋅

+= .              (4.6) 

Выражение для xmax  при 1−=ΠΡ tqcños  принимает вид 

qòñ

Ð

ñ

Q
õ èçá

⋅⋅
+=

ΡΠΡΠΡ

Γ 2
max .                                  (4.7) 

Тогда максимальное динамическое усилие в упругом звене составит 

qò

Ð
QxcP èçá

Ä ⋅
+==

Ρ
ΓΠΡ

2
maxmax .                           (4.8) 

Так как избыточное усилие Ризб = φ QГ, где φ – коэффициент про-

порциональности, то расчетная зависимость для РДmax запишется таким 

образом 

[ ]{ })/(21max ΡΓΓΓ ++= mmmQÐÄ ϕ .                   (4.9) 

Найдем коэффициент динамичности 

[ ])/(21/max ΡΓΓΓ ++== mmmQÐÄ ϕβ .             (4.10) 

При торможении опускающегося груза РД max определяют по форму-

ле (4.8), но под Ризб понимают разность между тормозным усилием, 

приведенным к грузу, и весом груза. 

Так как момент, создаваемый тормозом, обычно меньше максималь-

ного момента, создаваемого двигателем, динамическое усилие при 

торможении опускающегося груза не превышает динамического усилия 

при подъеме груза «с веса». 

Пример 4.1. Определить коэффициент динамичности грузозахват-

ного устройства, подвешенного на четырех ветвях каната, при подъ-

еме груза массой М = 10 т (весом QГ = 98,1 кН) «с веса» со скоростью      
vГ = 30 м/мин. Вес грузозахватного устройства составляет 5% от веса 

груза. Диаметр барабана Дб = 500 мм; кратность одинарного полиспаста 

uП = 4. 

Частота вращения ротора двигателя nД = 572 мин
-1

; его момент 

инерции IP = 5,25 кг·м
2
. 
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Решение. Определим натяжение ветви каната, навиваемой на бара-

бан при КПД η = 0,95: 

       SБ = 1,05 QГ  / (4 η ) = 1,05 · 98100 / (4 · 0,95) ≅  27000 H. 

Необходимая скорость каната составляет 

                              vк = vг · uп = 30 · 4 = 120 м/мин, 

частота вращения барабана 

                    пБ = vк / (π · ДБ ) = 120 / (3,14 · 0,5) = 76,5 мин 
-1

. 

Тогда мощность двигателя при КПД ηД = 0,9 будет равна 

                                N = SБ · vк / ηД  =  60 кВт. 

Найдем передаточное число механизма 

                           uМ  = nД / nБ  =  572 / 76,5 = 7,5 

и вычислим момент инерции ротора двигателя и других вращающихся 

частей механизма, учитываемых коэффициентом 1,25, приведенных к 

валу барабана: 

                         IМ = 1,25  IP  
2

Μ⋅u  = 1,25 · 5,25 · 7,5
2
 = 370 кг·м

2
 . 

Затем определим массу тP, приведенную к периферии барабана ра-

диусом RБ  = 0,25 м: 

                            mP = IM  / 
2

ÁR  =  370 / 0,25
2 
 = 5900 кг , 

а также массу груза тГ: 

тГ  = М / 
2

Πu  = 10000 / 4
2
 = 625 кг. 

Наконец, найдем коэффициент динамичности при φ = 1,8: 

[ ] .35,1096,08,121)/(21 ≈⋅⋅+=++= ΡΓΓ òòòϕβ  

При увеличении скорости подъема β резко возрастает. 

 

4.1.2. Определение динамических нагрузок при подъеме груза   
«с подхватом» 

При нагружении по рассматриваемому варианту кран моделируется 

одномассовой динамической системой (рис.4.2). При этом пренебрега-

ют жесткостью канатов и учитывают только упругость конструкции 

крана (коэффициент жесткости ск), а массы крана тК и груза тГ рас-

сматривают как одну массу т = тК .+ тГ 

При принятом допущении можно считать, что подъем груза осу-

ществляется следующим образом. 

На первом этапе, после включения двигателя, происходит выбор 

слабины каната, на втором – возникает упругая деформация всех эле-

ментов конструкции. Второй этап продолжается до тех пор, пока уси-

лие на грузозахватное устройство, возрастая от нуля, не станет равным 
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весу груза. Лишь после этого, на третьем этапе, начинается подъем гру-

за с постоянной скоростью v. 

 
Рис. 4.2. Расчетные схемы динамических систем кранов  

при подъеме груза «с подхватом»: а, б – соответственно для  

стрелового и мостового кранов; в – общая расчетная схема 

 

Для общей расчетной схемы (рис.4.2, в) уравнение движения имеет 

вид: 

Qõñõò êêê =+&& ,                                 (4.11) 

 где  Q = m g . 

Решение уравнения представляется следующим выражением: 

ê
ê c

Q
tBtÀõ +⋅+⋅= ωω cossin ,                         (4.12) 

где òñê /=ω  – собственная частота колебаний динамической си-

стемы. 

Принимаем такие начальные условия: при  t = 0;  ν=êõ& ;  Q = 0 . 

Окончательно находим 

êê cQt
v

õ /sin += ω
ω

.                              (4.13) 

Динамическая нагрузка, действующая на грузозахватное устройство, 

будет равна 

tòvõòÐ êÄ ωω sin−== && .                              (4.14) 

Ее максимальное значение при sinωt = - 1: 

PД max  = m v ω .                                       (4.15) 
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Полная нагрузка, действующая на грузозахватное устройство, составит 

[ ])/()/(1max. ΓΚΚΠΟΛΗ +⋅+=+= mmcgvQÐQÐ Ä .         (4.16) 

Тогда коэффициент динамичности будет равен 

 )/()/(1 ΓΚΚ +⋅+= mmcgvβ .                          (4.17) 

Применение формулы (4.17) для различных кранов имеет свои осо-

бенности. 

Так, для башенных кранов она преобразуется к такому виду 

 Tv /64,01+≈β ,                                           (4.18) 

где Т = 2 π /ω – период свободных колебаний груженого крана (с);       

ω – собственная частота колебаний крана (с
-1

); v – скорость подъема 

груза (м/мин). 

Величина Т (с) определяется в зависимости от параметров башенно-

го крана по табл.4.1. 

Таблица 4.1 

 
Наибо-

льший 

вылет 

крюка, 

м 

Высота расположения опорного шарнира стрелы над поверхностью земли, м

до 20 свыше 20 до 40 

свыше 

40 до 

60 

свы-

ше 60 

до 80 

Грузоподъемность крана при наибольшем вылете, м 

д
о

 5
 

св
ы

ш
е 

5
 

 д
о

 1
0
 

св
ы

ш
е 

1
0

 д
о

 2
0
 

св
ы

ш
е 

2
0

 д
о

 3
0
 

д
о

 5
 

св
ы

ш
е 

5
 

 д
о

 1
0
 

св
ы

ш
е 

1
0

 д
о

 2
0
 

св
ы

ш
е 

2
0

 д
о

 3
0
 

д
о

 1
0
 

д
о

 1
0
 

10 1,5 1,6 1,7 1,9 1,7 1,9 2,2 2,5 2,7 2,9 

20 1,6 1,7 1,9 2,2 1,9 2,2 2,5 2,7 2,9 3,1 

30 1,7 1,9 2,2 2,5 2,2 2,5 2,7 2,9 3,1 3,4 

40 1,9 2,2 2,5 2,7 2,5 2,7 2,9 3,1 3,4 3,7 

50 2,2 2,5 2,7 2,9 2,7 2,9 3,1 3,4 3,7 4,0 

60 2,5 2,7 2,9 3,1 2,9 3,1 3,4 3,7 4,0 4,5 

Примечание. Период свободных колебаний ненагруженного крана должен 

приниматься равным  2/3 периода свободных колебаний груженого крана. 

 

Результаты расчетов по формуле (4.18) показывают, что βmax = 1,42. 

Для мостовых кранов грузоподъемностью Q = 5…50 т имеем 

 β = 1 + А v ,                                             (4.19) 

где А = 6,85 / LQL )/28,01( + ; L – пролет крана, м; v – скорость подъ-

ема груза, м/с. 
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Значения коэффициента А приведены в табл.4.2. 

Таблица 4.2 

Пролет 

крана L, 

м 

Грузоподъемность крана Q, т 

5 12,5 20 32 50 

10,5 1,68 1,90 1,96 2,00 2,05 

19,5 1,08 1,30 1,38 1,42 1,50 

31,5 0,76 0,96 1,03 1,08 1,13 

Пример 4.2. Определить коэффициент динамичности грузозахватно-

го устройства мостового крана, который имеет такие параметры: грузо-

подъемность Q = 20 т, пролет L = 19,5 м; скорость подъема v = 0,265 м/с 

Решение. Определяем значение параметра А: 

А = 6,85 / 5,19)20/5,1928,01( ⋅+ = 1,38 

Тогда 

β = 1 + 1,38 · 0,265 = 1,37 

 

4.2. Динамические нагрузки в крановой тележке 
 при раскачивании груза на канатах 

 

При пуске и торможении крановой тележки происходят маятнико-

вые колебания груза на гибком подвесе. Это существенно влияет на 

динамическую устойчивость крана и создает дополнительные динами-

ческие нагрузки на его силовые элементы. Для расчета таких нагрузок 

используются две принципиальные схемы, представленные на рис.4.3. 

             
                         а)                                                            б) 

Рис. 4.3. Схемы двухмассовой динамической системы крановой  

тележки с грузом на гибком подвесе: а – расчетная; б – аналоговая 
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На расчетной схеме приняты такие обозначения: m1 – масса крано-

вой тележки, приведенная к ее поступательному перемещению; m2 – 

масса груза; G = m2g – вес груза; Р – суммарное тяговое или тормозное 

усилие приводных колес тележки; W – сила сопротивления передвиже-

нию тележки; х1 и х2 – горизонтальные перемещения масс m1 и m2; S – 

суммарное натяжение канатов; φ – угол отклонения канатов от верти-

кали; Т – горизонтальная составляющая усилия в канатах; Н – длина 

отвеса канатов. 

Так как максимальные отклонения канатов от вертикали не превы-

шают 10…12
0
, принимаем sinφ ≈ φ; cosφ ≈ 1,0. С учетом этого допущения 

х2 = х1 + Н φ; S  = G, а горизонтальная составляющая натяжения канатов 

                           Т = S · φ  = m2g (х2 - х1) / Н . 
Уравнения движения тележки и груза имеют вид: 

 

.0)(

;)(

12
2

22

21
2

11

=−+

−=−+

xx
H

gm
xò

WPxx
H

gm
xò

&&

&&

                            (4.20) 

Аналогом динамической системы на рис.4.3, а является двухмассо-

вая система, приведенная на рис.4.3, б. Движение этой системы описы-

вается уравнениями: 

.0)(

;)(

1222

2111

=−+

−=−+

xxñxò

WPxxñxò

&&

&&
                             (4.21) 

Сопоставляя системы уравнений (4.20) и (4.21), можно заметить, что 

они идентичны, если принять c = m2g / Н. Следовательно, динамическое 

воздействие колеблющегося груза на тележку аналогично воздействию 

груза, прикрепленного при помощи пружины с жесткостью   c = G / Н. 

Эта аналогия позволяет наглядно оценить влияние раскачивающегося 

груза на движение тележки. Так, при х2 > х1 отклоняющийся груз уве-

личивает силы сопротивления передвижению тележки. 

Рассмотрим движение тележки при ее разгоне. Так как период маят-

никовых колебаний груза больше или сопоставим со временем разгона 

тележки, будем принимать, что движущее усилие приводного двигате-

ля постоянно. Тогда систему уравнений (4.21) можно свести к одному 

уравнению второго порядка относительно разности смещения масс       

x = х1 – х2. Для этого умножаем первое уравнение системы (4.21) на m2, 

а второе на m1 и вычитаем второе уравнение из первого. В результате 

имеем 
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1

2 /)( mWPõõ −=+ω&&  ,                           (4.22) 

где х – горизонтальное смещение груза относительно движущейся точ-

ки подвеса; 

Hm

gmm

1

21 )( +
=ω  – собственная частота колебаний груза в период разгона. 

При нулевых начальных условиях решение уравнения имеет вид 

  x = A (1 – cos ω t ) ,                                      (4.23) 

где [ ])()( 21 mmgHWPA +⋅−=  – амплитуда относительных колеба-

ний груза. 

В таком случае динамическое усилие, действующее на крановую те-

лежку, будет равно 

TД = - x · c = - A · c (1 – cos ω t ) .                    (4.24) 

Усилие TД изменяется от 0 до – 2Ас и никогда не становится поло-

жительным. Это означает, что оно направлено в ту же сторону, что и 

сила сопротивления W. 

Что касается расчета динамической устойчивости кранов в процессе 

подъема, поворота и передвижения с грузом на гибкой подвеске, то эта 

задача окончательно еще не решена и соответствующие научно обос-

нованные критерии пока не найдены. 

Применение на кранах ограничителей грузоподъемности не решает 

проблемы безопасной эксплуатации кранов полностью, т.к. это не вли-

яет на предотвращение раскачивания груза, являющееся одной из ос-

новных причин аварий. 

Пример 4.3. Определить динамическую нагрузку на тележку мосто-

вого крана при раскачивании груза на канатах. Для расчета принять 

следующие параметры: грузоподъемность крана Q = 20 т; приведенная 

масса крановой тележки m1 = 22,24 кН·с2
/м ; сопротивление передвиже-

нию тележки W = 40 кН; суммарное тяговое усилие Р = 100 кН; длина 

подвески груза Н = 16 м. 

Решение. Определим условную жесткость динамической системы 

                          c = G / Н = 200 / 16 = 12,5 кН/м . 

Учитывая, что Q = m2g, получим 
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При работе мостового крана целесообразно уменьшить длину под-

веса груза. 

 

4.3. Ударные нагрузки при наезде крана  
на концевые упоры (буфера) 

 

При исправных тормозах и системы концевой автоматической защи-

ты кранов установка буферов позволяет расширить рабочий ход крана, 

а при возможной неисправности тормозов и системы защиты – повы-

сить надежность и безопасность работы кранов. 

При расчете динамических нагрузок полагаем, что удар крана вос-

принимается двумя буферами, расположенными на двух его сторонах; 

потенциальная энергия деформации крановой металлоконструкции при 

ударе о буфера мала по сравнению с кинетической энергией крана; за 

время удара подъемные канаты отклоняются от вертикали на такой ма-

лый угол, что массу груза при расчете не учитываем.  

Начальная скорость v0 крана при ударе согласно правилам Госгор-

технадзора принимается равной v0 ≤ 0,5 м/с. 

При расчете полной осадки буферов исходим из равенства началь-

ной кинетической энергии крана ТН и работы сил сопротивления пере-

мещению крана при ударе АC. При этом 

∫ Τ

ΠΗ

++=

⋅=
S

ÁC SPWdyPnA

vòÒ

0

2

0

,)(

;2/

                                (4.25) 

где mП – масса крана и его механизма передвижения, приведенная к 

перемещению крана; n = 2 – число буферов; РБ – сила сопротивления 

буфера; у – текущая осадка буфера; S – полная осадка буфера; W – сила 

сопротивления передвижению крана; РТ – тормозное усилие механизма 

передвижения крана. 

Положим, что концевые упоры снабжены пружинными буферами. В 

таком случае 

РБ = с у ,                                                        (4.26) 

где с – жесткость пружин одного буфера. 

Приравняв выражения для ТH и А, получим алгебраическое уравне-

ние относительно S : 
 n c S2

 + 2(W + PT ) S – 2TH = 0 .                           (4.27) 

Максимальное динамическое усилие на одном буфере РБ max и мак-

симальное замедление крана a max имеют такой вид: 
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РБ max  = c · S ;   
Π

Τ++
=

m

PWÐ
à Á max

max

2
.                 (4.28) 

 

4.4. Динамика механизма подъема стреловых 
кранов-манипуляторов 

 

Кран-манипулятор с электроприводом состоит из стрелы, на конце 

которой закреплен захватный орган с грузом, оголовка и колонны 

(рис.4.4). В случае установки крана на жестком основании колонна от-

сутствует. Типоразмерный ряд кранов-манипуляторов составляет по 

грузоподъемности 1000; 2500; 3200 Н. 

 
Рис. 4.4. Стреловой кран-манипулятор: 1 – захватный орган; 

 2 – стрела; 3 – оголовок; 4 – колонна (стойка) 

 

На динамику переходных процессов стреловых кранов-манипуля-

торов влияют особенности их конструкции и рабочих режимов: выпол-

нение стрелы в виде пантографа, устанавливаемого опорными шарни-

рами в вертикальных и горизонтальных направляющих оголовка крана, 

высокие (до 0,5 м/с) скорости перемещения груза механизмом подъема, 

жесткая связь груза с конструкцией стрелы. 

Рассмотрим двухмассовую расчетную схему, когда кран-манипуля-

тор установлен на жестком основании (рис.4.5). 

Масса m1 груза, захвата и приведенная к грузу масса звеньев стрелы 

и масса m2 вращающихся частей привода, приведенная к вертикальным 

направляющим оголовка, соединены между собой и с опорой упругими 
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Рис. 4.5. Расчетная схема динамической системы  

крана-манипулятора 

 

связями. Для этих масс введем обобщенные координаты – соответ-

ственно S1 и S2. 

Учитывая свободную установку шарнира Е в горизонтальных 

направляющих, будем считать, что масса m1 колеблется в вертикальном 

направлении, совпадающем с линией действия силы G. 

Приведенная к точке 0 жесткость крана-манипулятора определяется 

из выражения 

ññññ

1)1(1

..

+
+

=
ΠΚΠΡ

λ
 ,                              (4.29) 

где ск.п – приведенная к выходному звену жесткость кинематической 

передачи привода подъема; сс – вертикальная жесткость стрелы;            

λ = ВС / АВ = ДО / СД – постоянная пантографа. 

Используя схему Лагранжа, получим следующую систему уравне-

ний: 

 
[ ]

[ ] ,)()1()1(

;)1(

2122

2111

tPSScSm

GSScSm

=+−+−⋅

=+−+⋅

ΠΡ

ΠΡ

λλ

λ
&&

&&

                  (4.30) 

где P(t) – приведенная к выходному звену движущая сила привода 

подъема. 

Полагая, что у = S1 – S2 (λ + 1), преобразуем систему к одному урав-

нению 

 
21

2 /)()1(/ mtPmGóó +−=+ λω&&  ,                   (4.31) 

где [ ]2

2

1 /)1(/1 mmc ++= ΠΡ λω  – собственная частота колебаний 

динамической системы. 
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Общим решением уравнения (4.31) будет такое 
*)sin( ytay +−= ϕω ,                                   (4.32) 

где а и φ – амплитуда и начальная фаза колебаний, определяемые из 

начальных условий; у*
 – частотное решение уравнения, определяемое 

законом изменения P(t). 
Схема решения подробно рассмотрена в п.2.3.2. 

Динамическое усилие, воспринимаемое конструкцией стрелы составляет  

PД (t) = cпр. у .                                             (4.33) 

В отношении вида функции P(t) можно отметить следующее. Во-

первых, она описывает изменение избыточной силы привода. Во-

вторых, вследствие особенностей короткозамкнутого асинхронного 

двигателя в период пуска и торможения P(t) = const. В-третьих, после 

того, как скорость массы m2 достигнет номинального значения, P(t) = 0 

и начинаются свободные колебания динамической системы. 

 

 

4.5. Динамические нагрузки в упругой системе  
погрузчика перекидного типа 

 

Положим, что возмущающая функция микропрофиля грунтовой по-

верхности аппроксимируется единичным импульсом в виде отдельной 

неровности (впадины), при преодолении которой возникают динамиче-

ские нагрузки в упругой системе погрузчика, имеющие характер удар-

ных. После такого удара подрессоренная часть машины начинает со-

вершать вертикальные колебания, а стрела с грузом – круговые колеба-

ния относительно точки крепления стрелы к раме. Соответствующая 

расчетная схема приведена на рис.4.6. 

На схеме приняты такие обозначения: φ1 и y2– обобщенные коорди-

наты; m1, c1, I1 – приведенные к точке 1 масса, угловая жесткость и 

момент инерции стрелы, гидроцилиндров и груза; c2 – жесткость рес-

соры; m2 – приведенная к точке 2 масса подрессоренной части погруз-

чика; α – угол установки стрелы. 

Силы сопротивления F2, вызывающие затухание свободных колеба-

ний, в основном обусловлены трением в подвеске 

                                         222 2 yhmF &= , 

где h – коэффициент демпфирования. 

Используя схему Лагранжа, получим такую систему уравнений 

движения: 
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Рис. 4.6. Расчетная схема динамической системы  

погрузчика при наезде на глубокую впадину 
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  (4.34) 

Для решения этих уравнений используются следующие начальные 

условия: 

при t = 0  y2 = 0;  .
sin

;
1

11
12 c

gm
y

α
ϕω

⋅
== Κ

l
l&  

При жестком ударе, когда рессора при соударении полностью де-

формирована, динамическая система превращается в одномассовую    

(y2 = 0). В этом случае колебание системы описывается первым уравне-

нием системы (4.34). 

Динамический расчет производился на ЭВМ по стандартной про-

грамме. В качестве базовой машины использовался трактор Т-130Г. 

при расчете приняты следующие исходные данные: I1 = 1335,7 кг·м
2
;   

c1 = 29 МН/м; c2 = 4,6 МН/м; m1 = 1,98 т; m2 = 7,1 т; ℓ = 7,1 м; ℓ2 = 1,72 м;  

α = 58
0
; скорость движения погрузчика для 1 – 4 передачи: 1,03; 1,43; 

2,07; 2,85; м/с; расчетные значения ωK – 0,93; 1,23; 1,74; 2,8 с
-1

. 
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Динамические усилия в упругих звеньях определялись по формуле: 

M1 ДИН = с1φ1;   Р2 ДИН  = с2 у2 .                         (4.35) 

Коэффициенты динамичности в рессоре вычислялись по соотноше-

нию: 

2

22

mg

óñ

⋅
=β .                                              (4.36) 

В зависимости от скорости движения погрузчика они изменялись в 

диапазоне от 1,2 до 1,4. 

 

4.6. Динамические процессы в ленточных конвейерах 
 

Динамические процессы в ленточных конвейерах происходят при 

пуске и торможении. Они характеризуются появлением динамических 

натяжений в конвейерной ленте и дополнительных нагрузок в элемен-

тах конвейера. 

При пуске может возникнуть неустойчивая работа приводного бара-

бана и его пробуксовка, которая сопровождается интенсивным изнаши-

ванием футеровки барабана, его нагревом и резким снижением коэф-

фициента сцепления. 

При торможении в результате перераспределения натяжений в ленте 

может произойти потеря ее продольной устойчивости, образование 

значительных провесов или гофр, просыпей груза, а также пробуксовка 

барабана. 

Таким образом, основной задачей расчета динамических процессов 

в ленточных конвейерах является определение результирующих натя-

жений как на приводном барабане, так и вдоль става конвейера с уче-

том динамических и статических составляющих. Это позволяет выби-

рать рациональные предварительные натяжения в ленте при пуске и 

торможении таким образом, чтобы исключить отмеченные выше явле-

ния. 

Динамическая система конвейера (рис.4.7, а) представляет собой за-

мкнутый контур конвейерной ленты, состоящий из двух ветвей – набе-

гающей верхней и сбегающей нижней. В этом контуре с помощью гру-

зового натяжного устройства, расположенного в головной части, созда-

ется предварительное статическое натяжение SСТ , равное натяжению 

при установившемся режиме работы. 
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Рис. 4.7. Расчетная схема динамической системы  

ленточного конвейера (а) и диаграмма динамического  

натяжения в набегающей ветви при его пуске (б) 

 

Одной из основных характеристик динамического процесса в кон-

вейере является скорость распространения упругой волны в ленте сВ, 

которая зависит от модуля упругости материала ленты, его плотности, 

распределенной линейной нагрузки на ленте, ее натяжения, формы 

провисания между роликоопорами. Наиболее достоверные значения сВ 

получают в результате практических измерений на реальных объектах. 

При неустановившемся движении динамическое натяжение в ленте равно 

SД (t) = cB  ρ · v(t) ,                               (4.37) 

где ρ – линейная плотность ветви ленты; v(t) – переменная скорость 

ленты при нестационарном движении. 

Примем такие обозначения: mnp – приведенная к ободу барабана 

масса привода; F0 – усредненное пусковое усилие; W0 – статическое 

сопротивление движению ленты; ∆F = (F0 – W0 ) – избыточное усилие 

привода. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 89  

Тогда дифференциальное уравнения движения привода при пуске 

конвейера примет вид: 

Fvcvò B ∆=+⋅ΠΡ ρ& .                                  (4.38) 

Это линейное уравнение 1-го порядка. Если положить, что при t = 0 

v = 0, то после преобразований придем к такому решению: 


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.                       (4.39) 

По формуле (4.37) найдем динамическое усилие в набегающей вет-

ви: 
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.                        (4.40) 

На сбегающей ветви натяжение постоянное SСБ = const , а динамиче-

ская составляющая натяжения равна нулю. 

Диаграмма изменения величины SД НБ вдоль става конвейера показа-

на на рис.4.7, б. Ее максимальное значение достигается при t = 2L / cB 

(L – длина конвейера). В этот момент действует упругая волна отрица-

тельного знака, отраженная от границы двух ветвей. В таком случае 

имеем: 
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.                      (4.41) 

Пробуксовка на приводе отсутствует при выполнении условия 

)exp(
1max. αµ ⋅=

+

ΤêS

SS

ÑÁ

ÄÍÁÍÁÑÒ
,                       (4.42) 

где  SСТ.НБ – статическое натяжение набегающей ветви; µ – коэффи-

циент сцепления ленты с барабаном;  α – угол обхвата барабана 

лентой;  кТ – коэффициент запаса сил трения на приводном бара-

бане (кТ = 1,1…1,15). 

Вес груза натяжного устройства, обеспечивающий беспробуксовоч-

ный пуск, определяется таким образом: 

Р = 2 SСБ ,                                              (4.43) 

где 
)exp(

)( max.

µα
Τ+

=
êSS
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При тормозных режимах определяется минимальное натяжение в 

верхней ветви ленты, при котором не происходит потеря ее поперечной 

формы. Соответствующая расчетная схема приведена на рис.4.8. 

 
 

Рис. 4.8. Совмещенная расчетная схема динамической системы  

ленточного конвейера и диаграмма динамического натяжения  

в набегающей ветви при его торможении 

 

Составим дифференциальное уравнение движения привода при тор-

можении конвейера: 

ΤΠΡ +=−+
−

FWvvc
dt

vvd
m ÓÑÒB

ÓÑÒ
0)(

)(
ρ ,            (4.44) 

где  vУСТ – установившаяся скорость конвейера перед торможением;     

v(t) – переменная скорость ленты при торможении; FТ – приведенное к 

ободу барабана тормозное усилие. 

Полагаем, что перед торможением конвейера привод отключается. 

При условии, что если t = 0, то v = vУСТ, получаем такое решение 

уравнения (4.44): 
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Динамическое усилие на набегающей ветви имеет отрицательное 

значение 
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Характер изменения этого усилия вдоль става конвейера показан на 

рис.4.8. 

Минимальное результирующее натяжение в набегающей ветви име-

ет место при t = 2 L / cB : 

                          SНБ  min = SСТ.НБ  + SД НБ max = 
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


−








−++

ΠΡ
ΤΗ 1

2
exp)( 0. m

L
FWS ÁCT

ρ
.                     (4.47) 

Величина SНБ  min  не должна превышать допустимой величины 

[S]доп = (5…8) q L ,                                      (4.48) 

где q – суммарная распределенная линейная нагрузка на ленте; L – дли-

на конвейера. 

Обязательно должно выполняться условие отсутствия пробуксовки 

на приводе при торможении конвейера: 

)exp(
1

min

. αµ ⋅=
ΤêS

S

ÍÁ

ÍÁÑÒ
.                            (4.49) 

Пример 4.4. Определить динамическое натяжение в ленте и возмож-

ность пробуксовки приводного барабана при пуске ленточного конвей-

ера при следующих данных: ∆F = 15 кН; mПР = 5200 кг; L = 100 м;        

ρ = 20 кг/м; еµα
 = 7,0; кТ = 1,1. Из тягового статического расчета извест-

но, что S СТ НБ = 14 кН; SСБ = 3,4 кН. 

Решение. По формуле (4.41) находим максимальное динамическое 

натяжение в набегающей ветви: 

                  1,81
5200

201002
exp15max =








−







 ⋅⋅
−−=ΗÁÄS  кН . 

Проверяем условие пробуксовки приводного барабана по соотноше-

нию (4.42): 

1,1

0,7

4,3

1,814
=

+
. 

Имеем   6,5 = 6,36  ,  что вполне допустимо. 

 

5. ДИНАМИЧЕСКИЕ  ПРОЦЕСЫ   
                               В  ЗЕМЛЕРОЙНЫХ  МАШИНАХ 

 

5.1. Общая постановка динамических задач 
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Одноковшовые и многоковшовые экскаваторы, рыхлители, а также 

землеройно-транспортные машины (ЗТМ), являются основными земле-

ройными машинами в комплексах строительных и дорожных работ. 

При анализе динамических процессов этих машин решаются задачи, 

связанные с исследованием колебаний и динамических нагрузок в эле-

ментах конструкций, которые предопределяют режимы нагружения. 

Обычно динамические задачи сводятся к определению максимальных 

нагрузок, возникающих при стопорении рабочих органов или движите-

лей при встрече с непреодолимым препятствием, а также при нестаци-

онарных режимах разгона и торможения механизмов привода. 

У ЗТМ есть и своя специфическая проблема. По технологии их при-

менения не менее 60% рабочего времени машины находятся в транс-

портном режиме. При этом должна обеспечиваться возможность дви-

жения на максимальной скорости. Однако это вызывает большие вер-

тикальные колебания машин, приводящие к усталостному разрушению 

основных механизмов и металлоконструкций, а также к повышению 

утомляемости машинистов-операторов. 

Для решения указанной проблемы используются методы статисти-

ческой динамики, позволяющие формировать стохастические модели 

динамических систем ЗТМ и на их основе находить оптимальные пара-

метры подрессирования. В п.8 рассматриваются такие модели для не-

которых ЗТМ. 

 

 

5.2. Одноковшовые экскаваторы 
 
5.2.1. Особенности динамического расчета 
В связи с широким использованием в одноковшовых экскаваторах 

гидравлического и электрического привода основных механизмов их 

динамические системы значительно упростились в механической части, 

но усложнились в части гидро-и электромеханических трансмиссий. 

Расчет таких систем представляет определенные трудности вследствие 

недостаточной теоретической проработки этой проблемы. 

Дополнительные задачи в области динамики гидравлических экска-

ваторов возникают при использовании рабочего оборудования ударно-

го, виброударного или вибрационного действия. В этом случае необхо-

димо рассматривать не только взаимодействие ударного или вибраци-

онного процессов рабочего органа со средой, но и одновременно оце-

нивать степень передачи колебательных воздействий на элементы кон-
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струкции экскаватора. 

 

5.2.2. Динамические нагрузки при разгоне и торможении  
механизма поворота 
Механизм поворота одноковшового экскаватора работает при ча-

стых включениях реверсивного устройства. Поэтому возможно суще-

ственное увеличение динамических нагрузок за счет наличия зазоров в 

кинематических парах. Соответствующая расчетная схема приведена 

на рис. 5.1. 

 
 

Рис. 5.1. Расчетная схема двухмассовой динамической  

системы механизма поворота 

 

Рассмотрим разгон динамической системы при постоянном движу-

щем усилии M = Mmax; внешнее сопротивление ввиду его малости не 

учитываем. 

Введем такие обозначения: I1 – приведенный момент инерции вра-

щающихся масс привода; I2 – приведенный момент инерции поворот-

ной платформы с груженым ковшом; с – приведенная угловая жест-

кость динамической системы; δ – суммарный зазор в кинематической 

цепи; ϕ1 и ϕ2 – угловые координаты. 

Наибольшую деформацию упругого элемента ∆ϕmax = (ϕ1 – ϕ2)  и соот-

ветствующую ей максимальную динамическую нагрузку MДmax = с · ∆ϕmax 

найдем энергетическим методом. Для этого используем выражения для 

максимальной потенциальной энергии упругого элемента Пmax и для мак-

симальной работы Аmax движущего усилия Мmax на пути (δ  + ∆ϕmax): 
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maxmaxmax
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( )maxmax

21

2
max ϕδ ∆+

+
= M

II

I
À                              (5.1) 

В последнем соотношении выражение перед скобками представляет 

собой среднюю инерционную нагрузку. 

Приравняв потенциальную энергию Пmax и работу Аmax, найдем зави-

симость для ∆ϕmax, умножим ее на с и окончательно получим после 

преобразований выражение для максимальной динамической нагрузки: 


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 ⋅
⋅

+
++

+
=

max2

21
max

21

2

max
211

M

ñ

I

II
M

II

I
Ì Ä
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           (5.2) 

Второй член подкоренного выражения характеризует добавку к ди-

намической нагрузке в результате наличия зазора δ. Этот член умень-

шается по мере увеличения отношения I1/I2. 

Разделив MДmax на среднюю инерционную нагрузку, получим зави-

симость для коэффициента динамичности упругого элемента: 

β = 1 +
max2

2121
M

ñ

I

II δ⋅
⋅

+
+ .                       (5.3) 

Таким образом, при движущем усилии M = Мmax = const при наличии 

зазоров в кинематических парах механизма поворота всегда β > 2. 

Если движущее усилие в механизме поворота нарастает по прямо-

линейному закону 

                        max

0

M
t

t
M =   ( t0 – время нарастания нагрузки),  

то выражение для динамической нагрузки принимает такой вид 
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Если зазор выбирается первой массой за время t0, то в этом случае 

второй член подкоренного выражения уменьшается на 25% по сравне-

нию с мгновенным загружением, когда M = Mmax. 

Время нарастания нагрузки обычно составляет t0 = 0,7…1,7 с. 

 

5.2.3. Динамические нагрузки при стопорении механизмов  
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экскаватора, находящегося в устойчивом положении 
Рассматриваемый вариант возникновения динамических нагрузок 

возможен, например, при стопорении механизма напора, когда отсут-

ствует движение стрелы вверх; механизма тяги обратной лопаты; меха-

низма передвижения; механизма поворота при случайном упоре ковша 

в препятствие в процессе вращения платформы. Расчетная схема пред-

ставляет собой крутильную динамическую систему с одной степенью 

свободы при заделке на одном конце (рис.5.2). 

 

 
Рис. 5.2. Расчетная схема одномассовой динамической системы  

привода при стопорении 

 

На схеме приняты такие обозначения: М – движущее усилие; I – приве-

денный момент инерции вращающихся масс привода; с – приведенная 

угловая жесткость механизмов, подвергнутых стопорению; φ – угловая 

координата. 

Положим, что движущее усилие в процессе стопорения изменяется 

по линейному закону 

( )
ÑÒt

t
MMMM 0max0 −+= ,                             (5.5) 

где tст – время полного стопорения, 

М0 – предварительное усилие в упругом элементе. 

Уравнение движения примет вид: 
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Решение может быть записано в форме 
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ñ
=ω  – собственная частота колебаний. 
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Коэффициенты А и В находятся из начальных условий:  

при t = 0  0
0

0 ; ωϕϕϕ === &
ñ

Ì
. 

В таком случае 

                          





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−
−=

ÑÒtñ

ÌÌ
À 0max

0

1
ω

ω
  ;   В = 0. 

Умножая выражение для φ на с и подставляя значения А и В, получим 

соотношение для динамической нагрузки в упругом элементе при t ≤ t СТ: 

0

0max0max0 sin Mt
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t
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−=⋅= ω

ωω
ω

ϕ .  (5.8) 

Динамическая нагрузка достигает максимальной величины при 

sinωt = 1, что происходит в конце стопорения при t = t ст , когда ско-

рость движущихся масс будет равна нулю (ϕ& = 0):  

 max

0max0

max M
t

MMñ
Ì

ÑÒ
Ä +

−
−=

ωω
ω

.                        (5.9) 

Полагая, что для практических расчетов с достаточной точностью 

можно принять ÒtÑÒ
4

1
= , где Т = 2π/ω, будем иметь 

МДmax =  ω0 ñ²  + 0,636 M0 + 0,364Mmax.                           (5.10) 

Если процесс стопорения происходит при отсутствии предваритель-

ной нагрузки в упругом элементе ( M0 = 0), то 

МДmax =  ω0 ñ² + 0,364Mmax .                              (5.11) 

Первый член в этой формуле характеризует динамическую нагрузку 

в упругом элементе, возникающую вследствие поглощения кинетиче-

ской энергии движущихся масс, второй – от движущегося усилия в 

процессе стопорения. 

Расчеты показывают, что максимальные динамические нагрузки при 

упоре ковша в жесткое препятствие (работа в каменном карьере) могут 

превышать номинальные нагрузки для экскаваторов в 3…4 раза. 

5.2.4. Динамические нагрузки при стопорении механизмов  
экскаватора, находящегося в неустойчивом положении  
относительно ребра опрокидывания 
Этот вариант возникновения динамических нагрузок возможен, 

например, при стопорении механизмов подъема, тяги или напора. Со-
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ответствующая расчетная схема представляет собой крутильную дина-

мическую систему с двумя степенями свободы (рис.5.3). 

 
Рис. 5.3. Расчетная схема двухмассовой динамической системы  

привода при стопорении 

 

На схеме приняты обозначения Mc – внешнее сопротивление; М – 

движущее усилие; I1 – приведенный момент инерции движущихся масс 

привода; I2 – приведенный момент инерции экскаватора относительно 

ребра опрокидывания; с – приведенная угловая жесткость механизмов, 

подвергнутых стопорению; φ1 и φ2 – угловые координаты. 

Рассмотрим расчетный случай движения динамической системы, ко-

гда предохранительная муфта передает полное усилие, получающееся 

при стопорении, и при этом не срабатывает. 

Первый этап движения системы происходит в интервалом времени 

t0 ≤ t < tд. Здесь t0 – время начала стопорения; tд – время начала движения 

массы с момента инерции I2. 

Положим, что движущее усилие, как и в п.5.2.3, изменяется по ли-

нейному закону, а динамическое усилие на рассматриваемом этапе не 

достигает величины Мс, т.е. Мд < Mc . При таких условиях экскаватор 

находится в устойчивом (неподвижном) состоянии и значение динами-

ческого усилия определяется по соотношению (5.8). 

Второй этап движения системы происходит при Мд ≥ Mc на интер-

вале времени tд ≤ t ≤ tСТ, где tСТ – время полного стопорения. В момент 

t = t д. начинается движение экскаватора относительно ребра опрокиды-

вания. Величина t д. определяется из соотношения (5.8) при подстановке 

Мд = Mc. 

Усилие, развиваемое приводом при t = t д будет равно 

    ( )
ÑÒ

Ä

t

t
MÌÌÌ 0max01 −+=  .                             (5.12) 

Этот этап описывается системой уравнений: 
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Если φ = φ1 – φ2, то система приводится к одному уравнению и ре-

шается с учетом таких начальных условий:  

при  t = t д   φ = 0;  Äωϕ =& . 

Максимальная динамическая нагрузка в конце стопорения будет 

равна  
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где ÄÄ tñîsωωω ⋅= 0 ;  

21

21

II

II
ñ

⋅

+
=ω  – собственная частота колебаний. 

.                                 (5.15) 

Расчеты показывают, что в случае, когда экскаватор начинает при 

перегрузках механизмов поворачиваться относительно ребра опроки-

дывания, динамические нагрузки уменьшаются на 5…25% по сравне-

нию с устойчивым (неподвижным) положением экскаватора. 

Заметное снижение динамических нагрузок в механизмах одноков-

шовых экскаваторов обеспечивается при применении предохранитель-

ных муфт предельного момента. 

 

5.2.5. Динамические нагрузки в тяговом канате драглайна 
При внезапной разгрузке ковша драглайна в результате резкого тор-

можения барабана подъема в тяговом канате возникают значительные 

динамические нагрузки. Соответствующая расчетная схема представ-

лена на рис. 5.4. 

Свободную длину каната на участке ab обозначим через L (нагрузка 

отсутствует). Тогда линейная жесткость каната составит 

                                           c = EF/L                                                (5.16) 

где Е – модуль упругости материала каната; F – площадь его попереч-

ного сечения. 
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Рис. 5.4. Расчетная схема динамической системы драглайна  

при стопорении барабана подъема 

 

Приведенную к точке a массу ковша и каната обозначим mK , де-

формацию каната на участке ab при порожнем ковше – ∆; дополни-

тельную деформацию каната от веса грунта – у. 

Составим уравнение движения ковша с помощью принципа Далам-

бера и по схеме Лагранжа. 

А. Принцип Даламбера. 

При внезапной разгрузке ковша на него будут действовать упругая 

сила каната с(∆ + y), направленная снизу вверх, сила тяжести порожне-

го ковша и каната mK g , инерционная сила mK y&&  , направленные сверху 

вниз. 

Составим соотношение для динамического равновесия ковша 

                             0)( =−−+∆ ymgmyñ KK && .                               (5.17) 

Так как при порожнем ковше 

                                            0=∆− ñgmK , 

то расчетное уравнение движения ковша примет вид однородного ли-

нейного уравнения второго порядка 

                                            0=− ñyymK &&                                         (5.18) 

Б.  Схема Лагранжа  

Найдем выражения для кинетической и потенциальной энергий 

ковша и каната: 
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Диссипативную функцию и обобщенную силу принимаем равными 

нулю. 

Используя схему Лагранжа, получим такое уравнение движения: 

                        ñyñgmym KK +∆+−=&& .                                          

(5.20)               

Так как mKg = c∆ , окончательно имеем 

                                         mK y&&   –  сy = 0 .                                         (5.21) 

Полученные уравнения (5.18) и (5.21) аналогичны модели (2.19). 

Принимаем такие начальные условия:  

при t = 0; y = 0; y& =V (окружная скорость барабана перед торможением). 

Тогда решение примет вид 

t
V

y ω
ω

sin=  ,                                                  (5.22) 

где 
Km

ñ
=ω  – собственная частота колебаний. 

Найдем максимальное динамическое усилие в канате 

KñmV
ñV

yñQ ⋅==⋅=
ωmaxmax .                       (5.23) 

 

 

5.3. Многоковшовые роторные экскаваторы 
 

5.3.1. Особенности динамического расчета 
В многоковшовых роторных экскаваторах, в частности траншейных 

с механическим приводом рабочего органа от двигателя внутреннего 

сгорания, могут возникать опасные вынужденные колебания механизма 

привода резонансного характера. Обычно это проявляется при разра-

ботке сложно-структурных пород с твердыми пластами, что сопровож-

дается частым стопорением ротора. Основными источниками вынуж-

денных колебаний являются периодически изменяющийся крутящий 

момент двигателя, а при больших количествах ссыпок при инерцион-

ной разгрузке – нестационарный процесс изменения сопротивления 

грунта копанию. В связи со сказанным необходимо анализировать ча-

стоты собственных колебаний динамической системы экскаватора и 
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сопоставлять их со спектром возмущающих нагрузок. Следует также 

оценивать влияние режущих периметров ковшей и упругой подвески 

ротора на общую динамику машины.  

Большую опасность с точки зрения возникновения динамических 

нагрузок в элементах конструкции многоковшового экскаватора, обо-

рудованного гусеничной ходовой системой, вызывает передвижение по 

неровной площадке, переезды через твердые неровности высотой более 

10 см, съезды с одного уровня на другой и т.п. 

 

5.3.2. Динамические нагрузки в приводе ротора при его  
стопорении 
Для определения максимально возможных нагрузок в механизме 

привода роторного колеса при стопорении его вращения примем рас-

четную схему, показанную на рис.5.5. 

 
Рис. 5.5. Расчетная схема динамической системы 

                 привода при стопорении роторного колеса 

 

На схеме приняты такие обозначения: М – момент, создаваемый 

двигателем; IM – приведенный момент инерции вращающихся масс 

привода; сm – угловая жесткость привода, приведенная к оси вращения 

ротора; Ip – момент инерции роторного колеса; сп – приведенная к оси 

вращения ротора угловая жесткость препятствия; ω1 и ω2 – номиналь-

ные угловые скорости вращения ротора и двигателя; φ1 и φ 2 – угловые 

координаты ведомой и ведущей масс динамической системы; R – ради-

ус ротора; предварительная нагрузка трансмиссии перед началом сто-

порения равна М0. 

В случае, если муфта предельного момента не срабатывает, то про-

исходят колебания двухмассовой системы до тех пор, пока ротор не 

разобщится с препятствием. Эти колебания описываются такими урав-

нениями: 
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( )

( ) .

;

1121

122

ϕϕϕϕ

ϕϕϕ

⋅−−=⋅

−=⋅−

ÏÌÐ

ÌÌ

ññ²

ñ²Ì

&&

&&
                             (5.24) 

Начальные условия следующие:  

при t = 0  φ1 = φ2 = 0; ;11 ωϕ =&
22 ωϕ =& . 

Решение этих уравнений осуществляется методом исключения, что 

требует большого объема вычислительной работы. Поэтому ограни-

чимся анализом полученных результатов для двух вариантов решения 

при сп >>cм. 

А. В процессе стопорения ротора движущее усилие изменяется по 

линейному закону (см. п. 5.2.3): 

( )
ÑÒt

t
ÌÌÌÌ 0max0 −+= .                               (5.25) 

Максимальное динамическое усилие в приводе ротора будет равно: 

MMÄ IcMMM ⋅++= 1max0max 5,05,0 ω .             (5.26) 

При срабатывании муфты предельного момента 

MMôÄ IcMM ⋅+= 1max ω ,                            (5.27) 

где Мф – максимальный момент, передаваемый муфтой. 

Б. В процессе стопорения ротора движущее усилие изменяется по 

полуволне синусоиды: 

( )
ÒÑt

t
ÌÌÌÌ

π
sin0max0 −+=  .                           (5.28) 

В этом случае 

MMÄ IcMMM ⋅++= 1max0max 75,025,0 ω .             (5.29) 

Пример 5.1. Определить динамические нагрузки в приводе роторно-

го траншейного экскаватора при стопорении рабочего органа. 

Исходные данные для расчета: 

ІМ = 0,077 Н·м·с
2
; сМ = 15·10

2
 Н·м; ω1 = 120 с

-1
; Мф = 460 Н·м. 

Решение. Используем зависимость (5.27) и получим 

МДмах = 120 1750460077,01015 2 =+⋅⋅  Н·м. 

 

 

5.3.3. Динамические нагрузки в упругой системе ротора  
при его стопорении 
Соответствующая расчетная схема приведена на рис.5.6. 
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Рис. 5.6. Расчетная схема динамической системы ротора  

при стопорении 

 

На схеме приняты такие обозначения: с – линейная жесткость под-

вески ротора; I – момент инерции вращающихся частей привода и ро-

тора; m – приведенная масса ротора; cn – линейная жесткость препят-

ствия; ω – угловая скорость вращения роторного колеса; R – радиус 

роторного колеса; x – координата деформации препятствия; у – коор-

дината вертикального смещения ротора до разобщения с препятствием. 

Номинальную угловую скорость вращения ротора при нормальных 

условиях эксплуатации обозначим через ω0. 

Поскольку связь роторного колеса с препятствием является одно-

сторонней, то колебания будут иметь сложный характер. Для получе-

ния расчетных соотношений используем схему Лагранжа. Выражения 

для кинетической и потенциальных энергий имеют такой вид: 

22
;

22

2222 ycxcIym
Ò +

⋅
=Π+= Πω&

.                  (5.30) 

Так как ( ) Ryx && +=ω , то 

                                     ( ) .
22

2

2

2

yx
R

Iym
Ò &&

&
++=  

Диссипативная функция рассеивания в элементах конструкции ро-

тора не учитывается, т.к. логарифмический декремент затухания не 

превышает 0,1…0,2. 

Уравнения свободных колебаний динамической системы ротора за-
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пишутся таким образом: 

( )

( ) .0

;0

2

2

=+++

=⋅++ Π

cóyx
R

I
ym

xcyx
R

I

&&&&&&

&&&&

                            (5.31) 

Примем такие начальные условия: 

при  t = 0   х = 0;  
0ω=õ&   R = V0 :  y = 0;  0=ó& . 

Воспользуемся методом решения аналитических моделей с двумя 

степенями свободы типа (2.66). Получим следующее уравнение частот: 

( ) 01 4224 =Ψ⋅+Ψ+++ εβεεβωω ,                    (5.32) 

где ./;/; 22 IòRññòñ =Ψ== Πεβ  

Найдем действительные частоты ω1 и ω2: 

( ) ( )
2

1

411
2

1 2

2,1












 Ψ−Ψ++Ψ++= εεεεεβω m  .     (5.33) 

Необходимо сопоставить значения полученных частот со спектром 

внешних воздействий на динамическую систему для оценки возможно-

сти возникновения резонансного режима. 

Опускаем подробности нахождения выражений для х и у. Приведем 

конечные значения: 

( ) 






 −
−

−

Ψ+⋅
= tt

V
x 2

2

2

2

2

0

1

1

2

1

2

0

2

0

0 sinsin
1

ω
ω
ωω

ω
ω
ωω

εω
 ;     (5.34) 

( ) ( ) t
V

t
V

y 22

1

2

22

2

0

12

1

2

21

2

0 sinsin ω
ωωω
βε

ω
ωωω
βε

−

⋅⋅
−

−

⋅⋅
=  .        (5.35) 

Характер изменения координаты x свидетельствует о том, что раз-

общение ротора с препятствием может произойти несколько раз в зави-

симости от значений ε и Ψ. 

Для определения динамических нагрузок в упругой системе ротора 

необходимо найти соотношение для ymax . В результате анализа зави-

симости (5.35) установлено, что при Ψ>1, что всегда имеет место, и при   

ε >2 справедливо неравенство 

 
βωω

ωω 2

21

21 <
+

 .                                         (5.36) 

В таком случае, значение ymax до разобщения ротора с препятствием 
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не превышает величину 

   
( )βΨ+

≤
1

2 0V
ómàõ  .                                      (5.37) 

Следовательно, максимальное динамическое усилие, действующее 

на упругую систему ротора при его стопорении, составит 

  
2

0

maxmax

2

mRI

cmIR
ycQ

+
=⋅=

ω
 .                        (5.38) 

 

5.3.4. Динамические нагрузки в упругой системе ротора при  
переезде через одиночные твердые неровности 
Рассмотрим схематизированный переезд одной гусеницей экскава-

тора через камень, лежащий на твердом основании, и определим харак-

тер внешних воздействий на упругую систему подвески ротора. Соот-

ветствующая расчетная схема приведена на рис. 5.7. 

 
 

Рис. 5.7. Расчетная схема динамической системы ротора  

при переезде через камень 

 

Полагаем, что правая гусеница экскаватора (имитируется точкой А) 

переезжает через камень высотой ε. Левая гусеница находится на рабо-

чей площадке (имитируется точкой 0). 

Жесткая опорная часть конструкции экскаватора моделируется 

стержнем, наклоненным к горизонтальной поверхности под углом α и 

вращающимся вокруг точки 0. Характеристики стержня следующие:    

т – масса; I – момент инерции относительно точки 0; ℓ – длина (рассто-

яние между гусеницами). 

К середине стержня с помощью упругой связи, имеющей линейную 

жесткость с, подвешен ротор массой т. 
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При переезде через камень в динамической системе ротора возника-

ет колебательный процесс, который характеризуется двумя обобщен-

ными координатами α и х. 

Уравнения движения системы имеют вид: 

 

,0
2

;
22

=+






 +

⋅
−=+

cxxm

Qxc
I

l&&
&&

ll
&&

α

α
                                      (5.39) 

где Q – вес подвижных частей. 

Первое уравнение представляет собой равенство моментов сил от-

носительно точки 0; второе – равенство динамических сил, действую-

щих на массу т . 

Принимаем следующие начальные условия:  

при t = 0  x = õ&  = 0; 0; == α
ε

α &
l

 . 

Решения уравнений имеют вид: 

              ( );cos1
4 2

2

t
I

Q
x ω

ω
−−=

l
                                 (5.40) 

 ( ),cos1
244 22

2
2

2
t

I

Q

mI

m
t

mI

Q
ω

ω
ε

α −⋅
+

++
+

−=
l

l

l

ll

l
     (5.41) 

где 







+=

I

ò

ò

ñ

4
1

2
2 l

ω . 

После переезда через камень экскаватор резко осаживается на рабо-

чую площадку, динамическая система ротора получает ударный им-

пульс, в результате чего возникает новый колебательный процесс непо-

средственно в упругой системе ротора, более опасный, чем предыду-

щий. 

Найдем начальные условия для этого процесса. 

При α = 0 вычисляем время осаживания экскаватора t П . Подставляя 

это значение в уравнения для х и õ& , получим условия кинематического 

возбуждения колебаний ротора. Уравнение движения такой одномассо-

вой консервативной системы относительно новой обобщенной коорди-

наты х1 , а также его решение, рассматривается в п. 2.3.2.1. Определив 

значение х1max и зная жесткость упругой системы с, можно вычислить 

наиболее опасное динамическое усилие PДmax = cx1max . 
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5.4. Землеройно-транспортные машины 
 

5.4.1. Особенности динамического расчета 
Для оценки динамических нагрузок в ЗТМ при неустановившемся 

процессе разработки грунтов в качестве исходного параметра прини-

мают интенсивность возрастания сопротивлений копанию, которую 

обозначают через А. Максимальные значения этого параметра имеют 

место при полном внедрении в грунт рабочих органов и определяются 

в основном интенсивностью возрастания сопротивления резанию. 

В общем случае параметр А не является постоянной величиной. Тем 

не менее имеется возможность определения некоторой осредненной 

постоянной интенсивности возрастания сопротивлений, которая пра-

вильно отражает основную тенденцию процесса копания. Так, для 

скреперов А = 50…80 кН/м; для автогрейдеров – 80…125 кН/м; для 

бульдозеров – 50…200 кН/м. Эти значения соответствуют наиболее 

тяжелым однородным грунтам. 

 

5.4.2. Динамические нагрузки на рабочий орган при отсутствии    
буксования движителей 

При неограниченном сцеплении движителей ЗТМ с грунтом можно 

выделить две технологические стадии функционирования: начальное 

установившееся движение машины до заглубления рабочего органа; 

рабочее неустановившееся движение в процессе копания. Соответ-

ствующая расчетная схема представлена на рис. 5.8. 

На первой стадии (рис.5.8, а) машина с приведенной массой тП 

движется с установившейся скоростью Vнач., преодолевая до начала ко-

пания сопротивление движению Р0 . При этом движущая сила Рд равна 

силе Р0 . 

На второй стадии (рис.5.8, б) сила сопротивления копанию Рс , пред-

ставляется как сопротивление при линейной деформации грунта и гра-

фически интерпретируется в виде пружины с жесткостью, равной ин-

тенсивности возрастания сопротивления А. В этом случае принимаем  

Рс =  Р0 + А· S ,                                           (5.42) 

где  S – координата перемещения. 
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Рис. 5.8. Расчетная схема одномассовой динамической системы ЗТМ 

(а – до начала копания, б – в процессе копания грунта) 

 

Буксование движителей отсутствует и движущая сила меньше силы 

сцепления (Рд < Тφ). Полагаем, что движущая сила является функцией 

скорости: Рд = f ( S& ). 

Уравнение движения машинного агрегата имеет вид: 

Рд ( S& ) – Р0 – А · S – m · S&&  = 0.                        (5.43) 

После преобразования имеем: 

  DS
m

A
SGS =⋅+⋅+

Π

&&& .                             (5.44) 

Постоянные коэффициенты G и D зависят от начального сопротив-

ления P0 и от характера изменения движущей силы Рд. Их значения 

определяются по формулам, приведенным в монографии 

А.М.Холодова. 

Корни характеристического уравнения, соответствующего уравне-

нию (5.44), имеют такой вид: 

 
Π

−±−=
m

AGG

42

2

2,1α  .                             (5.45) 

Если 
Π

>
m

A
G

42
, то 

A

mD
eCeCS tt Π⋅

++= 21

211

αα
.                       (5.46) 
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Если 
Π

<
m

A
G

42
, то 

( )
A

mD
ptCptCeS tG Π− ⋅

+⋅+⋅= sincos 43

2/

2 ,         (5.47) 

где  
4

2G

m

A
p −=

Π

 –  частота затухающих колебаний. 

В практических расчетах приходится иметь дело с обоими получен-

ными решениями. 

Примем такие начальные условия: при t = 0  S = 0;  S&  = Vн. 

Заметим, что начальную скорость при переходе от равномерного 

движения к копанию с возрастающим сопротивлением можно предста-

вить в виде 

 Vн  =  D/G .                                           (5.48) 

После нахождения произвольных постоянных C1, C2, C3, C4 и ряда 

преобразований получим: 

 
A

mD
ee

rG

D
S tt Π⋅

+







+−

⋅
= 21

2

1

1

2
1

αα

α
α

α
α

,               (5.49) 

( )tt ee
rG

D
SV 21

1211

αα αα +−
⋅

== & ,                (5.50) 

( )tt ee
rGm

DA
Sa 21

11

αα −
⋅⋅

−==
Π

&& ,                 (5.51) 

где 
Π

−=
m

AG
r

4
2

2

; 









+−








−

⋅⋅
=

Π

−Π 1cossin
2

2/

2 ptpt
p

G

pmG

A
e

A

Dm
S tG

,    (5.52) 









+⋅== − pt

p
pt

G
eDSV tG sin

2

1
cos

12/

22
& ,              (5.53) 

pt
pmG

AD
eSa tG sin2/

22 ⋅⋅
−==

Π

−&& .                    (5.54) 

Задача динамического расчета ЗТМ обычно сводится к отысканию 

максимальных ускорений в процессе копания (a1max или a2max). При этом 
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динамическая нагрузка на рабочий орган составляет 

maxmax amF ⋅= Π .                                   (5.55) 

Таким образом, главными факторами, определяющими динамиче-

ские нагрузки в ЗТМ, являются начальная скорость копания, приведен-

ная масса машины и интенсивность возрастания сопротивления. 

 

5.4.3. Динамические нагрузки на рабочий орган при буксовании 
движителей 
В условиях потери сцепления движителей с грунтом при полном их 

буксовании уравнение движения ЗТМ имеет такой вид: 

0=−⋅− cPSòÒ ϕϕ
&& ,                                  (5.56) 

где Тφ – сила сцепления; т – масса сцепного веса; Рс – сила сопротив-

ления копанию; Sφ – путь копания на режиме буксования. 

Момент потери сцепления движителей с грунтом характеризуется 

равенством 

Тφ  = P0 + A · S0 + m aH ,                                (5.57) 

где S0 – путь, пройденный машиной при копании до начала буксования; 

aH – ускорение, которое имела машина к началу буксования. 

Сила сопротивления имеет вид: 

Рс  =  Р0 + A S0  + A Sφ .                                  (5.58) 

После преобразования уравнения (5.56) получим: 

Η=+ aS
m

A
S ϕϕ
&& .                                       (5.59) 

Его решение имеет вид: 

A

am
tCtCS Η⋅
+⋅+⋅= ωωϕ cossin 65 ,                  (5.60) 

где m
A=ω   –  собственная частота колебаний. 

Принимаем такие начальные условия: при t = 0 Sφ = 0; Η=VSϕ
&   

(номинальная скорость движения ЗТМ при минимальном коэффициен-

те сцепления). 

Тогда получим: 

A

am
t

A

am
tA

mVS H
ΗΗ ⋅

+
⋅

−= ωωϕ cossin ;      (5.61) 

tA
matVV H ωωϕ sincos Η+⋅= ;                 (5.62) 
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tatVa H ωωωϕ cossin ⋅+⋅−= Η .                  (5.63) 

Из полученных выражений можно найти максимальный путь дви-

жения ЗТМ при буксовании Sφ max и максимальное ускорение aφ max (по 

абсолютной величине). Найдем соответствующее время tφ max, при кото-

ром Vφ = 0: 









⋅−=

Η

Η ωϕ a

V
tgarcAmt max .                          (5.64) 

Подставляя это значение в выражения для Sφ и aφ и принимая во 

внимание, что ;1sin ≈







⋅−

Η

Η ω
a

V
tgarc  ,0cos ≈








⋅−

Η

Η ω
a

V
tgarc  по-

лучим простые выражения для Sφ max и aφ max: 

;max A
mVS H=ϕ                                      (5.65) 

ωϕ ⋅−= HVa max .                                        (5.66) 

Максимальная динамическая нагрузка на рабочий орган машины, 

ограничиваемая условиями сцепления движителей с грунтом, составит 

AmVSAF ⋅=⋅= Ηmaxmax ϕ .                      (5.67) 

Полная нагрузка составит 

,0. PAmVÒFïîëí −+= Ηϕ                            (5.68) 

где Tφ – предельное касательное усилие по сцеплению. 

Пример 5.2.  Для бульдозера с массой сцепного веса m = 6320 кг 

определить максимальный путь машины Sφ max и максимальное ускоре-

ние aφ max при буксовании, а также полную нагрузку на рабочий орган. 

При расчете принять: А = 50 кН/м; VH = 0,95 м/с; Tφ = 55800 Н; Р0 = 0. 

Решение. По формулам (5.65), (5.66), (5.68) находим 

Sφ max = 0,95
50000

6200
= 0,33 м ; 

aφ max  = - 0,95 
6200

50000
 = - 2,7 м/с

2
 ; 

Fполн. = 55800 + 0,95 620050000 ⋅   = 72526 Н . 

5.4.4. Динамические нагрузки на рабочий орган при стопорении 
жестким препятствием 

В случае, если ЗТМ стопорится непреодолимым препятствием, то 
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для определения динамической и полной нагрузок вместо интенсивно-

сти нарастания сопротивления А используется приведенная линейная 

жесткость препятствия и металлоконструкции рабочего органа спр (по-

следовательное соединение жесткостей сп и смк). 

В частности, нагрузка на рабочий орган автогрейдера и бульдозера 

определится по формуле 

0.. PmñVÒF îð −⋅+= ΠΡΗϕ .                       (5.69) 

Жесткость препятствий сп характеризуется такими значениями: 

- массивный камень шириной 0,5 м – сп = 130000 кН/м; 

- кирпичный столб шириной 0,65 м – сп = 18150 кН/м; 

-     сосновая свая диаметром 700 мм – сп = 9300 кН/м. 

В инженерных расчетах при вычислении жесткости металлокон-

струкций бульдозерного оборудования смк широко используется при-

ближенная формула 

смк = к0 · тб.о. ,                                            (5.70) 

где тб.о. – масса оборудования (кг); к0 – коэффициент, значение которо-

го принимают равным 5 (кН/м)/кг. 

Например, для тяжелого бульдозера тб.о. = 3000 кг, следовательно, 

смк = 15000 кН/м. 

Для определения нагрузки, действующей на рабочее оборудование 

Fp.о. и на прицепное устройство Fп скрепера, используются соответ-

ственно такие зависимости: 

02.. PmcVTF −⋅+= ΠΡΗΟΡ ϕ ;                              (5.71) 

0
2

..

1
.. P

c

m

c

m
VcTF −










−⋅+=

ΠΡΡΤ
ΗΡΤΠ ϕ ,                 (5.72) 

где т1 – масса тяговой рамы скрепера; ст..р. – её жесткость; т2 – масса 

прицепной части скрепера. 

 

5.4.5. Динамические нагрузки при ударном нагружении  
в системе «скрепер–толкач» 
При разработке грунтов скреперами дополнительная мощность 

обеспечивается тракторами–толкачами, снабженными амортизаторами. 

Так как скорость скрепера при заборе грунта является случайной ве-

личиной, то при стыковке и совместной работе с толкачом между ними 

постоянно происходит ударное взаимодействие.  

Для определения динамических нагрузок в упругой системе «скре-
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пер-толкач» используется расчетная схема, показанная на рис.5.9. 

 
Рис. 5.9. Расчетная схема ударного нагружения  

динамической системы «скрепер–толкач» 

 

Положим, что толкач массой т1 движется с постоянной скоростью 

V. На скрепер массой т2 действует сила сопротивления Q. При стыков-

ке толкача и скрепера между ними образуется упругая связь с жестко-

стью, равной с.  

Рассмотрим наиболее опасный случай: в момент стыковки скорость 

скрепера равна нулю. Координаты масс обозначим через х1 и х2. Масса 

т2 будет неподвижна до тех пор, пока деформация упругого элемента 

(амортизатора) не будет соответствовать внешней нагрузке Q. 

Уравнение движения массы т2 имеет вид: 

( ) .2122 Qñõõõò −=⋅−−⋅ &&                             (5.73) 

Координата х1 определяется так: х1 = V· t . 
В таком случае получаем 

.
22

2

2

2 m

Q

m

Vct
õ

ò

ñ
õ −=+&&                            (5.74) 

Найдем общее решение 

x2 = A · sin ω t + B· cos ω t + V t – Q/c ,          (5.75) 

где 2/ òñ=ω  – собственная частота колебаний массы т2. 

Деформация упругого элемента составит 

                    x = x1 – x2 = -A · sin ω t - B cos ω t +  Q/c 

Примем такие начальные условия: при t = 0  x = 0;  .Võ =&  

Тогда  

x = V ·
ñ

ò 2  sin ω t +  Q/c .                          (5.76) 

Характер изменения деформации x = f (t) показан на рис.5.10. 
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Рис. 5.10. График изменения функции x = f (t) 

 

Найдем максимальную деформацию 

c

Q

c

m
Võ +⋅= 2

max                                     (5.77) 

и максимальную нагрузку в упругом элементе 

QcmVxcF +=⋅= 2maxmax .                           (5.78) 

Таким образом, существенное влияние на величину ударной нагруз-

ки оказывают скорость соударения и жесткость упругого элемента. 

Установлено, что благодаря установке амортизатора ударные 

нагрузки оказываются примерно на 30% ниже, чем при контакте толка-

ча без амортизатора. На тракторах-толкачах класса 10 т наибольший 

эффект дают амортизаторы с жесткостью 3,0…3,5 МН/м. Допустимая 

скорость стыковки должна быть не более 0,5 м/с. 

 

 

5.5. Рыхлители 
 

Практика эксплуатации навесных тракторных рыхлителей показала, 

что при встрече рабочего органа с непреодолимым препятствием (ва-

луны и т.п.) в элементах рыхлителя возникают динамические нагрузки, 

способные привести к разрушению машины. Усиление недостаточно 

прочных элементов за счет увеличения их сечения является неэффек-

тивным, т.к. при этом повышается жесткость рабочего оборудования, 

которая, в свою очередь, приводит к возрастанию динамических нагру-

зок. 

Существуют апробированные способы снижения динамических 

усилий путем изменения рабочих скоростей и ограничения тягового 

усилия трактора соответствующей регулировкой бортовых фрикционов 

или силами сцепления гусениц с грунтом. Однако такие способы связа-
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ны с уменьшением производительности машины. Наиболее рациональ-

ный путь – это снижение жесткости навесного оборудования, напри-

мер, с помощью амортизаторов. Для оценки такого варианта использо-

валась четырехмассовая расчетная схема, представленная на рис.5.11. 

 

 
Рис. 5.11. Расчетная схема общей динамической системы  

рыхлителя на базе трактора тягового класса 250 кН 

 

На расчетной схеме приняты такие обозначения: МДВ( ÄÂϕ& ) – харак-

теристика двигателя; IДВ – приведенный момент инерции вращающихся 

масс двигателя; IM – приведенный момент инерции вращающихся масс 

привода; M1 – момент, передаваемый муфтой (момент ее пробуксовки); 

P1 – предельное усилие тяги трактора; тTP и тp.o. – приведенные массы 

трактора и рабочего оборудования; Q – усилие сопротивления грунта 

внедрению рабочего органа; cM – угловая жесткость элементов приво-

да; cгус. – угловая жесткость гусеничной ленты; ср.о. – линейная жест-

кость рабочего оборудования; сг – линейная жесткость грунта; bг – ко-

эффициент вязкости грунта. 

Уравнения движения динамической системы имеют вид: 
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где R – радиус звездочки; φДВ и φМ  – угловые перемещения масс IДВ и 

IM; хтр и хр.о. – линейные перемещения масс ттр и тр.о.. 

Анализ динамической системы рыхлителя в соответствии с полу-

ченными нелинейными уравнениями производился на ЭВМ при          

Р1 = 250 кН; скорости движения v = 1.6 м/с; жесткость рабочего обору-

дования измерялась в диапазоне ср.о. = 1,0…20,0 МН/м; жесткость грун-

та принималась  равной cг = 10 МН/м. 

Изменение нагрузки в рабочем оборудовании при его стопорении Рст 

(суммарное действие тягового усилия Р1 и максимальной динамической 

нагрузки РДmax ) в зависимости от ср.о. показано на рис.5.12. Там же при-

водится зависимость Рст. = f(ср.о.), полученная для упрощенной одно-

массовой динамической системы рыхлителя по формуле: 

Рст ΠΠ ⋅+= ñmVÐ1 ,                               (5.80) 

где тП – приведенная масса тягача и рабочего оборудования; 

 сп – суммарная приведенная жесткость рабочего оборудования и 

препятствия. 

 
Рис. 5.12. Зависимость Рст = f(ср.о.): 

1 – одномассовая система; 2 – четырехмассовая система 

Формула (5.80) аналогична за- висимости (5.69), которая 
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зуется при динамическом расчете ЗТМ. 

Анализ полученных графиков позволяет сделать два вывода. Во-

первых, результаты динамических расчетов рабочего оборудования по 

четырехмассовой и одномассовой расчетным схемам отличаются не 

более чем на 8%. Поэтому при инженерных расчетах вполне допустимо 

использование формулы (5.80). 

Во-вторых, ограничить динамическую нагрузку в рабочем оборудова-

нии при стопорении, например, величиной 1,0 МН, можно путем введения 

в его конструкцию амортизаторов. Это позволит снизить жесткость ра-

бочего оборудования до ср.о. = 8 МН/м вместо реальной 20 МН/м. 

 

 

 

6. ДИНАМИЧЕСКИЕ  ПРОЦЕССЫ  В  МАШИНАХ     
ВИБРАЦИОННОГО  ПРИНЦИПА  ДЕЙСТВИЯ 

 

6.1. Особенности динамического расчета 
 

Рассматриваемые машины относятся к классу вибрационных машин, 

в которых широко используются уникальные силовые качества колеба-

тельных процессов. Эффективность воздействия таких машин на обра-

батываемую среду определяется амплитудой и частотой колебаний их 

рабочих органов в линейных динамических системах или зависит от 

гармонического состава колебаний рабочего органа и от амплитудных 

и фазовых соотношений различных гармоник и их значений в нелиней-

ных динамических системах. 

Отсюда вытекает основная задача динамики вибрационных машин – 

обеспечение оптимальной траектории движения их рабочих органов. 

Взаимодействия рабочих органов с обрабатываемой средой, как прави-

ло, существенно нелинейны, поэтому динамические расчеты вибраци-

онных машин редко укладываются в рамки линейных теорий, что зна-

чительно усложняет определение оптимальных траекторий. 

Еще бóльшие сложности возникают при расчете вибрационных ма-

шин, работающих на резонансных режимах. В этом случае возникает 

целый комплекс связанных между собою задач: определение области 

устойчивых режимов; возбуждение и стабилизация режимов; выбор 

уровней изменения скоростей и ускорений рабочих органов в зависи-

мости от условий технологического процесса. 
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6.2. Динамические параметры вибровозбудителей 
 

Важнейшим элементом любой вибрационной машины является виб-

ровозбудитель (вибратор), который сообщает движение колебательной 

системе и создает возмущающую силу, необходимую для преодоления 

внутренних и внешних сопротивлений. 

По принципу действия вибровозбудители классифицируются на ме-

ханические с диапазоном рабочих частот до 200 Гц, пневматические 

(200 Гц), электромагнитные (400 Гц), гидравлические (1000 Гц), элек-

тродинамические (5000 Гц). Наибольшее распространение получили 

механические вибровозбудители – центробежные и кривошипно-ша-

тунные. При создании тяжелых вибрационных машин (например, с 

трамбующим и рыхлящим оборудованием) применяются гидравличе-

ские вибровозбудители, обладающие высокой удельной мощностью. 

 

6.2.1. Центробежные вибровозбудители 
В таких вибровозбудителях возмущающая сила создается центро-

бежной силой инерции при вращении одной или нескольких неуравно-

вешенных масс, которые называются дебалансами. Крутящий момент 

сообщается валу дебаланса двигателем, находящимся вне корпуса виб-

ровозбудителя или встроенным в него. 

Динамическая система центробежного вибровозбудителя с одним 

дебалансом представлена на рис.6.1. 

 
Рис. 6.1. Расчетная схема динамической системы вибровозбудителя 

с одним дебалансом: 1 – демпфирующая связь; 2 – жесткая неподвижная 

стенка; 3 – упругая связь; 4 – направляющие для поступательно движущейся 

массы; 5 – подвижная масса вибровозбудителя (т1); 6 – масса дебаланса (т0). 
 

Введем такие обозначения: с1 – коэффициент жесткости упругой 

связи; h1 – коэффициент демпфирования; ω0 – угловая скорость враще-

ния дебаланса; r – его эксцентриситет. 
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Общая масса динамической системы равна 

m = m1 + m0  ,                                               (6.1) 

а внешняя сила, создаваемая дебалансом, - 

F = m0 · r · 
2

0ω · cos ω0 t .                                    (6.2) 

Система совершает вынужденные колебания вдоль оси ОХ. Соот-

ветствующее расчетное уравнение, полученное по схеме Лагранжа, 

примет вид: 

t
mm

rm
xxhõ 0

01

2

002

11 cos2 ω
ω

ω
+

⋅⋅
=++ &&&  .                (6.3) 

Решение уравнения такого типа рассмотрено в п.2.3. 

Выражения для амплитуды вынужденных колебаний А1 и начальной 

фазы φ1 соответственно равны: 
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                  (6.4) 

где 
)( 01

1
1 mm

c

+
=ω  – собственная частота колебаний по оси ОХ. 

Максимальное (резонансное) значение амплитуды А1 составляет 

2

1

2

1101

2

10

1

)(2 hhmm

rm
A P

−+

⋅⋅
=

ω

ω
                           (6.5) 

при резонансной частоте 

2

1

2

1

2

1

2h−
=Ρ

ω

ω
ω  .                                     (6.6) 

Амплитудно-частотная характеристика динамической системы цен-

тробежного вибровозбудителя приведена на рис.6.2. 
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Рис. 6.2. Амплитудно-частотная характеристика  

вибровозбудителя с одним дебалансом 

Усложним расчетную схему и положим, что динамическая система 

совершает вынужденные колебания по двум координатным осям ОХ и 

ОУ. В таком случае получаем второе расчетное уравнение: 

t
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yyhy 0
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22 sin2 ω
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ω ⋅
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⋅⋅
=++ &&&  .                         (6.7) 

В результате его решения найдем выражения для амплитуды А2 и 

начальной фазы φ2 : 
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                 (6.8) 

где 
01

2
2 mm

c

+
=ω  – собственная частота колебаний по оси ОУ. 

Параметры с2 и h2 являются характеристиками вертикальных упру-

гих и демпфирующих связей. 

Если учесть, что коэффициенты демпфирования незначительно вли-

яют на частоты колебаний, то основная масса динамической системы 

при двойных колебаниях по осям ОХ и ОУ будет описывать траекто-

рию, близкую к эллиптической с полуосями А1 и А2. 

При                                             0
2

0

2

2

2

0

2

1 >
−

−

ωω
ωω

,                                  (6.9) 

динамическая система имеет настройку вдоль обеих координатных 

осей: одновременно дорезонансную или одновременно зарезонансную. 
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При этом основная масса будет двигаться по эллиптической траектории 

в направлении вращения дебаланса. 

Если                                           0
2

0

2

2

2

0

2

1 <
−

−

ωω
ωω

,                                (6.10) 

то настройка системы вдоль одной из координатных осей дорезонанс-

ная, вдоль другой – зарезонансная. При этом основная масса движется 

по своей траектории в направлении, обратном вращению дебаланса. 

Траектория движения основной массы становится окружностью в 

двух случаях: 

- при равенстве частот ω1 = ω2 ≠ ω0 и выполнении условия (6.9); 

- при выполнении соотношения 
2

2

2

2

1
0

ωω
ω

+
=  и условия 

(6.10). 

Теперь рассмотрим работу вибровозбудителя с двумя дебалансами 

массой m0 каждый. Соответствующая расчетная схема представлена на 

рис.6.3. 

 

 
Рис. 6.3. Расчетная схема динамической системы  

вибровозбудителя с двумя дебалансами:  
1 – корпус вибровозбудителя; 2 и 3 – упругие связи; 4 и 5 – дебалансы 

 

Возмущающая сила изменяется по закону 

F = 2m0 · r · 
2

0ω · sin ω0 t .                                (6.11) 

Линия ее действия обеспечивается синхронизацией вращения деба-
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лансов при определенной их фазировке. Это достигается принудитель-

ной кинематической или электрической синхронизацией. 

При определенном соотношении параметров наступает явление са-

мосинхронизации. Определим условия, при которых она возможна. 

Найдем общую массу вибровозбудителя 

m = m1 + 2m0 .                                          (6.12) 

Обозначим через I1 – центральный момент инерции массы m1;          

с3 – коэффициент угловой жесткости пружинной подвески; 2ℓ – рассто-

яние между осями дебалансов. 

Тогда условие синхронного вращения дебалансов запишется в виде: 
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где 
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  Всего имеется 16 комбинаций параметров, при которых происхо-

дит явление самосинхронизации. 

 

6.2.2. Кривошипно-шатунные вибровозбудители 
Для определения возмущающей силы вибровозбудителя и его частот-

ного режима рассмотрим расчетную схему, представленную на рис.6.4.   
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Рис. 6.4. Расчетная схема динамической системы  

           кривошипно-шатунного вибровозбудителя 

 

Все массы вибровозбудителя заменим двумя приведенными масса-

ми: mBP – масса вращающихся частей, размещенная в точке a на оси 

пальца кривошипа; mП – масса частей, совершающих возвратно-по-

ступательное движение, размещенная в точке b на оси пальца ползуна. 

Введем такие обозначения: М1 – масса кривошипа; М2 – масса пол-

зуна; М3 – масса шатуна; ρ – расстояние от оси вращения до центра тя-

жести кривошипа; r – радиус кривошипа; ℓ – длина шатуна; ℓa и           

ℓb – расстояния от центра масс шатуна соответственно до точек а и b;  

ω – угловая скорость вращения кривошипа. 

Массу кривошипа М1, приведенную к точке а, обозначим через mK. 

Центробежная сила этой массы равна центробежной силе кривошипа: 
22

1 ωωρ ⋅⋅=⋅⋅ rmÌ K , 

откуда                                         rMmK ρ1= .                                    (6,14) 

Массу ползуна М2 можно считать сосредоточенной в точке b. 

Массу шатуна М3 заменим двумя приведенными массами ma и mb, 

сосредоточенными в точках а и b: 

33 ; MmMm a
b

b
a

l

l

l

l
== ,                        (6.15) 

причем    
3Mòò bà =+  .        

Окончательно получаем 

 mBP = mK + ma ;                                   (6.16) 

mП = M2 + mb  .                                   (6.17) 

Горизонтальная составляющая силы инерции массы mBP будет равна 

trmBP ωω cos2 ⋅⋅⋅ . 

Частота изменения этой силы равна угловой скорости вращения 

кривошипа ω. 

Для определения горизонтальной составляющей силы инерции мас-

сы mП сначала определим закон ее возвратно-поступательного движе-

ния. Как видно из расчетной схемы, расстояние х = o b составляет 

ϕω coscos ⋅+⋅= ltrx .                           (6.18) 

Между углами ωt и φ существует такая связь: 

r · sin ωt = ℓ · sin φ , 
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т.е.                                             .sinsin t
r

ωϕ
l

=  

Тогда можно записать 

t
r

trx ωω 2

2

sin1cos ⋅
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−+⋅=
l

l .                   (6.19) 

Разлагая второе слагаемое в степенной ряд и, ограничиваясь в раз-

ложении двумя первыми членами, получим: 
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Дважды дифференцируя это выражение, будем иметь: 
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Найдем силу инерции массы mП: 
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l
&& .                (6.22) 

Полная возмущающая сила, создаваемая в горизонтальном направ-

лении, будет равна 
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


 +⋅⋅+⋅⋅= Π t
r

trmtrmP BP ωωωωω 2coscoscos 22

l
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Эта сила состоит из двух слагаемых с частотой ω и 2 ω. 

Максимальное значение возмущающей силы имеет такой вид: 


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rmrmP BP 122

max ωω .                   (6.24) 

 

6.3. Динамика вибрационных транспортеров 
Вибрационный транспортер предназначен для перемещения куско-

вых и сыпучих материалов, которые условно будем называть грузом. 

Действие вибрационного транспортера основано на том, что рабо-

чий орган машины в начале и в конце каждого цикла колебаний зани-

мает одно и то же положение, а транспортируемый груз в каждом цик-

ле продвигается вперед относительно рабочего органа. 

Имеются два основных типа вибротранспортирования – с постоянным 

нормальным давлением груза на рабочий орган и с переменным давлени-

ем, когда осуществляется периодическое ударное подбрасывание груза. 
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Наиболее перспективным является второй тип, т.к. он позволяет по-

лучать бóльшую скорость перемещения груза. Увеличение скорости 

объясняется тем, что груз перемещается при его свободном полете, то-

гда как в безударных вибрационных транспортерах груз всегда нахо-

дится в контакте с рабочим органом. 

На рис.6.5. приведена расчетная схема одномассового вибрационно-

го транспортера с дебалансным приводом для горизонтального пере-

мещения груза с подбрасыванием. 

Кинематика вибротранспортера задается опорными упругими эле-

ментами в виде плоских рессорных пакетов. Его колебания совершают-

ся в направлении S под углом α к оси ОХ по гармоническому закону 

S = A · sin kt ,                                          (6.25) 

где А – амплитуда возмущающей силы; k – ее частота; t – время. 

Вертикальная и горизонтальная составляющие движения рабочего 

органа определяются соотношениями: 

y = A · sin α · sin kt ;    x = A · cos α · sin kt .          (6.26) 

 
Рис. 6.5. Расчетная схема вибрационного транспортирования  

груза с подбрасыванием 

 

Дифференцирование по времени дает 
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       (6.27) 

Сначала рассмотрим вертикальное движение груза после отрыва его 

от рабочего органа, которое происходит в момент времени t1, когда 

вертикальное ускорение y&&  по абсолютной величине становится рав-

ным ускорению силы тяжести g: 

                          gktkA =⋅⋅ 1

2 sinsinα . 
Основным параметром вибрационного транспортирования груза с 
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подбрасыванием является безразмерный коэффициент режима вибра-

ции 

g

Ak
K B

αsin2 ⋅
= .                                    (6.28) 

Этот коэффициент показывает, во сколько раз максимум вертикаль-

ной составляющей ускорения рабочего органа y&& max больше ускорения 

силы тяжести. Момент времени t1, при котором происходит отрыв гру-

за, связан с коэффициентом режима вибрации соотношением 

BK
kt

1
sin 1 = .                                        (6.29) 

Свободный полет груза в вертикальном направлении описывается 

уравнением 

( ) ( )
2

2

1
100

tt
gttyyy

−
−−+=Γ & ,                 (6.30) 

где уГ – вертикальное перемещение груза; у0 – начальное положение 

груза в момент отрыва от рабочего органа; 
0ó&  – начальная скорость 

груза в этот же момент. 

Из соотношений (6.26) и (6.27) получаем 

                  y0 = A · sin α · sin kt1 ;   0ó&  = A k sin α · cos kt1 .      

Подставляя эти значе6ния в (6.30) и принимая во внимание (6.28) и 

(6.29), имеем 

( ) ( )2

11
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2 2

cos
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g
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k
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k

g
y B −−−

⋅
+=Γ .            (6.31) 

Момент времени t2 падения груза на рабочий орган находим из 

условия y0 (t2) = yГ (t2): 

( ) ( ) .
2

cos
sinsin
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1212
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22 tt
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g
ktA B −−−

⋅
+=⋅α   (6.32) 

Введем обозначения 

( )12
2

tt
k

−=ψ .                                       (6.33) 

Тогда условие (6.32) принимает вид 
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1

21

2cos2
)2sin(sin
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ktgK
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ktA B ψψ
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или после преобразований 
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1

2

111 sin2cos2sin)2sin( tktktktk ⋅−+=+ ψψψ .       (6.35) 

Из квадратного уравнения (6.35) при известном значении kt1, нахо-

дим Ψ и затем t2 из (6.33). В момент времени t2 происходит удар, и если 

нет отскока, груз движется в контакте с рабочим органом до нового от-

рыва при t  =  t1  + 2π / k. 

На рис.6.6. штриховой линией показан график уГ(t) при t2 < t1 + 2 π/k. 

При t2 = t1 + 2π / k наблюдается режим непрерывного подбрасывания. 

Для этого режима Ψ = π. Подставляя Ψ = π в (6.35), находим значение 
*

1kt , при котором будет режим непрерывного подбрасывания, 

                     sin
*

1kt  = sin
*

1kt  + 2 π cos
*

1kt  – 2 π
2 
sin

*

1kt , 

или                                  
π
1*

1 =tgkt .                                                      (6.36) 

 

 

 

 
Рис. 6.6. График изменения функций y = f(t) и уГ = f(t) 

 

Безразмерный коэффициент режима вибрации при непрерывном 

подбрасывании 

*

1

*

sin

1

kt
K B =   или 3,312* ≈+= πBK .                (6.37) 

В промышленных вибрационных транспортерах принимают 2 < КB < 2,8. 

Горизонтальная скорость груза при свободном полете сохраняется 

постоянной и равной горизонтальной составляющей рабочего органа в 
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момент отрыва груза: 

                              1coscos ktAkV α=Γ     или 

  
B

B

K

K
AkV

1
cos

2 −
=Γ α .                                     (6.38) 

После удара груз некоторое время находится в контакте с рабочим 

органом, т.е. горизонтальная составляющая скорости груза VГ = õ&  по 

соотношению (6.27). Вследствие относительной кратковременности 

контакта груза с рабочим органом считают, что расчетную горизон-

тальную скорость груза V можно принять постоянной и равной скоро-

сти VГ с поправочным коэффициентом b, зависящим от вида перемеща-

емого материала: 

B

B

K

K
AkbV

1
cos

2 −
⋅= α .                              (6.39) 

Для кусковых материалов b = 0,7…1,0; для сыпучих материалов 

значительно меньше – b = 0,2…0,5. Это объясняется тем, что при виб-

ротранспортировании сыпучих материалов их сплошной слой отрыва-

ется от рабочего органа с некоторым запозданием при более высоком 

вертикальном ускорении. 

Направление действия вибрационных сил обычно варьирует в пре-

делах α  = 25…35
0
. 

 

6.4. Динамика виброударного погружения свай 
 

Виброударное погружение свай характеризуется большой скорость 

процесса и его экономичностью, так как в этом случае не нужны доро-

гостоящие копры и паросиловые установки. Необходим только меха-

нический возбудитель колебаний, приводимый в движение электродви-

гателем. 

Виброударное погружение осуществляется под действием статиче-

ской силы, направленной вниз, и периодической ударной нагрузки, со-

здаваемой вибромолотом. Принципиальная схема динамической систе-

мы вибромолота представлена на рис.6.7. 
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Рис. 6.7. Расчетная схема виброударного погружения свай:  
1 – виброударная масса; 2 – вибровозбудитель; 3 – ударный боек;  

4 – опорная плита; 5 – упругая связь; 6 – свая 

 

Положим, что на динамическую систему вибромолота действует 

возмущающая сила 

F = F0 · cos (kt + α) ,                               (6.40) 

где k – частота возмущающей силы; α – начальная фаза вынужденных 

колебаний. 

Введем следующие обозначения: m – подвижная ударная масса;  

сПР – приведенная линейная жесткость упругой связи; х0 – начальный 

зазор между бойком и сваей; х – текущая координата смещения по-

движной массы. 

Уравнение движения подвижной массы имеет вид: 

,)cos(2 αω +=⋅+ tkqõõ&&                           (6.41) 

где mcÏÐ /=ω  – собственная частота колебаний; q = F0 /m;  t – те-

кущее время. 

       Общее решение ищем в такой форме: 

,)cos()cos( 21 αϕω +++= ktñtñx                 (6.42) 

где  φ  – начальная фаза собственных колебаний. 

Примем такие начальные условия: 

при t = 0   x(0) = -x0 ;      ;Võ ⋅∆=&  

при t = T = 2π/k   x(T) = -x0 ;     ,Võ =&  

где V – скорость ударной массы до соударения; ∆ – коэффициент вос-

становления скорости при ударе; Т – период вынужденных колебаний. 

После ряда преобразований находим такое конечное решение: 
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πωω
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−−
∆+

=

 .   (6.43) 

Так как в момент соударения при t = 0  х = -х0, то  

.)/(]2/)(

)1(sin[cos2/)/()1(

2222

0

ωω

ωπω

−−×

×−∆−∆+=−

kqkk

VarcqkctgVx
     (6.44) 

Из соотношения (6.44) получим расчетное уравнение для нахожде-

ния ударной скорости V: 

,0
)1()1(

)1(
4

)1)(1(
4

22

224

2
2

0

2

20

2 =
+∆−










Ψ−
−

+
+∆−

+
νν

ν k

q
xk

V
k

xV    (6.45) 

где Ψ∆−Ψπ∆+=ν )1/(ctg)1(  ;  ./ kω=Ψ  

Решая квадратное уравнение (6.45) относительно скорости V и 

вводя безразмерную функцию Ф1,2 = V · k/q , получим: 

( )




















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−
−

+
±

∆−
=

2

2

22

2

2,1
1

1

1

1

1

ν

λ
ψ

ν
νλ

Ô ,                   (6.46) 

где 
q

kx 2

0 ⋅−=λ  – приведенный зазор. 

Знаки (+) и (–) перед радикалом в соотношении (6.46) показывают, 

что скорость ударной массы может принимать положительные и отри-

цательные значения. Причем действительные значения функция Ф1,2 

принимает только в случае, когда 

2

2

1

1

ψ
ν

λ
−

+
≤ .                                           (6.47) 

Функция Ф1,2 достигает оптимального значения при 

21 ψ

ν
λ

−
=ÎÏÒ  .                                         (6.48) 
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С учетом выражения для ν фактически мы имеем функциональную 

зависимость ),( ψλ ∆= fÎÏÒ . 

Величина коэффициента ∆ зависит от материала и формы бойка 

вибромолота и сваи, соотношения их масс, характера грунта и глубины 

забивки сваи. На практике величина ∆ колеблется от – 0,2 до + 0,2. В 

процессе забивки свай наблюдается возрастание ∆ на величину, при-

близительно равную 0,2. Это объясняется возрастанием сил взаимодей-

ствия сваи с грунтом. Поэтому для легких свай, труб и шпунта можно 

принять ∆ = 0. И только для тяжелых свай принимают ∆ = 0,2. 

Графическая зависимость )(ψλ fÎÏÒ =  показана на рис.6.8. 

Анализ полученных зависимостей показывает, что при дорезо-

нансном режиме (ψ < 1,0) значения λОПТ  следует определять при           

ψ = 0,3…0,7, а при зарезонансном режиме (ψ > 1,0) – при ψ = 1,3…1,9. 

 
Рис. 6.8. Графики изменения функции )(ψλ fÎÏÒ =  при ∆ = 0; 0,5 

 

 

6.5. Динамика вибрационных рыхлителей 
 

Вибрационное разрушение наиболее эффективно для грунтов 

средней крепости, а также при работе узких ножей на больших глуби-

нах и скоростях. Наиболее рациональным режимом разрушения грун-

тов является такой режим, при котором направление рабочей скорости 

землеройной машины vp совпадает с направлением приложения вибра-

ции, т.е. при продольных колебаниях. При этом скорость вспомога-

тельного колебательного движения составляет 
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u = a k cos kt .                                        (6.49) 

где a и k – соответственно амплитуда и частота колебаний возмущаю-

щей силы. 

Абсолютная скорость рабочего органа будет равна 

V = vp + a k cos kt .                                   (6.50) 

Основными энергетическими параметрами вибрационных рыхли-

телей являются динамические нагрузки при разрушении грунтов и 

суммарная мощность, потребная для перемещения рабочего органа. 

При определении динамических нагрузок будем исходить из тео-

рии ударного разрушения. Уравнение движения рабочего органа при 

ударе о грунт имеет такой вид: 

0)( =+ tPxm &&  .                                    (6.51) 

где m – приведенная масса подвижных частей рабочего органа; Р(t) – 

усилие сопротивления грунта. 

Полагаем, что P(t) = A · x(t) , 

где ;
1

2
2µ−

=
rE

À  Е – динамический модуль упругости; µ – коэффициент 

Пуассона; r – радиус сечения рабочего органа, контактирующего с 

грунтом в момент удара. 

Преобразуем уравнение к стандартному виду: 

02 =+ õõ ω&& ,                                              (6.52) 

где òÀ /=ω  – собственная частота колебаний динамической систе-

мы рабочего органа рыхлителя. 

Найдем решение расчетного уравнения 

 tCtCtx ωω cossin)( 21 ⋅+⋅= .                       (6.53) 

Примем такие начальные условия: 

при t = 0  х = 0;   akvx P +=& . 

Тогда окончательно имеем 

  t
V

tx ω
ω

sin)( = .                                           (6.54) 

Максимальное динамическое усилие, затрачиваемое на разруше-

ние грунта, составит: 

( )
2max

1

2

µ−
+=

rEm
akvP PÄ .                              (6.55) 

Вопрос об оценке мощности, расходуемой на преодоление сил 
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трения при перемещении вибрационного рабочего органа через разру-

шаемую среду, является довольно спорным. Некоторые ученые пола-

гают, что в этом случае возникает эффект снижения сил и коэффициен-

тов трения и указанная мощность заметно снижается. Наиболее полно 

эта проблема исследована  д.т.н. И.Я.Федоренко
*)

. 

Основные выводы сводятся к следующему.  

Зависимость действительной силы трения F от абсолютной скоро-

сти движения вибрационного рабочего органа V можно представить в 

виде закона Кулона: 

)()( VsignFVF ⋅= ,                                  (6.56) 

 

*) И.Я.Федоренко. Механизм трения вибрационных рабочих органов. Ж. «Ме-

ханизация и электрификация сельского хозяйства, № 6, 1986, стр. 14-16. 

где 




>−

<
=

01

01

Vïðè

Vïðè
sign . 

Из выражения (6.50) следует, что при vP > аk движение рабочего 

органа пульсирующее, при vP < аk рабочий орган скользит относитель-

но среды вперед и назад. Интерес представляет именно второй тип 

движения. Дело в том, что при V < 0 сила трения F из сопротивления 

превращается в силу, способствующую перемещению, т.е. происходит 

так называемое отрицательное трение. 

Введем в рассмотрение критерий Струхаля 

 Sh = vp / аk  .                                                 (6.57) 

Найдем среднее за период колебаний значение силы трения для 

вибрационного рабочего органа, движущегося со скоростью vp : 

;

.1

11)cos(
2









>

≤




 −−
=

ShïðèF

ShïðèSharcF
FB π         (6.58) 

Таким образом, эффект снижения трения при вибрации действи-

тельно присутствует и зависит от числа Струхаля. Однако он возможен 

только при Sh < 1 (vP < аk). 

Сопоставим значения мощностей для безвибрационного (N) и виб-

рационного (NB) перемещений рабочего органа со средней скоростью vp 

в течение одного периода колебаний. 

В первом случае имеем 

N = F · vp  ,                                                 (6.59) 
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во втором –  

),(
2

−+ += SSF
k

N B π
                                (6.60) 

где S+ и S-- – перемещения рабочего органа в течение периода колеба-

ний соответственно вперед и назад. 

Для вычисления величин S+ и S-- следует определить моменты 

времени остановки рабочего органа в течение периода колебаний. Для 

этого необходимо решить уравнение 

.0cos =+== ktakvVS P
&                            (6.61) 

Корни этого уравнения будут действительными только при vP < аk, 

т.е. при Sh < 1: 
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1
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                              (6.62) 

Тогда 

2

12 12)arccos(
2

)()( ShaSh
k

v
tStSS P −+−=−=+ ;        (6.63) 

2

32 12
2

)arccos(
2

)()( Sha
k

Sh
k

vtStSS P −+




 −−=−=−

π
. (6.64) 

После преобразования выражения (6.60) с учетом (6.63) и (6.64) получим 

Sh

Sh
Sharc

N

N B
212

1)cos(
2 −

+−−==
ππ

θ .            (6.65) 

Зависимость )(Shf=θ представлена на рис 6.9. 
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Рис. 6.9. График функции )(Shf=θ  

 

Анализ рис.6.9. показывает, что величина мощности NB , затрачи-

ваемой на вибрационного перемещение рабочего органа с постоянной 

скоростью vP на всем диапазоне изменения Sh ≤ 1 превышает величину 

мощности N при безвибрационном перемещении, несмотря на наличие 

эффекта снижения трения. Наиболее целесообразно использовать при 

вибрационном рыхлении диапазон Sh = 0,4…0,8, когда соотношение  

NB / N  ≤ 1,5. 

7. ВИБРОИЗОЛЯЦИЯ  МАШИН 
 

Виброизоляцией называется способ уменьшения колебаний динами-

ческой системы, основанный на значительном ослаблении ее связей с 

другими системами. Например, виброизоляция двигателя от рамы ма-

шины; виброизоляция движущейся машины от воздействия микроне-

ровностей грунтовой поверхности (т.н. подрессоривание). 

Таким образом, при виброизоляции, как минимум, присутствуют две 

динамические системы: одна из них является источником возбуждения, 

а другая – защищаемым объектом. Эти две системы соединены между 

собой посредством виброизоляторов (амортизаторов).
 

 

7.1. Динамические характеристики одноосного виброизолятора 
 

Обычно массы источника возбуждения и объекта виброзащиты су-

щественно отличаются одна от другой. В таком случае движение тела 

«большой» массы считается независимым от движения тела «малой» 

массы. Тело «большой» массы называют основанием независимо от 

того, является ли оно защищаемым объектом или источником возбуж-
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дения. 

На рис.7.1 приведена расчетная схема виброизоляции динамической 

системы (например, двигателя внутреннего сгорания) массой т, кото-

рая является источником возбуждения, от другой динамической систе-

мы (массивной рамы машины), которая является защищаемым объек-

том и играет роль основания. Между системами помещен виброизоля-

тор с приведенным коэффициентом линейной жесткости с и приведен-

ным коэффициентом демпфирования h. Силовое возбуждение осу-

ществляется силой F(t) = F0 · sinkt. 

 
Рис. 7.1. Расчетная схема одноосного виброизолятора 

В рассматриваемом случае реакция виброизолятора Q выражается 

таким соотношением: 

Q(y, ó& ) = - cy – b ó&  ,                                  (7.1) 

где b – приведенный коэффициент вязкости (b = 2hm). 

Так как внешняя сила F(t) и реакция Q(y, ó& ) направлены вдоль од-

ной оси, то виброизолятор будем называть одноосным. 

Уравнение движения источника возбуждения описывается аналити-

ческой моделью типа (2.45) и имеет такой вид: 

tk
m

F
yyhy sin2 02 =+= ω&&& ,                                (7.2) 

где h = b/2m ;  ω2
 = c/m . 

Решение этого уравнения для установившихся вынужденных коле-

баний, т.е. после затухания собственных колебаний, согласно соотно-

шению (2.47), получим в виде 

( )
)sin(

4 22222

0 ϕ
ω

+
+−

= tk
khkm

F
y ,                   (7.3) 
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где 
22

2

k

hk
tg

−
=
ω

ϕ  . 

Дифференцируя выражение (7.3), находим  

( )
)cos(

4 22222

0 ϕ
ω

+
+−

⋅
= tk

khkm

kF
y& .                     (7.4) 

Подставляя значения y и ó&  в (7.1), получаем силу, передаваемую 

виброизолятором на основание: 

( ) 




 +++
+−

⋅
−= )cos()sin(

4 22222

0 ϕϕ
ω

kt
c

kb
tk

khkm

cF
Q .   (7.5) 

Согласно соотношению (2.51), коэффициент динамичности описы-

вается таким выражением 

( ) 22222

2
*

4 khk +−
=

ω

ω
β . 

Тогда равенство (7.5) примет вид: 






 +++−= )cos(
2

)sin(
20

* ϕ
ω

ϕβ kt
hk

tkFQ .             (7.6) 

Для определения Qmax преобразуем выражение (7.6), используя из-

вестное тригонометрическое соотношение 

)sin(cossin 22 εααα ++=⋅+⋅ baba ,          (7.7) 

где )/( abtgarc=ε . 

В нашем случае: а = 1, b = 2hk/ω2
 . 

Тогда  

)sin(
4

1
4

22

0

* εϕ
ω

β +++−= tk
kh

FQ ,               (7.8) 

где )/2( 2ωε hktgarc= . 

Следовательно, максимальное значение силы Q равно 

4

22

0

*

max

4
1

ω
β

kh
FQ += .                              (7.9) 

Отношение наибольшей силы, передаваемой основанию при сило-

вом возбуждении, к амплитуде гармонической возбуждающей силы 

называется коэффициентом амортизации колебаний, или коэффициен-
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том виброизоляции: 

4

22
*

0

max 4
1

ω
βη

kh

F

Q
+== .                       (7.10) 

На рис.7.2 показаны графики зависимости коэффициента виброизо-

ляции η от отношения частоты возмущающей силы к собственной ча-

стоте источника возбуждения. 

При жестком соединении источника возбуждения и основания η = 1; 

при η < 1 виброзащитная система эффективна; при η > 1 применение 

виброизолятора нецелесообразно. Для того, чтобы выполнялось соот-

ношение η < 1, должно соблюдаться условие 

2>
ω
k

.                                            (7.11) 

Обычно принимают 4/ ≥ωk . 

При кинематическом возбуждении коэффициент виброизоляции 

имеет такое же значение, как и при силовом возбуждении. 

 

 

Рис. 7.2. Зависимости 






=
ω

η
k

f  при различных значениях 2h/ω  

 

Один из рациональных вариантов конструкции виброизолятора по-

казан на рис.7.3. 
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Рис. 7.3. Конструктивная схема одноосного виброизолятора:  

1 – защищаемый объект; 2 – неподвижная часть виброизолятора;  

3 – резиновый демпфирующий элемент; 4 – упругий элемент;  

5 – источник возбуждения; 6 – подвижная часть виброизолятора 

 

В последнее время вместо традиционной резины в виброизоляторах 

стали применять литьевой полиуретан с высокими прочностными свой-

ствами. Это позволяет уменьшить габаритные размеры и массу вибро-

изоляторов, повысить их долговечность. 

В современных землеройных машинах жесткость виброизоляторов 

изменяется в большом диапазоне. Например, суммарная жесткость 

амортизационного крепления при «подвеске» кабин составляет для 

среднего бульдозера 2117 Н/м, для тяжелого (на базе трактора Т-330) – 

4400 Н/м. 

 

7.2. Динамические  характеристики  двухкаскадной 
виброизоляции 

 

Для повышения эффективности виброизоляции при высокочастот-

ных колебаниях, когда k >> ω, целесообразно применять двухкаскад-

ную виброизоляцию, расчетная схема которой приведена на рис.7.4. 
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Рис. 7.4. Расчетная схема двухкаскадной виброизоляции 

 

Источник возбуждения массой m1, совершающий гармонические ко-

лебания под действием силы F = F0 · sinkt, упругой связью с коэффи-

циентом жесткости с1 соединен с промежуточной массой m2, которая, в 

свою очередь, соединена с основанием упругой связью с коэффициен-

том жесткости c2. Демпфирование не учитывается. 

Уравнения движения динамической системы описываются аналити-

ческой моделью типа (2.69): 

.0)(

,sin)(

2221122

021111

=+−−

⋅=−+

ycyycym

ktFyycym

&&

&&
                       (7.12) 

Установившиеся вынужденные колебания в соответствии с (2.71) 

имеют такой вид: 

,sin

;sin
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2

2

2

210
1
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ckmcF

y

∆

⋅
=

∆

+−
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                        (7.13) 

где 
2

12

2

21

2

11 ))(( cckmckmc −+−−=∆ . 

Сила, передаваемая виброизолятором на основание, будет равна 

tk
ccF

cyQ sin210

22 ∆

⋅⋅
−=⋅−= .                    (7.14) 

Ее максимальная величина 

∆

⋅⋅
= 210

max

ccF
Q .                                  (7.15) 

Найдем выражение для коэффициента виброизоляции 

4

21
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1212121

21

0
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F

Q
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⋅
==η .      (7.16) 

При больших значениях k имеем 

2
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1

1

21

4

21*

km

c
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c

mmk
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⋅≡

⋅
≈η .                           (7.17) 

Отсюда следует, что для повышения эффективности виброизоляции 

надо удовлетворить условию 
2

2

2 k
m

c
< . 
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Учет демпфирования при больших значениях k не изменяет суще-

ственно выводов об эффективности двухкаскадной виброизоляции. 

 

 

7.3. Динамические характеристики виброизоляции 
при ударном воздействии 

 

Мерой ударного воздействия считается мгновенный импульс силы 

∫=
τ

0

)( dttPS ,                                            (7.18) 

где P(t) – импульсивная нагрузка; τ – длительность удара. 

Импульсивная нагрузка представляется выражением 





>=

≤≤=

,0)(

;0)()( 0

τ

τ

tïðètP

tïðètfPtP
                      (7.19) 

где P0 – максимальное значение нагрузки; f(t) – форма удара. 

В таком случае выражение (7.18) примет вид: 

∫=
τ

0

0 )( dttfPS .                                       (7.20) 

Рассмотрим особенности динамики виброизолятора при простейшей 

(прямоугольной) форме удара, когда f(t) = 1. В этом случае 

τ0PS = .                                                 (7.21) 

Будем полагать, что виброизолятор имеет только упругую связь с 

основанием с коэффициентом жесткости с; демпфирование не учиты-

ваем. Тогда уравнение движения условного источника возбуждения 

массой m, который подвергается ударному нагружению, опишется ана-

литической моделью типа (2.37): 

m

tP
yy

)(2 =+ω&& ,                                         (7.22) 

где mc /2 =ω . 

Положим, что мгновенный импульс приложен к источнику возбуж-

дения в момент t = ξ ; после этого он начал совершать свободные коле-

бания 

)(cos)(sin 21 ξωξω −+−⋅= tÑtÑy .                  (7.23) 

В начальный момент времени перемещение у = 0, а скорость y&
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находится по теореме об изменении количества движения Sym =& . С 

учетом этих начальных условий получаем: C1 = S/(mω); C2 = 0. 

Следовательно, свободные колебания источника возбуждения после 

ударного воздействия совершаются по гармоническому закону 

)(sin ξω
ω

−= t
m

S
y .                                 (7.24) 

Максимальная величина силы, передаваемой на основание, 

S
m

S
cQ ω

ω
≡⋅=max .                                (7.25) 

Для уменьшения Qmax надо уменьшить собственную частоту ω. При 

этом, согласно (7.24), увеличивается амплитуда колебаний. 

При инженерном динамическом расчете величину импульса при 

прямом ударе тела массой М по конструкции машины определяют по 

приближенной формуле 

S = M v0 (1 + kB ) ,                                 (7.26) 

где v0 – скорость в начале удара; kB – коэффициент восстановления при 

ударе. 

Например, при ударе по стальной конструкции стальным телом в 

форме шара kB = 0,60, а при ударе стальным телом в форме параллеле-

пипеда kB = 0,35. 

 

7.4. Управляемые системы виброизоляции 
 

Управляемыми или активными системами виброизоляции называют 

такие системы, в которых эффективность защиты от колебаний дости-

гается компенсацией возмущающих сил или перемещений. 

На рис.7.5 показана схема электрогидравлической виброзащитной 

системы, предназначенной для уменьшения перемещений у объекта с 

общей массой т относительно неподвижного основания. 
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Рис. 7.5. Управляемая система виброизоляции 

 

Источником возбуждения колебаний является сила F(t) = F0·sinkt. 
Между объектом и основанием помещен однооосный виброизолятор с 

приведенным коэффициентом жесткости с и приведенным коэффици-

ентом демпфирования h. Управляющее воздействие Fy создается сило-

вым гидроцилиндром 1, поршень которого действует на объект через 

упругую прокладку 2 с коэффициентом жесткости сy. Движение порш-

ня силового гидроцилиндра управляется по сигналу от датчика 3 отно-

сительных перемещений объекта и поршня. Этот сигнал подается в 

усилитель 4 с электрическим питанием 5. Усилитель вырабатывает 

сигнал, управляющий движением золотника 6, который регулирует по-

дачу жидкости от насоса 7 в силовой гидроцилиндр. В среднем поло-

жении золотника перекрыты оба трубопровода, ведущие в силовой 

гидроцилиндр. При движении золотника вверх жидкость под давлени-

ем поступает в верхнюю полость силового гидроцилиндра и его пор-

шень идет вниз. Соответственно, при движении золотника вниз – пор-

шень идет вверх. Перемещение поршня z вызывает изменение силы 

упругости Fу = сy (y - z ), действующей на объект со стороны упругой 

прокладки. При надлежащем выборе параметров виброзащитной си-

стемы сила Fy противодействует возбуждающей силе F(t) и уменьшает 

перемещения у. Эту силу называют управляющим воздействием. 

Коэффициент эффективности виброзащиты определяется по соот-

ношению (вывод опускается): 
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kK ýô    (7.26) 

 

где ;2;;)( 2

2

2

1 hmbmkbcñkmbñ y =−++=∆⋅+−⋅=∆ γγγ  γ - ко-

эффициент, зависящий от параметров золотника, параметров настройки 

электрической части и эффективной площади поршня. 

Параметры виброзащитной системы (h, c, cy, γ) должны быть вы-

браны так, чтобы Kэф > 1. 

 

 

7.5. Динамическое  подрессоривание машин 
 

Система динамического подрессоривания предназначена для защи-

ты рабочего оборудования и машиниста-оператора движущейся маши-

ны от вибрационного воздействия микропрофиля дорожного полотна. 

Такая система обеспечивается специальными подвесками, которые со-

здают упругую и демпфирующую связь остова машины с ходовыми 

элементами. Основная задача подвесок – нейтрализовать влияние вер-

тикальных и продольных угловых колебаний машины при ее переме-

щениях, а также сдвинуть спектр возмущающих сил в сторону высоких 

частот (низкие частоты крайне опасны для машинистов-операторов). 

Угловые поперечные колебания обычно не учитываются. 

Несмотря на большое многообразие конструкций подвесок их моде-

лируют по единой расчетной схеме, представленной на рис.7.6. 
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Рис. 7.6. Расчетная схема динамического подрессоривания машин 

 

Приняты следующие обозначения: М – масса машины, приведенная 

к ее центру тяжести (ц.т.); ρ – радиус инерции машины относительно 

поперечной оси, проходящей через ц.т.; а и b – расстояния от ц.т. до 

передней и задней подвесок; c1 и c2 – приведенные коэффициенты 

жесткости; h1 и h2 – приведенные коэффициенты демпфирования; α – 

угол поворота остова машины в продольной плоскости; z0 – вертикаль-

ное смещение ц.т.; z1 и z2  – вертикальные перемещения передней и 

задней подвесок; q1 = q1 (v; t) и q2 = q2 (v; t) – перемещения подвесок, 

создаваемые микрорельефом дорожного полотна; v – скорость пере-

движения машины. 

Используя схему Лагранжа, получим общие уравнения колебаний 

остова машины: 

.0)()(
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                 (7.27) 

Так как вязкое трение незначительно влияет на частоту колебаний, 

будем полагать, что h1 = 0; h2 = 0. 

В уравнения (7.27) входят четыре неизвестные: z0, z1, z2, α. Из них 

две, например, z1 и z2. независимыми являются только 
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Согласно расчетной схеме имеем 

z1 = z0 + а α ;    z2 = z0 - b α ,                                 (7.28) 

откуда  

,; 12
0

21

L

zbza
z

L

zz +
=

−
=α                             (7.29) 

где L = a + b. 
После упрощений система уравнений (7.27) примет вид: 

.

;

2211222

2

111

2

2211222111

bqcaqcbzcz
L

Mzacz
L

M

qcqczcz
L

a
Mzcz

L

b
M

+−=−−+

+=+++

&&&&

&&&&

ρρ
    (7.30) 

Умножим первое уравнение на b и вычтем из него второе; далее 

умножим первое уравнение на а и сложим его со вторым. Получим та-

кие уравнения: 
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        (7.31) 

Правые части уравнений представляют собой возмущающие силы, 

создаваемые микропрофилем дорожного полотна. 

В первую очередь, найдем собственные частоты колебаний исследу-

емой динамической системы. Для этого положим, что в уравнениях 

(7.31) отсутствуют возмущающие силы, и воспользуемся аналитиче-

ской моделью типа (2.66). Используя принятый в ней метод решения, 

придем к следующему уравнению частот: 

0)()( 21

2

1221

42

321 =++⋅−−⋅ ccMcMcMMM ωω ,      (7.32) 

где:  
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Учитываем только положительные значения частот 
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В случае, если ab = ρ2
, имеем 

;
2

2
1 M

ñ
=ω    .

1

1
2 M

ñ
=ω                                (7.34) 

Это свидетельствует о независимости колебаний остова машины на 

передней и задней подвесках. При этом прекращаются продольные ко-

лебания машины, создающие эффект галопирования. Указанное свой-

ство особенно важно для короткобазовых пневмоколесных стреловых 

кранов, т.к. исключается возможность отрыва колес от дорожного по-

крытия при движении с увеличенной скоростью. 

В другом случае, когда c1a = c2b, происходят только вертикальные 

колебания и исчезает эффект подпрыгивания. 

Если соблюдаются оба условия, то собственные частоты колебаний 

ω1 и ω2.совпадают. При этом устраняются и галопирование и подпры-

гивание машины. Это обстоятельство, в частности, должно учитывать-

ся при создании тяжелых стреловых самоходных кранов на специаль-

ном многоосном шасси для обеспечения достаточных вертикальных 

нагрузок на ведущие оси и соответственно тягового усилия при движе-

нии по любым дорогам. 

Перейдем к рассмотрению вынужденных колебаний подвесок. Вве-

дем упрощающее допущение о том, что между координатами z1 и z2 нет 

взаимной связи. Тогда уравнения (7.31) примут вид: 
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                 (7.35) 

Из разнообразных комбинаций последовательно чередующихся 

толчков на ходовые элементы машин, создаваемых дорожными усло-

виями, наиболее нежелательны те, которые следуют периодически, че-

рез равные промежутки времени. Положим, что соответствующая воз-

мущающая сила подчиняется гармоническому закону. В таком случае 

вынужденные колебания системы подрессоривания описываются ана-

литической моделью типа (2.37). 

Для определения частоты вынужденных колебаний k динамической 

системы можно сделать грубое допущение о том, что расстояние между 

дорожными неровностями является постоянным и равным ℓ. Тогда 

время прохождения через два соседних препятствия машиной, движу-
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щейся со скоростью v, будет равно t = ℓ/v. Период вынужденных коле-

баний T  = 2π/k . Полагая  t = T , получим 

 k  = 2π v/ℓ .                                               (7.36) 

Экспериментальные исследования показали, что при транспортном 

режиме землеройных машин вертикальные колебания их ходовых эле-

ментов совершаются с технической частотой f = 1…5 Гц. Эти частоты 

являются резонансными для отдельных частей тела машиниста-

оператора. Поэтому при проектировании системы динамического 

подрессоривания необходимо осуществлять так называемую отстройку 

(сдвиг) ее собственных частот из зоны наиболее опасных возмущаю-

щих воздействий в сторону повышенных частот (15…20 Гц). Это до-

стигается соответствующим изменением жесткости упругих связей. 

Пример 7.1. Для малогабаритной землеройной машины известны та-

кие исходные данные:  М = 1,49 
ì

ñêÍ 2⋅
;   а = 1,42 м;   b = 1,28 м;         

ρ = 1,23 м;   с1 = 32 кН/м;   с2 = 43 кН/м. 

Определить частоты собственных колебаний остова машины для за-

данной системы подрессоривания. 

Решение. Найдем условные массы 

М1 = 0,643 
ì

ñêÍ 2⋅
;   М2 = 0,721 

ì

ñêÍ 2⋅
;   М3 = 0,063 

ì

ñêÍ 2⋅
.    

Подставляя эти данные в формулу (7.33) получим 

ω1 = 6,93 с
-1

 ;  ω2 = 7,92 с
-1

 . 

Такие частоты опасны для машиниста-оператора, поэтому систему 

подрессоривания следует сделать более жесткой. 

Пример 7.2. Определить транспортную скорость передвижения ко-

лесного экскаватора, при которой может наступить резонанс задней 

системы подрессоривания. Профиль дорожного полотна описывается 

законом (рис.7.7): 








 −=
l

xa
z

π2
cos1

2
, 

где: а – глубина впадин; ℓ – длина дорожной волны (принимаем ℓ = 7 м). 
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Рис. 7.7. Расчетная схема к Примеру 7.2. 

 

Статическая нагрузка на заднюю систему подрессоривания Q = 28,6 кН, 

коэффициент линейной жесткости системы c = 90 кН/м. Упругость шин 

не учитывается. Принять при расчете, что колебание передней и задней 

систем подрессоривания не зависимы друг от друга. 

Решение.  

Находим собственную частоту колебаний системы подрессоривания 

156,5
6,28

8,990 −=
⋅

== c
Q

ñg
ω . 

Частота вынужденных колебаний k определяется по соотношению 

(7.36). Резонанс системы подрессоривания возможен в случае, когда    

ω = k, т.е. 

ω
π

=
l

v2
, 

откуда определяем резонансную скорость движения экскаватора 

2,6
14,32

756,5

2
=

⋅
⋅

=
⋅

=
π

ω l
v  м/с (22,3 км/ч). 

 

 

7.6. Виброзащита машиниста-оператора 
 

Для разработки систем виброзащиты рабочего места машиниста-

оператора
*)
 мобильных строительных и дорожных машин необходимо 

располагать данными об источниках динамического возбуждения, их 

интенсивности, частотном диапазоне, путях продвижения вибрации по 

элементам  конструкции  машины.  На  блок-схеме,  представленной  на  

__________________________________________ 
*) В дальнейшем вместо термина «машинист-оператор» будем использо-

вать упрощенный термин «машинист» 
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рис.7.8, показано формирование вибрации на одноковшовом экскаваторе. 

 

 
 

Рис. 7.8. Распространение вибрации от ее источников до рабочего 

места машиниста на экскаваторе ЭО-4121 

 

Источниками динамических воздействий (на блок-схеме выделены 

серым цветом) являются двигатель внутреннего сгорания (ДВС), 

трансмиссия, насосная станция, элементы ходового оборудования при 

взаимодействии с рельефом, рабочие органы (РО) при взаимодействии 

с разрабатываемым грунтом. 

Основными путями распространения вибрации являются: пассивные 

блоки, передающие динамическое воздействие без искажения (на блок-

схеме – сплошные линии); блоки, преобразующие передаваемое дина-

мическое воздействие (пунктирные линии). 

Векторы передачи возмущающего воздействия показаны линиями со 

стрелками (механические связи – сплошными линиями, гидравлические 

– пунктирными). 

Установлено, что для различных землеройных машин характерны 

два диапазона вибраций, действующих на рабочее место машиниста, – 

транспортная (0,5…6,0 Гц) и технологическая (15…65 Гц). 

Самые низкие вибрационные воздействия на рабочее место (порядка 
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0,5…2,0 Гц) генерируются ходовыми системами самоходных скрепе-

ров. 

При работе башенных кранов максимальная вибрация металлокон-

струкций не превышает 5 Гц. 

У машин с активным рабочим органом вибрация совпадает с часто-

той возмущающих воздействий. 

При распространении вибрации от двигателя по конструктивным 

элементам динамической системы какой-либо машины могут наблю-

даться случаи, когда возникают резонансные явления. 

Частотный диапазон вибрации машин называют спектром вибрации. 

Для количественной оценки этого спектра его разделяют на отдельные 

октавные полосы частот (октава представляет собой полосу, конечная 

частота которой в два раза больше начальной). В каждой полосе вибра-

ция оценивается суммарным (общим) уровнем. 

При оценке вибрации подъемно-транспортных, строительных и до-

рожных машин используются октавные полосы с низкими среднегео-

метрическими частотами: 1; 2; 4; 8; 16; 31,5; 63 Гц. 

Непосредственная оценка спектрального состава вибрации машин 

производится по виброскорости и виброускорению. Виброскорость из-

меряется в натуральных единицах (м/с) или по логарифмическому 

уровню в децибелах (дБ). Аналогично измеряется виброускорение – в 

м/с
2
 или дБ. 

Санитарные эргономические нормы допустимых спектральных по-

казателей вибрационной нагрузки на машиниста рассматриваемых ма-

шин при вертикальных колебаниях приведены в табл.7.1. 

Таблица 7.1 

Средне-

геометрическая 

частота октав-

ной полосы, Гц 

Среднеквадратичные значения 

Виброускорения  Виброскорости 

м/с
2 

дБ м/с·(10
-2

) дБ 

1 1,10 121 19,95 132 

2 0,79 118 7,08 123 

4 0,57 115 2,51 116 

8 0,63 116 1,26 108 

16 1,13 121 1,12 107 

31,5 2,25 127 1,12 107 

63 4,50 133 1,12 107 
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Биологическое действие вибрации на машиниста зависит от ее ча-

стоты: колебания с частотами до 15 Гц вызывают смещение тела и ор-

ганов; до 25 Гц – воспринимаются как отдельные толчки, вызывают 

костно-сосудистые изменения; свыше 50 Гц – влияют на нервную си-

стему. 

Основные резонансные состояния динамической системы «маши-

нист – машина» находятся в области 1…6 Гц. Поэтому особенно акту-

альна защита машиниста от вибрации именно в указанном диапазоне 

частот. Для решения этой проблемы используются различные виброза-

щитные системы. 

Обычно вибрация проникает на рабочее место машиниста через пол 

кабины, к которому жестко крепится кронштейн основания сиденья 

машиниста. Чтобы оптимизировать распространение вибрации от 

кронштейна к посадочному месту, между ними встраивается виброза-

щитная система, включающая параллелограммную подвеску и пружин-

но-гидравлическую амортизацию. Такая конструкция показана на рис.7.9. 

 
Рис. 7.9. Конструктивная схема сиденья машиниста: 1 – гидроамор-

тизатор; 2 – пружина; 3 – регулировочный винт; 4 – посадочное место; 

5 – пареллелограммная подвеска; 6 – кронштейн основания сиденья 

 

В динамической системе «машинист-сиденье» (рис.7.10) тело чело-

века рассматривается как твердое, а масса принимается равной 5/7 всей 

его массы. Эту массу вместе с массой подрессоренной части сиденья 

принимают за единую приведенную массу т пр . 
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Рис. 7.10. Расчетная схема динамической системы  

«машинист- сиденье» 

 

Как видно из расчетной схемы, динамическая система имеет кине-

матическое возбуждение. Закон движения основания сиденья – гармо-

нический: 

u(t) = Au sin λ t ,                                  (7.37) 

где λ – частота вынужденных колебаний пола кабины. 

Расчетное уравнение движения динамической системы имеет такой 

вид: 

tAyyhy u λλω sin2 22 ⋅⋅=++ &&& ,                   (7.38) 

где ΠΡ= mc /ω – собственная частота колебаний; h – коэффициент 

демпфирования. 

Уравнение (7.38) совпадает с уравнением (7.2) при условии, что     

F0 = 
2λ⋅⋅ΠΡ uAm . 

Используем решение (7.3) и примем во внимание, что абсолютное 

перемещение z массы mпр есть сумма ее относительного перемещения у  

и перемещения u основания сиденья. 

Тогда получим: 

tAt
h

A
z u

u λθλ
λλω

λ
sin)sin(

4)( 22222

2

+−
+−

= .          (7.39) 

Коэффициент виброизоляции динамической системы при кинемати-

ческом возбуждении представляет собой отношение максимального 

ускорения массы mпр к максимальному ускорению основания сиденья: 
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max

max

|| u

z

&&

&&
=η .                                                 (7.40) 

После ряда преобразований имеем: 

)sin( εθλ +−⋅= tAz ,                                 (7.41) 

где ;
4)(

4
22222

224

λλω
λω

h

h
AA u +−

+
⋅=  

2

2

ω
λ

ε
h

tg =  .   

Следовательно 

2222

22

2

2

4)1(

41

νβν
νβ

λ
λ

η
+−

+
≡=

uA

A
,                        (7.42) 

где ωλνωβ /;/ == h . 

Величина, обратная коэффициенту η, называется коэффициентом 

эффективности виброизоляции 

 ηэф = 1/ η .                                                 (7.43) 

Он показывает во сколько раз снижается амплитуда колебаний мас-

сы mпр . 

Относительным коэффициентом виброизоляции называется отно-

шение амплитуды Aу перемещения у к амплитуде Au перемещения u: 

.
4)1(4)( 2222

2

22222

2

νβν

ν

λλω

λ
η

+−
=

+−
==ΟΤΗ

hA

A

u

ó
  (7.44) 

По величине Aу, найденной из выражения (7.44), определяется рас-

стояние d между упорами (рис.7.10), при котором происходит безудар-

ное колебательное перемещение массы mпр: 

yAd 2≥ .                                                (7.45) 

В реальных конструкциях сидений величина d обычно не превышает 

80 мм, т.к. в противном случае изменится рабочая поза машиниста и 

нарушатся зоны досягаемости органов управления (рычагов, педалей, 

руля). 

Амплитуда виброскорости и виброускорения массы mпр соответ-

ственно составляют: 

Aск  =  A λ ;                                          (7.46) 

Aуск  = A  λ
2
 ,                                         (7.47) 

а их среднеквадратичные значения 
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                    2/ñêcê A=σ ;                               (7.48) 

2/óñêóñê A=σ .                                      (7.49) 

Величины σск и σуск сопоставляются с допустимыми виброскоростя-

ми и виброускорениями, приведенными в табл.7.1. Если они не превы-

шают допустимых значений, то виброзащита машиниста считается 

удовлетворительной и соответствующей эргономическим требованиям. 

В противном случае в динамической системе «машинист – сиденье» 

необходимо изменить упругие и демпфирующие связи. 

В заключение следует отметить, что в настоящее время больших 

успехов достигла вибрационная биомеханика. Поскольку сопротивле-

ния, массы, упругие и демпфирующие связи основных органов челове-

ка известны, создана его простейшая динамическая модель (рис.7.11). С 

помощью такой модели на специальных манекенах можно исследовать 

реакцию человеческого тела при различных вибрационных воздействи-

ях и определять его собственные колебательные характеристики. По-

этому вполне возможно, что в недалеком будущем можно будет подби-

рать индивидуальные системы виброзащиты машинистов. 

Пример 7.2. Определить эффективность динамической системы 

«машинист – сиденье», среднеквадратичные значения виброскорости и 

виброускорения сиденья; свободный ход сиденья до упоров. 

Исходные данные: масса машиниста –  mч = 80 кг; масса сиденья – 

mс = 26 кг; коэффициент линейной жесткости – с = 6500 Н/м; коэффи-

циент демпфирования – h = 4,22 с
-1

; кинематическое возбуждение ос-

нования сиденья – u (t) = 0,0035 sin (6 π t). 
Решение. Находим приведенную массу  

mпр = 5/7mч + mс = 5/7 · 80 + 26 = 83 кг. 

Тогда собственная частота колебаний системы будет равна 

185,8
83

6500 −

ΠΡ

=== ñ
ò

ñ
ω . 

Вычислим отношения 

β = h / ω = 4,22/8,85 = 0,477 ;   ν  =  λ / ω = 6 π / 8,85 = 2,13  

и определим значения коэффициентов виброизоляции 

;56,0
)13,2477,02()13,21(

)13,2477,02(1
222

2

=
⋅⋅+−

⋅⋅+
=η  
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Рис. 7.11. Динамическая модель тела человека 
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;11,1
)13,2477,02()13,21(

13,2

222

2

=
⋅⋅+−

=ΟΤΗη  

ηэф = 1 / 0,56 = 1,78 . 

Далее находим значения амплитуд абсолютного и относительного 

перемещений сиденья: 

A  =  Au · η = 0,0035 · 0,56 = 0,00196 м ; 

Aу =  Au · ηОТН   = 0,0035 · 1,11 = 0,0039 м , 

а также среднеквадратичные значения его виброскорости и виброуско-

рения при вертикальных колебаниях: 

026,02/600196,0 =⋅= πσ ñê м/с ; 

49,02/)6(00196,0 2 =⋅= πσ óñê  м/с
2
 . 

Техническая частота кинематического возбуждения динамической 

системы составляет 

32/62/ === πππλf Гц . 

Частота находится в активной полосе со среднегеометрической ча-

стотой 4 Гц. Для этой полосы допустимые по санитарным нормам 

среднеквадратичные значения виброскорости и виброускорения соот-

ветственно составляют 0,025 м/с и 0,57 м/с
2
. Сопоставляя эти значения 

со значениями σcк и σуск, приходим к выводу, что виброзащита маши-

ниста удовлетворяет эргономическим требованиям. 

Наконец, определим безударный свободный ход сиденья до упоров: 

d = 2Ay  ≅ 0,008 м. 

Этот показатель также соответствует допустимым нормам. 

 

 

 

 

 

 

8. СТОХАСТИЧЕСКИЕ  МОДЕЛИ   
    ДИНАМИЧЕСКИХ  СИСТЕМ 

 
Математическое описание и решение стохастических моделей осно-

ваны на методах теории случайных процессов, корреляционном и спек-
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тральном анализе. Такие модели весьма эффективны для исследования 

динамических систем машин при наличии случайных внешних воздей-

ствий (случайное изменение нагрузок, координат положения, микроре-

льефа планируемых площадей и транспортных путей, массы и объема 

перерабатываемых материалов и т.п.). 

Весьма актуальной проблемой является исследование влияния до-

рожных условий на функционирование строительной и дорожной тех-

ники. Эта проблема включает два самостоятельных этапа: 

- анализ реальных свойств микронеровностей на строительных 

площадках и связанных с ними транспортных коммуникациях; 

- разработку математического аппарата для оценки статистиче-

ских возмущений, создаваемых микронеровностями, на дина-

мические характеристики ходовых элементов машин. 

Указанная проблема имеет прямое отношение к колесным земле-

ройно-транспортным машинам (планирующая способность; скорость 

передвижения) и бетонотранспортным машинам (побуждение – пере-

мешивание – высокочувствительных бетонных или растворных смесей 

в пути следования; стабильность качества смесей при наличии случай-

ного спектра возбуждений). 

 

8.1. Постановка задачи 
 

Обычно стохастический процесс выражается случайной функцией 

времени Х(t), значения которой при каждом фиксированном значении 

аргумента t являются случайными величинами. Такие значения назы-

ваются реализацией случайной функции и обозначаются строчными 

буквами: х1(t), х2(t), …. Следовательно, случайную функцию Х(t) можно 

рассматривать как совокупность ее возможных реализаций в виде слу-

чайных величин Х(t) = {х(t)}. 

Значение реализаций какого-либо случайного явления {х(t)} не мо-

жет быть выражено в определенный момент времени t1 точной форму-

лой. Оно может быть описано только в вероятностной постановке в ви-

де функции плотности вероятности f (x, t1), которую называют законом 

распределения. 

При стационарных процессах, которые рассматриваются в настоя-

щем разделе, плотности вероятности не зависят от времени, т.е.              

f (x, t1) = f (x). 

Плотности многих случайных процессов, описывающих практиче-

ски важные физические процессы, хорошо аппроксимируются нор-
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мальным (гауссовым) распределением: 

[ ]
[ ]
[ ]2

2

)(2

)()(

2)(

1
)(

t

txtx

x

xe
t

txf σ

πσ

−−

= ,                       (8.1) 

где х(t) – конкретная реализация случайной функции; õ (t) – среднее значение 

всех реализаций; σх(t) – рассеивание реализаций около среднего значения. 

В таком случае мы имеем дело с нормальным случайным процессом. 

Если допустить, что на вход динамической системы подается слу-

чайное внешнее возмущение Х(t) с плотностью распределения f [x(t)], 
то соответствующий выходной параметр будет характеризоваться слу-

чайной функцией Y(t) с плотностью распределения f [y(t)]. Между эти-

ми двумя распределениями имеется функциональная связь 

dy

dx
txftyf )]([)]([ = .                                    (8.2) 

Соотношение (8.2) является основным уравнением преобразования 

плотности вероятности входного параметра системы в плотность веро-

ятности выходного параметра, определение которого представляет 

большой интерес при исследовании динамических систем машин. 

Однако прямое отыскание плотности распределения f [y(t)] сопря-

жено со значительной сложностью. Поэтому при инженерных расчетах 

прибегают к определению числовых характеристик случайных функ-

ций. Такие характеристики позволяют с достаточной полнотой и высо-

кой точностью описать свойства стохастических процессов и в значи-

тельной степени упростить решение многих динамических задач. 

 

8.2. Характеристики случайных функций 
 

Основными характеристиками случайных функций Х(t) являются 

математическое ожидание Mx(t), дисперсия DХ(t), корреляционная 

функция Kx (t1 , t2). 

Математическое ожидание представляет собой среднеарифметиче-

ское значение ординат случайной функции Х(t) при данном значении 

аргумента t: 

∑
=

Χ =
n

i
i tx

n
tM

1

)(
1

)( .                                       (8.3) 

Математическое ожидание неслучайной функции φ(t) равно самой 

неслучайной функции 
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Mx[φ(t)] = φ(t) .                                            (8.4) 

Неслучайный множитель φ(t) можно выносить за знак математиче-

ского ожидания 

Mx[φ(t) Х(t)] = φ Mx (t) .                                   (8.5) 

Наконец, математическое ожидание суммы двух случайных функ-

ций равно сумме их математических ожиданий. 

Дисперсией случайной функции Х(t) называется неслучайная функ-

ция Dx(t), которая при каждом t характеризует разброс возможных реа-

лизаций случайной функции вокруг математического ожидания Mx (t): 

∑
=

ΧΧ −
−

=
n

i
i tMtx

n
tD

1

2)]()([
1

1
)( .                     (8.6) 

Дисперсия неслучайной функции φ(t) равна нулю  

Dx[φ(t)] = 0 .                                         (8.7) 

Дисперсия произведения случайной функции Х(t) на неслучайную 

функцию φ(t) равна произведению квадрата неслучайного множителя 

на дисперсию случайной функции 

Dx[φ(t) Х(t)] = φ2(t) Dx (t) .                           (8.8) 

Дисперсия суммы двух случайных функций Х(t) и Y(t) определяются 

по соотношению 

D [X(t) + Y(t)] = Dx(t) + Dy (t) + 2Rxy(t) ,              (8.9) 

где Rxy(t) – взаимно корреляционная  функция, причем  

Rxy(t) )()( tDtD y⋅≤ Χ . 

Часто вместо дисперсии рассматривают среднее квадратичное от-

клонение случайной функции 

)()( tDt ΧΧ =σ .                                    (8.10) 

Универсальной характеристикой стохастического процесса является 

корреляционная функция Kx (t1, t2). Она устанавливает зависимость 

между значениями случайной функции Х(t) в момент времени t1 и  t2  

[ ][ ]∑
=

ΧΧΧ −−
−

=
n

i
ii tMtxtMtx

n
ttÊ

1

221121 )()()()(
1

1
),( .     (8.11) 

Важнейшим классом случайных функций являются стационарные 

случайные функции, у которых Mx(t) = const; Dx(t) = const, а корре-

ляционная функция зависит только от разности между своими аргу-

ментами: 

                             Kx (t1, t2) =  Kx (τ), где τ = t2 – t1. 
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В дальнейшем будем оперировать только стационарными случай-

ными функциями. 

В этом случае корреляционная функция обладает свойством сим-

метрии Kx (τ) = Kx (-τ), что соответствует четной функции. 

При  τ  = 0 получаем очень важное соотношение 

Kx (0) =  Dx (t) .                                         (8.12) 

Таким образом, достаточно знать корреляционную функцию, чтобы 

найти дисперсию случайной функции. 

При определении параметров динамических систем машин, на кото-

рые воздействуют стохастические процессы, обычно используются так 

называемые стандартные корреляционные функции, которые аппрок-

симируются функциями следующих типов: 

1.   Kx (τ) = Dx  · e
-α|τ|

 ,          α  > 0 ;                      

2. ,)(
2αττ −

ΧΧ ⋅= eDK      α  > 0 ;                                                                    

3.  Kx (τ) = Dx  · e
-α|τ|

 · cos β|τ|,      α  > 0 ;                      

4. 
2

)( αττ −
ΧΧ ⋅= eDK · cos β|τ|,  α  > 0 ,                                (8.13) 

где Dx – дисперсия случайной функции. 

Коэффициенты α и β подбираются из условия наилучшего при-

ближения опытной кривой (например, методом наименьших квад-

ратов). 

В силу четности функций (8.13) они симметричны относительно оси 

ординат. 

На практике вместо корреляционной функции Kx (τ) часто использу-

ется нормированная корреляционная функция ρx (τ) 

ρx (τ) = Kx (τ) / Dx (t) ,                                   (8.14) 

причем ρx (τ) ≤ 1. 

Графики стандартных функций ρx(τ) приведены на рис.(8.1) – рис.(8.4). 
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Рис. 8.1. Графики ρx (τ) и vx (ω) для 1 типа 

 

 

 
 

Рис. 8.2. Графики  ρx (τ) и vx (ω) для 2 типа 

 

 

а) б) 

а) б) 
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Рис. 8.3. Графики  ρx (τ) и   

vx (ω) для 3 типа: 

I – α = 0,5;  β = 2 ; 

II – α = 1;  β = 1 ; 

III – α = 2;  β = 0.5 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 8.4. Графики  ρx (τ) 

и  vx (ω) для 4 типа: 

I – α = 0,5;  β = 2 ; 

II – α = 1;  β = 1 ; 

III – α = 2;  β = 0.5 
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Стационарные случайные процессы обладают свойством эргодично-

сти, которое заключается в том, что отдельная реализация случайного 

процесса на бесконечном временном интервале полностью определяет 

весь случайный процесс. В таком случае математическое ожидание, 

дисперсию и корреляционную функцию можно приближенно опреде-

лять по одной достаточно длинной реализации. 

Об эргодичности или неэргодичности стационарного случайного 

процесса можно судить по его корреляционной функции. Если Kx(τ)→ 0 

при τ → ∞, то это является достаточным условием для того, чтобы слу-

чайный процесс обладал свойством эргодичности. 

 

 

8.3. Спектральное разложение стационарной 
случайной функции 

 

Стационарная случайная функция Х(t) может быть представлена в 

виде суммы бесконечно большого числа гармонических колебаний с 

непрерывно изменяющимися частотами ωK (непрерывным спектром) и 

случайными амплитудами AK и ВK. 

( )∑
∞

−∞=Κ
ΚΚΚΚ ⋅+⋅= tBtAtX ωω sincos)( .         (8.15) 

Такое преобразование случайной функции называется спектральным 

разложением. 

Перейдем от тригонометрических функций к показательным в ком-

плексной форме, используя формулы Эйлера: 

( )titi eet ΚΚ −
Κ += ωωω

2

1
cos ; 

( )titi ee
i

t ΚΚ −
Κ −= ωωω

2

1
sin  , 

где 1−=i . 

Тогда вместо (8.15) получим такое выражение: 

∑
∞

−∞=Κ

ΚΦ= tietX ωω)()( ,                             (8.16) 

где Ф(ω) – обобщенная амплитуда колебаний. 

Если случайная функция является непрерывной, то 
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∫
∞

∞−

Φ= ωω ω detX ti)()( .                            (8.17) 

Выделим функцию 

2
)(

4
lim)( ω

π
ω Φ=

∞→ΤΧ T
S ,                        (8.18) 

где Т – длительный промежуток времени. 

Эта функция называется спектральной плотностью функции Х(t). 
Она представляет собой плотность распределения амплитуды колеба-

ний и является статистической характеристикой, позволяющей оценить 

частотный состав случайной функции по спектру частот. 

В учебных курсах по теории стохастических процессов доказывает-

ся, что корреляционная функция Kx(τ) и спектральная плотность Sx(ω) 

связаны между собой взаимно обратными косинус преобразованиями 

Фурье: 

∫

∫
∞

ΧΧ

∞

ΧΧ

=

=

0

0

.cos)(
2

)(

;cos)()(

τωττ
π

ω

ωωτωτ

dKS

dSÊ

                          (8.19) 

В комплексной форме эти соотношения имеют такой вид: 

∫

∫
∞

∞−

−
ΧΧ

∞

∞−

ΧΧ

=

=

.)(
2

1
)(

;)()(

ττ
π

ω

ωωτ

ωτ

ωτ

deKS

dåSÊ

i

i

                           (8.20) 

В частном случае при τ  = 0 

∫
∞

∞−
ΧΧΧ == ωωσ dSÊ )()0( 2

.                                (8.21) 

Спектральная плотность Sx(ω) является положительной, четной 

функцией. Ее размерность равна произведению дисперсии на секунду. 

Для реализаций стационарных случайных процессов Х(t)  и Y(t) ис-

пользуется взаимная спектральная плотность Sxy(ω), которая определя-

ется как прямое преобразование Фурье взаимной корреляционной 

функции Rxy(τ): 
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∫
∞

∞−

−= .)(
1

)( ττ
π

ω ωτ deRS i
õóõó                         (8.22) 

Обратным преобразованием Фурье получают взаимную корреляци-

онную функцию 

∫
∞

∞−

= ωωτ ωτ dåSR i
õóõó )(

2

1
)( .                        (8.23) 

Выражения для Sx(ω), соответствующие стандартным выражениям 

для Kx(τ), имеют такой вид: 

                1.    ( );)(
22 ωαπ

α
ω

+

⋅
= x

x

D
S  

               2.    ;
2

)( 4

2

α
ω

πα
ω −

= e
D

S x
x                                                         (8.24)                  

               3.    
( )

( )[ ];4
)(

222222

222

ωαβαωπ

βαωα
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+−−

⋅++
= x
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D
S  

               4.    .
4

)( 4
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4

)( 22



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



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−
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−
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βω

α
βω

πα
ω ee

D
S x

x                                

Вместо спектральной плотности Sx(ω) часто используется нормиро-

ванная спектральная плотность 

ΧΧΧ = DS /)()( ωων  .                                      (8.25) 

Для функции νx(ω) имеет место такое соотношение: 

∫
∞

=
0

1)( ωων dx .                                        (8.26) 

Графики стандартных функций νx(ω) приведены на рис.(8.1) – рис.(8.4). 

 

 

8.4. Оценка реакции динамической системы при воздействии  
на нее стационарного стохастического процесса 

 

Положим, что на вход динамической системы машины поступает 

внешнее возмущение в виде стационарной случайной функции Х(t). 
Чтобы соответствующая реакция динамической системы в виде слу-
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чайной функции Y(t) была также стационарной, параметры системы 

должны быть постоянными. Это возможно только в том случае, если 

она является линейной. 

Примем расчетную схему, представленную на рис.8.5. 

 
Рис. 8.5. Расчетная схема линейной динамической системы  

с одним входом и одним выходом 

 

В общем случае аналитическую модель рассматриваемой динамиче-

ской системы можно описать таким уравнением: 

.)(
)()(

)(
)()(

212

2

0

212

2

0

tXb
td

tdX
b

td

tXd
b

tYa
td

tdY
a

td

tYd
a

++=

=++

                           (8.27) 

В левой части уравнения выходная стационарная случайная функция 

Y(t)  является деформацией (смещением), в правой части входная ста-

ционарная случайная функция Х(t)  – силой, т.е. Х(t)  =  F(t). 
Представим уравнение (8.27) в операторной форме, обозначив опе-

ратор дифференцирования 
dt

d
 через р, 

2

2

dt

d
 – через р2

 . В итоге урав-

нение примет вид: 

(a0 р
2
 + a1 р + a2 ) Y(t)  =  (b0 р

2
 + b1 р + b2 ) X(t) .       (8.28) 

«Решим» это уравнение относительно Y(t): 

)()(
21

2

0

21

2

0 tX
apapa

bpbpb
tY

++

++
=  .                           (8.29) 

Выражение при Х(t)  называется передаточной функцией 

21

2

0

21

2

0)(
apapa

bpbpb
ðW

++

++
= .                                     (8.30) 

Таким образом 
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Y(t) = W(p) X(t) .                                        (8.31) 

Если в передаточной функции заменить аргумент р на аргумент iω  

(ω – частота стохастического процесса), то получим частотную харак-

теристику 

21

2

0

21

2

0

)()(

)()(
)(

aiaia

bibib
iW

++

++
=

ωω
ωω

ω .                          (8.32) 

Доказано, что спектральные плотности выходной и входной функ-

ций связаны равенством 

Sy(ω) = Sx(ω) | W(iω) |
2
  .                          (8.33) 

Зная спектральную плотность выходной функции, можно найти ее 

корреляционную функцию: 

∫
∞

∞−

−= ωωτ ωτ dåSÊ i
óó )()( .                          (8.34) 

Полагая τ = 0, находим выражение для среднего квадратичного от-

клонения 

∫
∞

∞−

=== .)()0(2 ωωσ dSDÊ óyóó                     (8.35) 

Во многих случаях на этом и заканчивается расчет стационарной 

линейной динамической системы. 

Для более полного решения рассчитывают математическое описание 

случайной функции выходного параметра 

My (t) =  Mx (t) · W (0) .                                    (8.36) 

Полагая, что плотность вероятности случайной функции Y(t) описы-

вается нормальным распределением, находят доверительные границы 

ее изменения 

Y(t) = My (t) ± 3σy .                                       (8.37) 

 

 

8.5. Моделирование динамического взаимодействия  
ходовой системы на балансирной подвеске  

с микрорельефом обрабатываемой поверхности 
 

Ходовые системы на балансирной подвеске используются для сни-

жения влияния микронеровностей обрабатываемой поверхности на 

вертикальное перемещение рабочего органа ряда машин (например, 

отвала автогрейдера или планировщика, режущего аппарата косилки 
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для окашивания откосов дорог, скребкового и ковшевого оборудования 

для очистки сточных лотков и канав). 

Так как микрорельеф оказывает случайные воздействия на ходовые 

элементы, установленные на балансирной подвеске, то для обоснова-

ния ее параметров используем стохастическое моделирование. Соот-

ветствующая расчетная схема представлена на рис.8.6. 

 
Рис. 8.6. Расчетная схема динамической системы  

балансирной подвески 

 

Рассмотрим взаимосвязь геометрических параметров подвески с эле-

ментами обрабатываемой поверхности S. Обозначим через А точку кре-

пления балансира к раме машины или рабочего органа; Z1(S) и Z2(S)  – 

вертикальные перемещения осей переднего и заднего опорных колес 

(или катков); r – радиус колес (или катков); ℓ – длина подвески; ℓ1 – по-

ложение точки А на подвеске; x(S) – профиль микрорельефа обрабаты-

ваемой поверхности; y(S) – траектория смещения точки А. 

Из условия подобия геометрических элементов на расчетной схеме 

найдем траекторию y(S): 

l

l

l

ll 1
2

1
1 )()()( SZSZSy +

−
= .                        (8.38) 

Используя соотношения (8.8) и (8.9), получим выражение для дис-

персии вертикальных перемещений точки А: 

[ ]2

111

2

12 21
))((2)(

1
lllllll

l
⋅+−+−= ZZZy DRDD ,     (8.39) 

где 
1ZD и 

2ZD – дисперсии вертикальных колебаний осей переднего и 

заднего колес; RZ (ℓ) – взаимная корреляционная функция. 

Допускаем стационарность колебаний осей колес. 

Тогда Z1(S) = Z2(S + ℓ ) ;   ZZZ DDD =+
21

. 

В этом случае 
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Положим, что колесо линейно преобразует микронеровности x(S) в 

вертикальные колебания Z(S). 

На основании зависимости (8.33) получим 
2

)()()( λλλ iWSSZ Χ= ,                                (8.41) 

где SZ(λ) – спектральная плотность выходного случайного процесса; 

Sx(λ) – спектральная плотность микрорельефа; W (iλ) – частотная ха-

рактеристика опорного колеса; λ – дорожная частота. 

Представим выражение (8.41) через нормированные спектральные 

плотности νZ(λ) и νx(λ): 
2

)()()( λλνλν iWDD ZZ ΧΧ ⋅=⋅ ,                          (8.42) 

где Dx – дисперсия микрорельефа. 

Проинтегрируем левую и правую части соотношения (8.42) и учтем 

зависимость (8.26): 

λλνλ diWDDZ )()(
2

Χ

∞

∞−
Χ ⋅= ∫ .                           (8.43) 

Полагая, что RZ(λ) = KZ(λ) и учитывая соотношение (8.34), получим: 

λλνλλ diWeDR i
Z )()()(

2

Χ

∞

∞−
Χ ⋅= ∫ l

l .                   (8.44) 

Нормированная спектральная плотность микрорельефа по экспери-

ментальным данным составляет: 

)(
)(

22 λαπ
α

λν
+

=Χ ,                               (8.45) 

где α – коэффициент затухания. 

Частотная характеристика динамической системы балансирной под-

вески описывается таким выражением: 

λ
λ

ir
iW

41

1
)(

+
= ,                                   (8.46) 

где r – радиус колеса. 

После интегрирования выражений (8.43) и (8.44) имеем: 

r

D
DZ α41+

= Χ ;                                        (8.47) 
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( )r
Z ere

r

D
R 4/

22
4

161
)( ll
l

−−Χ −
−

= α
α

α
.               (8.48) 

Окончательно на основании (8.40) получим 

( )







−

−

−
+

+

+−
= −−Χ r

y ree
rr

D
D 4/

22

11

2

1

2

1

2
4

161

)(2

41

)(
ll

llllll

l
α

αα
α

.   (8.49) 

Оценку конструктивных качеств балансирной подвески проводят по 

отношению 

ΧΧ

=
D

Dyó

σ

σ
.                                            (8.50) 

Если это отношение равно 0,5 или меньше этого значения, то пара-

метры подвески следует считать удовлетворительными. В противном 

случае следует подобрать иной вариант для ℓ, ℓ1 и r. 

Расчеты показывают, что чем больше r и ℓ, тем меньше влияние 

микрорельефа обрабатываемой поверхности на вертикальные смеще-

ния рабочих органов машин. 

Например, при α = 0,035 см
-1

; Dx = 2,25 см
2
; ℓ = 60 см, ℓ1 = ℓ/2;          

r = 11 см  имеем Dy / Dx = 0,28; если r = 15 см, т Dy / Dx = 0,24. 

 

 

8.6. Стохастическая модель подвесной системы конвейера 
при его загрузке крупнокусковым материалом 

 

Рассмотрим  колебания подвесной роликоопоры с линейными амор-

тизаторами, устанавливаемой в месте загрузки на конвейер крупнокус-

кового груза (рис.8.7, а). 

 

 
Рис. 8.7. Подвесная трехроликовая опора конвейера: а – конструк-

тивная схема; б – расчетная схема динамической системы 
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Наиболее простым аналогом роликоопоры является линейная дина-

мическая система с одной степенью свободы (рис.8.7, б) 

Поставим задачу определить максимальное смещение динамической 

системы а*
 под действием потока груза, который представляет собой 

нормальный случайный процесс. 

Примем такие обозначения: т – масса роликоопоры; у(t) – обоб-

щенная координата; с – линейная жесткость; b – характеристика зату-

хания; F(t) – обобщенная стационарная случайная сила с математиче-

ским ожиданием MF и дисперсией DF. 

Экспериментально записанные реализации силы F(t) аппроксими-

руются корреляционной функцией 1-го типа 

КF(τ) = ,
τα−⋅ eDF                                      (8.51) 

которой соответствует спектральная плотность 

( )22
)(

ωαπ
α

ω
+

⋅
= F

F

D
S .                                (8.52) 

Перейдем к стандартным входным характеристикам стохастическо-

го процесса: 

Mx = MF / m ;   Dx = DF / m
2
 ;   .

)(
)(

22 ωαπ
α

ω
+

⋅
= ΧD

S x      (8.53) 

Составим уравнение движения роликоопоры: 

)(tFcyybym =++ &&& .                                 (8.54) 

Преобразуем его к стандартному виду 

)(2 2

0 tfyyhy =++ ω&&& ,                               (8.56) 

где 
m

tF
tf

)(
)( = ; h – коэффициент демпфирования; mc /0 =ω  – соб-

ственная частота колебаний роликоопоры. 

Введем относительное демпфирование β = h/ω0 . 

Тогда 

)(2 2

00 tfyyy =++ ωβω &&& .                           (8.57) 

Определим частотную характеристику роликоопоры 

)2/(1)( 0

22

0 βωωωωω iiW +−= .                   (8.58) 

Математическое ожидание реакции My будет равно 
2

0/)0( ωΧΧ == MWMM y .                             (8.59) 
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Так как спектральная плотность Sx(ω) располагается вблизи соб-

ственной частоты динамической системы (риc.8.8), то можно поло-

жить, что     Sx(ω) = Sx(ω0) = const. 

  

Рис. 8.8. Графики функций: 

1 – Sx(ω); 2 – | W(iω)|
2 

 

В таком случае 

Sy(ω) = Sx(ω0) | W(iω)|
2
  .                         (8.60) 

Тогда 

( )∫

∫
∞

∞

Χ

+−
=

===

0
2

0

22222

0

0

0

2

0

2

.
4

)(2

)()(2)0(

ωωβωω

ω
ω

ωωωσ

d
S

diWSÊ

x

yó

                   (8.61) 

Интеграл полученного вида табулирован и равен )4/( 3

0βωπ . 

В таком случае 

)2/()( 3

00 βωωπσ Χ= Sy .                            (8.62) 

При нормальном случайном процессе суммарное перемещение с ве-

роятностью 0,995 составит 

yyMa σ3* += .                                   (8.63) 

Пример 8.1. Найти максимальное перемещение роликоопоры кон-
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вейера а*
 под действием стационарного стохастического процесса 

F(t), создаваемого потоком крупнокускового груза с математиче-

ским ожиданием MF = 10 кН и среднеквадратичным отклонением    

σF = 2 кН. Корреляционная функция аппроксимируется выражением 
ατστ −⋅= eK FF

2)( , где α = 0,5 с
-1

. Масса роликоопоры m = 100 кг; 

линейная жесткость упругой системы с = 70 кН/м; коэффициент от-

носительного демпфирования β = 0,2. 

Решение. Используем расчетные формулы п.8.6. Вычисляем соб-

ственную частоту колебаний роликоопоры: 
1

0 26100/70000
−≅= ñω . 

Находим спектральную плотность Sx(ω0) = 0,2 м
2
/с

3
 ; тогда по фор-

муле (8.62) имеем σy = 0,009 м. 

Максимальное перемещение роликоопоры определяем по соотно-

шению (8.63). 

Сначала ищем М y : 

)/(/ 2

0

2

0 ωω ⋅== Χ mMMM Fy = 0,143 м . 

Окончательно получаем: 

а*
 = 0,143 + 3 · 0,009 = 0,17 м . 

 

8.7. Моделирование динамической системы подвески 
самоходного скрепера 

 

Тенденция к ужесточению санитарных норм на допустимые уровни 

колебаний рабочих мест механиков-операторов, а также необходимость 

снижения вертикальных колебаний самоходных скреперов при повы-

шении транспортных скоростей, требуют обоснованного подхода к вы-

бору динамической системы подвески указанных машин. 

Рассмотрим расчетные схемы для двух наиболее распространенных 

систем подвески передней секции и кабины самоходного скрепера 

(рис.8.9). 

На рис.8.9, а представлена простейшая расчетная схема, единствен-

ным упругим элементом которой являются шины. Ее можно назвать 

схемой с жесткой подвеской. Кабина прикреплена к мосту без аморти-

заторов и составляет с ним одно целое. 

Расчетная схема на рис.8.9, б отличается от предыдущей тем, что 

кабина выполнена в виде отдельного подрессорного блока. 
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 а)                               б) 

Рис. 8.9. Расчетные схемы динамических систем подвески:  

а – с жесткой подвеской кабины; б – с упругой подвеской кабины 

 

В линейной постановке расчетная схема при жесткой подвеске ка-

бины описывается таким уравнением: 

)()( 11111111 tqbtqcxcxbxm &&&& +=++ .               (8.64) 

Расчетная схема с упругой подвеской кабины описывается системой 

уравнений: 

.0)()(

;)()()()(

12212222

11212212111111

=−+−+

⋅+=−+−+++

xxcxxbxm

tqbtqcxxbxxcxcxbxm

&&&&

&&&&&&
(8.65) 

В уравнениях приняты такие обозначения: х1 и х2 – перемещения 

масс; т1,2; c1,2; b1,2 – соответственно приведенные массы, жесткости и 

коэффициенты вязкости; q(t) – возмущающее воздействие дороги. 

Спектральная плотность микронеровностей дороги описывается за-

висимостью: 

,
))((

)(2
)(

2222 βαωα

βαβα
ω

++

⋅+
= q

q

D
S                          (8.66) 

где Dq – дисперсия входного процесса; α, β  – постоянные коэффици-

енты; ω – частота воздействия. 

В качестве критериев оценки динамической системы подвески при-

нимаются дисперсии перемещений 
2

1Χ
σ и 

2

2Χσ , определяемые по соот-

ношению: 
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ωωω
π

σ dSiW q )()(
2

1 22 ⋅= ∫
∞

∞−
ΚΚ ,                      (8.67) 

а также дисперсии ускорений 2

1Χ&&σ и 2

2Χ&&σ , определяемые по соотношению: 

ωωωω
π

σ dSiW q )()(
2

1 422 ⋅⋅= ∫
∞

∞−
ΚΚ ,                 (8.68) 

где к – обобщенная характеристика стохастического процесса. 

Приведенные соотношения являются известными зависимостями 

статистической динамики. 

Наибольшие трудности вызывает определение передаточных функ-

ций динамической системы WK (iω) от входа q к одному из выходов    

(к = х1; х2; 1õ&& ; 2õ&& ). Эти функции находятся из решения уравнений 

(8.65). 

Их общий вид представляет собой сложные дробно-рациональные 

функции, которые являются отношениями полиномов различной степе-

ни. Ввиду громоздкого вычислительного аппарата указанные переда-

точные функции в настоящем пособии не приводятся. Рассмотрим 

только конечные результаты. 

Расчеты выполнялись для средних самоходных скреперов с соб-

ственной массой, приходящейся на переднюю ось машины, равной 

20…40 т. 

Дорожные условия (грунтовая дорога) характеризовались такими 

данными: qD = 3,5 см; α = 0,3;  β = 12. Собственная частота колеба-

ний динамической системы ω0 = 17…20 с
-1

. Скорость варьировалась в 

интервале 5…15 м/с. 

Результаты вычислений сведены в табл.8.1. 

Таблица 8.1 

Тип кабины Показатель 
Скорость движения, м/с 

5 10 15 

без аморти-

зации 

1Χ
σ , см 3,0 4,0 4,6 

1Χ&&
σ , м/с

2 
6,0 8,0 10,0 

с амортиза-

цией 

2Χσ , см 1,0 2,0 2,5 

2Χ&&σ , м/с
2
 3,0 4,5 5,6 
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Таким образом, подвеска кабины на амортизаторах позволяет почти 

в два раза снизить средние квадратичные отклонения по перемещениям 

и ускорениям. При этом значения 
2Χ&&σ не превышают допустимую нор-

му [ ]Χ&&σ  = 7 м/с
2
 . 

Следует отметить, что во многих случаях в качестве спектральной 

плотности микронеровностей грунтовой дороги (после прохода авто-

грейдера) используют такую зависимость: 

22)(

2
)(

ωα

α
ω

+

⋅⋅
=

v

vD
S q

q ,                                      (8.69) 

где α – характеристика корреляционной связи; v – скорость движения 

машины. 

Обычно принимают Dq = 32 см
2
 ; α  = 0,16 · 10

-2
 см

-1
 . 

 

 

9. ЭМПИРИЧЕСКИЕ  МОДЕЛИ   

      ДИНАМИЧЕСКИХ  СИСТЕМ
*) 

 

9.1. Формирование и свойства эмпирических моделей 
 

Эмпирические модели формируются в результате идентификации 

динамических систем при проведении на них активных физических 

экспериментов. При этом осуществляются наблюдения за входными 

(контролируемыми) факторами Х1, Х2, …, Хn, которые являются неза-

висимыми переменными, и выходными факторами у1, у2, …, уm, кото-

рые являются зависимыми переменными и называются откликами. 

Соотношение вида 

yk = f ( X1, X2 , …, Xn) ,                                      (9.1) 

                                            ( k = 1, 2, …, m )   

и есть эмпирическая математическая модель динамической системы. 

Вероятностные связи между переменными зависимости (9.1) обычно 

выражаются через регрессионные функции. Соответственно и эмпириче-

ские модели представляют собой регрессионные модели. 

Основным математическим аппаратом при формировании регресси-

онных моделей служат методы планирования экспериментов, когда 

входные переменные варьируются по специальному плану. 

Проанализируем общую схему построения линейных регрессионных 

моделей. Допустим, что осуществляется варьирование n входных пере-
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менных на двух уровнях (верхнем и нижнем) и реализуются все воз-

можные комбинации таких уровней. В этом случае мы имеем дело с 

полным факторным экспериментом (ПФЭ) типа 2
n
. 

Регрессионная модель формируется в таком виде: 

∑
=

+=
n

i
ii xbby

1

0 ,                                       (9.2) 

где b0 и bi – коэффициенты регрессии;  

хi – кодированная переменная, причем  хi = (Хi  - Х0i ) / ∆Хi ; 

∆Хi = (Хimax - Хimin ) – натуральное значение интервала варьирования i-го 

фактора; 

Хimax и Хimin – натуральные значения верхнего и нижнего уровней i-го 

фактора; 

Х0i – натуральное значение основного уровня i-го фактора. 

________________________________________________ 
*)

  Раздел написан аспирантом Голотюком Н.В. 

Таким образом, кодированная переменная может принимать значе-

ния – 1; 0; +1. 

Кодированные переменные очень удобны при экспериментальных 

исследованиях, т.к. обработка результатов опытов проводится в стан-

дартной форме, не зависящей от конкретных условий динамической 

задачи. 

Рассмотрим ПФЭ типа 2
3
. Он задается матрицей планирования, при-

веденной в табл.9.1. 

Таблица 9.1 

Номер  

опыта № 

Ф а к т о р ы 
Отклик у 

х1 х2 х3 

1 - - - у1 

2 + - - у2 

3 - + - у3 

4 + + - у4 

5 - - + у5 

6 + - + у6 

7 - + + у7 

8 + + + у8 

 

Каждая строка матрицы отвечает условиям определенного опыта, а 

столбцы (кроме последнего) – кодированным значениям одной из неза-

висимых переменных.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 179 

В последний столбец записываются натуральные значения зависи-

мой переменной у, полученные при проведении эксперимента. 

Для упрощения матрицы вместо значений +1 и –1 кодированных 

факторов в нее вносятся только знаки « + » и « – «. 

Особо следует отметить, что выбор центра плана ПФЭ (нулевой 

точки) и интервалов варьирования факторов лежат вне математиче-

ской теории планирования эксперимента. Этот этап должен ре-

шаться исследователем на основе особенностей динамической си-

стемы. 

После построения матрицы планирования ее преобразуют в рабо-

чую матрицу. Для этого заменяют кодированные значения факторов 

натуральными величинами. В соответствии с рабочей матрицей про-

водят эксперимент таким образом, чтобы можно было устранить си-

стематическую ошибку. Для этого последовательность опытов в экс-

перименте должна быть случайной. Это называется рандомизацией. 

Рандомизацию проводят, как правило, искусственно, применяя таб-

лицу случайных чисел. Например, рандомизированный ряд для пер-

вых десяти натуральных чисел имеет такой вид: 2; 9; 5; 8; 1; 3; 7; 4; 

6; 10. 

Получив экспериментальные данные в виде откликов, вновь перехо-

дят к матрице планирования и с ее помощью вычисляют коэффициенты 

регрессии по следующим формулам: 

 ∑
=

=
N

u
uy

N
b

1

0

1
 ;    ∑

=

=
N

u
uiui yx

N
b

1

1
,                      (9.3) 

где N – число опытов; uó  – среднее значение функции отклика в u–ом 

опыте; xiu – кодированное значение i-го фактора в u-ом опыте. 

Оценка  значимости коэффициентов регрессии производится с по-

мощью дисперсионного анализа. 

Дисперсией называется степень разброса значений случайной вели-

чины от ее среднего значения. Дисперсия единичного u-го опыта равна 

 

( )

1

1

2

2

−

−
=
∑
=

m

yy

S

m

k
uuk

u  ,                                   (9.4) 

где m – число параллельных наблюдений в u-ом опыте; уuk – одно из 

значений переменной в u-ом опыте; uó  – среднее значение переменной 

в u-ом опыте. 

Дисперсией воспроизводимости, или дисперсией опытов, называет-
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ся величина 

 ∑
=

=
N

u
uy S

N
S

1

22 1
 .                                      (9.5) 

Статистическая значимость коэффициентов регрессии (возможность 

принять значение некоторого коэффициента bi равным нулю) проверя-

ется с помощью t – критерия Стьюдента 

 

i

i

b

i
b S

b
t =  ,                                             (9.6) 

где mNSS ybi
⋅= /   – дисперсия оценки коэффициентов. 

Вычисленное по (9.6) значение 
ibt сравнивается  при доверительной 

вероятности 0,95 с табличным значением tT (табл.9.2), которое нахо-

дится в зависимости от числа степеней свободы 

f = N(m – 1) .                                           (9.7) 
Таблица 9.2 

 

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

tT 12,7 4,3 3,18 2,77 2,57 2,45 2,36 2,31 2,26 2,23 

f 11 12 13 14 15 20 30 40 60 120 

tT 2,20 2,18 2,16 2,14 2,13 2,09 2,04 2,02 2,00 1,98 

 

При 
ibt > tT  коэффициент уравнения регрессии bi значим. В против-

ном случае этот коэффициент следует исключить из уравнения. При 

этом повторный перерасчет коэффициентов не проводится. 

Для раскодирования уравнений регрессии в расчетные формулы ис-

пользуется соотношение 

   )( oii
i

i
ii XX

X

b
xb −

∆
=  .                                   (9.8) 

 

Пример 9.1.По результатам эксперимента построить эмпириче-

скую модель динамической системы двигателя автокрана КС-2561Д, 

в которой выходная величина у (интенсивность вибрации двигателя, 

дБ) является функцией следующих факторов: Х1 – дисбаланса колен-

чатого вала в сборе с маховиком и сцеплением, г·см; Х2 – массы 

комплекта шатунно-поршневой группы, г; Х3 – зазора в коренных 
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подшипниках, мм. 

Соответствующие исходные данные, матрица планирования ПФЭ 2
3
 

и результаты эксперимента (при трех параллельных наблюдениях) при-

ведены в табл.9.3. 

Решение. Расчетные значения оценок дисперсии для каждого опыта 

Su , и усредненная оценка дисперсии воспроизводимости всего экспе-

римента Sу приведены в табл.9.4. 

По формулам (9.3) вычисляем коэффициенты регрессии с учетом 

знаков матрицы планирования: 

                  b0 = 74,93;  b1 = 3,27;  b2 = 4,34;  b3 = –1,53. 

Находим дисперсию оценки коэффициентов 
ibS  

38/4,1 ⋅=
ibS = 0,286. 

 

 

 

Таблица 9.3 

 

Показатели 
Факторы Отклики 

1 2 3 )3( =òy  

Уровни  

варьирования; 

интервал 

 варьирования 

+1 200 2510 0,18  

0 120 2450 0,12  

–1 40 2390 0,06  

∆Xi 80 60 0,06  

Номера  

опыта, N 

1 + + + 81,02 

2 - + + 73,60 

3 + - + 72,30 

4 - - + 66,67 

5 + + - 84,17 

6 - + - 78,30 

7 + - - 75,33 

8 - - - 68,06 

 

Таблица 9.4 
 

 Номер опыта 

∑
=

N

u
uS

1

2

 

2

yS  

 1 2 3 4 5 6 7 8 
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2

uS  2,97 2,09 2,71 1,62 2,52 1,29 1,33 1,16 15,69 1,96 

 

По t – критерию определяем значимость коэффициентов: 

                 
0bt  = 261,99; 

1bt  = 11,43;  
2bt = 25,17;  

3bt = 5,34. 

Табличное значение t – критерия при f = 8(3 – 1) = 16 составляет tT = 2,12. 

Так как во всех случаях tb  > tT , то все коэффициенты регрессии зна-

чимы. 

Таким образом, закодированное уравнение регрессии примет вид: 

                           y = 74,93 + 3,27x1 + 4,34 x2 – 1,53 x3 . 

После раскодирования получим эмпирическую модель динамиче-

ской системы двигателя автокрана: 

                     у = –104,12 + 0,041Х1 + 0,072Х2 – 25,5Х3 . 

В центре эксперимента при Х01 = 120 г·см, Х02 = 2450 г; Х03 = 0,12 мм 

имеем  у = 77,14 дБ. 

 

 

  9.2. Оптимизационное исследование эмпирических моделей 
 

При использовании линейных регрессионных моделей с 2 – 4 фак-

торами поиск оптимальных решений обычно осуществляется с помо-

щью метода Бокса-Уилсона, который часто называют методом крутого 

восхождения. Суть метода состоит в следующем. 

По результатам малой серии опытов находится локальное описание 

поверхности отклика в некоторой исходной области с помощью регрес-

сионной модели  

y = b0 + b1 x1 + ··· + bn xn .                                      (9.9) 

В центре исходной области задается вектор-градиент полученной 

функции отклика y = f(x1 , x2 , …, xn): 









+

∂
∂

+
∂
∂

= Lk
x

f
j

x

f
ygrad

21

 ,                                (9.10) 

где j, k – единичные векторы по осям переменных хi . 

Этот вектор перпендикулярен поверхности равного уровня y = const 

и указывает направление движения к оптимуму. Коэффициенты bi 

уравнения (9.9) являются координатами вектор–градиента. При этом 

                                                  i
i

b
x

f
=

∂
∂

. 

Для движения по графику следует по каждой из осей факторного 
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пространства изменять значения факторов пропорционально коэффи-

циентом bi. Чтобы выполнить эту операцию, осуществляют переход от 

кодированных переменных xi к натуральным Xi и вычисляют произве-

дения bi∆Xi для всех факторов (∆Xi – интервал варьирования i–го фак-

тора). Эти произведения называются составляющими градиента. 

Далее выбирают фактор, для которого произведение bi∆Xi оказалось 

наименьшим по абсолютной величине. Этот фактор принимают за ба-

зовый и из физических соображений назначают шаг его изменения hБ  в 

натуральных единицах. 

Для всех остальных факторов определяют отношения θi произведе-

ний bi∆Xi к такому же произведению для базового фактора. Получен-

ным величинам θi приписывают знаки, соответствующие коэффициен-

там bi каждого фактора, если ищется максимум функции отклика.  

Для продвижения вдоль направления градиента шаги всех факторов 

рассчитывают по соотношению 

hi = hБ · θi .                                                      (9.11) 

 

Проведение соответствующих опытов осуществляется при условии 

изменения уровней факторов одновременным прибавлением рассчи-

танных шагов к исходному (нулевому) уровню в реальном масштабе: 

Xiq  = Xi0 + hi  ,                                                   (9.12) 

где Xiq – натуральное значение i–го фактора в некоторой точке q, где 

проводится опыт ; Xi0  – нулевой уровень i–го фактора. 

Указанные опыты могут быть мысленные и реальные. Мысленные 

опыты играют важную роль как дополнительные расчетные выходные 

величины по уравнению регрессии в точках, расположенных в направ-

лении движения к оптимуму. Реализацию мысленных опытов начинают 

от точки, лежащей вне области, ограниченной точками начального плана. 

Однако, чем ближе эксперимент приближается к оптимуму, тем 

меньше нужно делать мысленных опытов, чтобы не перейти его. В 

этом случае через  2–3 мысленных опыта следует ставить на экспери-

ментальной установке реальные опыты с заданным шагом. 

Если при крутом восхождении окажется, что каким-либо фактором 

нельзя варьировать (в силу ограниченности возможностей установки 

или условий опытов), то его фиксируют на оптимальном уровне и про-

должают движение по другим факторам. 

Обычно после первого линейного приближения центр эксперимента 

переносят в точку с наилучшим выходом оптимизируемых факторов и, 

сократив интервалы варьирования, продолжают восхождение по по-
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верхности отклика. В результате этого эксперимента получают новое 

уравнение регрессии. Если окажется, что все его коэффициенты незна-

чимы, следовательно, зона оптимума достигнута. 

Как правило, число циклов крутого восхождения или наискорейшего 

спуска не превышает трех. 

Пример 9.2. Найти оптимальные параметры динамической системы 

вибротрамбовки, которые обеспечивают максимальный уровень вибра-

ции (Гц). 

В качестве основных параметров принять: X1 – дисбаланс вала виб-

ратора, г·см;  X2 – момент затяжки болтов крепления вибратора к рабо-

чей площадке, Нм. Для расчетов использовать исходную линейную ре-

грессионную модель динамической системы вибротрамбовки, получен-

ную в результате предварительных экспериментальных исследований. 

Решение. В табл.9.5 приведены уровни варьирования факторов, мат-

рица планирования и результаты ПФЭ типа 2
2
 для исходной регресси-

онной модели, а также расчет крутого восхождения к оптимуму по ме-

тоду Бокса-Уилсона. 

Таблица 9.5 

Последовательность операций 
Факторы Функция 

отклика, у 1 2 

Основной уровень, Xi0  50 25  

Интервал варьирования, ∆Xi 5 1  

Верхний уровень, Xmax 55 26  

Нижний уровень, Xmin 45 24  

Опыты ПФЭ х1 х2  

               I - - 35,0 

              II + - 38,9 

             III - + 32,3 

             IY + + 36,2 

            bi  1,95 -1,35  

            bi ∆Xi 9,75 -1,35  

Шаг при изменении Х2  на –0,5 3,6 -0,5  

Округления 3,5 -0,5  

Опыты крутого восхождения Х1 Х2  

            Y (мысленный) 53,5 24,5 37,6 

           YI (мысленный) 57,0 24,0 39,7 

          YII (реальный) 60,5 23,5 42,5 

         YIII (реальный) 64,0 23,0 41,5 
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В результате проведения ПФЭ было получено следующее уравнение 

регрессии: 

у = 35,6 + 1,95х1 – 1,35х2 . 

Рассмотрим более подробно этапы крутого восхождения. 

1. Находим составляющие градиента 

           b1 ∆X1 = 1,95 · 5 = 9,75 ;   b2 ∆X2  =  –1,35 · 1 =  –1,35 . 

2. В качестве базового принимаем фактор Х2 и назначаем шаг его 

изменения hБ = 0,5. 

3. Вычисляем отношение 

                                              θ1 = 9,75 / 1,35 = 7,2 . 

4. Находим шаг изменения первого фактора 

                                       h1 = hБ · θ1  =  0,5 · 7,2  = 3,6 . 

5. Для удобства  эксперимента округляем этот шаг и принимаем       

h1 = 3,5 . 

6. Определяем условия проведения опытов Y – YIII. Они формиру-

ются в результате последовательного прибавления h1 = 3,5 и h2 =  – 0,5 

к основным уровням факторов X10 и X20. 

7. При проведении мысленных опытов представляем уравнение ре-

грессии в натуральном масштабе.  После его раскодирования получим  

                               у = 49,85 + 0,39 Х1 – 1,35 Х2 . 

С помощью этого уравнения рассчитываем результаты Y и YI мыс-

ленных опытов. 

8. На экспериментальной установке проводим YII и YIII реальные 

опыты.  

Анализ результатов опытов Y – YIII показывает, что максимальный 

уровень вибрации (у = 42,5 Гц ) в вибротрамбовке достигается при 

следующих значениях определяющих факторов: Х1опт = 60,5 г·см; 

Х2опт  = 23,5 Нм. Для получения более точных результатов можно 

провести новый ПФЭ, в котором значения Х1опт  и Х2опт  следует при-

нять в качестве основных уровней, а затем осуществить очередное 

крутое восхождение. 
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