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ȼɋɌɍɉ 
 
Ⱦɨɫɜɿɞ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɧɚɭɤɨɜɨ-ɞɨɫɥɿɞɧɢɯ ɿ ɩɪɢɤɥɚɞɧɢɯ ɡɚɞɚɱ 

ɩɨɤɚɡɭє, ɳɨ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨ ɜɿɞ ʀɯɧьɨʀ ɫɤɥɚɞɧɨɫɬɿ ɤɿɧɰɟɜɨʀ ɦɟɬɢ ɦɨɠɧɚ 
ɞɨɫɹɝɬɢ ɚɛɨ ɩɨɫɬɚɧɨɜɤɨɸ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɭ, ɚɛɨ ɦɟɬɨɞɨɦ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɝɨ 
ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɹ. Ʉɨɠɟɧ ɡ ɰɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɦɚє ɫɜɨʀ ɩɟɪɟɜɚɝɢ ɿ ɧɟɞɨɥɿɤɢ. 

Ɂɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɭ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɧɚɜɿɬь ɞɭɠɟ 
ɫɤɥɚɞɧɿ ɡɚɞɚɱɿ, ɩɪɢ ɰьɨɦɭ ɞɨɫɬɨɜɿɪɧɿɫɬь ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɬɢɦ ɜɢɳɚ, ɱɢɦ 
ɪɟɬɟɥьɧɿɲɟ ɜɿɞɩɪɚɰьɨɜɚɧɚ ɦɟɬɨɞɢɤɚ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɭ. ȼɨɞɧɨɱɚɫ ɡɞɨɛɭɬɿ 
ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɛɭɞɭɬь ɫɬɨɫɭɜɚɬɢɫɹ ɬɿɥьɤɢ ɬɢɯ ɭɦɨɜ, ɡɚ ɹɤɢɯ ɩɪɨɜɨɞɢɜɫɹ 
ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬ, ɜɧɚɫɥɿɞɨɤ ɱɨɝɨ ɭɡɚɝɚɥьɧɟɧɧɹ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɧɚ ɿɧɲɿ ɭɦɨɜɢ 
ɧɟ ɤɨɪɟɤɬɧɟ. Ʉɪɿɦ ɬɨɝɨ, ɬɪɟɛɚ ɜɪɚɯɨɜɭɜɚɬɢ ɟɤɨɧɨɦɿɱɧɢɣ ɛɿɤ 
ɩɨɫɬɚɧɨɜɤɢ ɫɤɥɚɞɧɨɝɨ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɭ. ɓɨɞɨ ɰьɨɝɨ, ɬɨ ɛɿɥьɲɿ 
ɦɨɠɥɢɜɨɫɬɿ ɦɚє ɦɟɬɨɞ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ȿɈɆ, ɤɨɥɢ ɚɧɚɥɿɡɭɸɬь ɧɟ ɪɟɚɥьɧɭ ɡɚɞɚɱɭ, ɚ ʀʀ ɦɨɞɟɥьɧɟ 
ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɹ. 

ȼɢɜɱɟɧɧɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ є ɨɞɧɿєɸ ɡ ɜɚɠɥɢɜɢɯ ɱɚɫɬɢɧ ɭ 
ɩɿɞɝɨɬɨɜɰɿ ɮɚɯɿɜɰɿɜ ɜ ɝɚɥɭɡɿ ɟɥɟɤɬɪɢɱɧɨʀ ɿɧɠɟɧɢɪɿʀ. Ⱦɢɫɰɢɩɥɿɧɚ 
«ɑɢɫɥɨɜɿ ɦɟɬɨɞɢ ɜ ɟɥɟɤɬɪɨɟɧɟɪɝɟɬɢɰɿ» ɩɨɤɥɢɤɚɧɚ ɞɨɩɨɦɨɝɬɢ ɭ 
ɩɿɞɝɨɬɨɜɰɿ ɮɚɯɿɜɰɿɜ ɡ ɟɥɟɤɬɪɨɟɧɟɪɝɟɬɢɤɢ ɞɥɹ ɪɿɡɧɢɯ ɝɚɥɭɡɟɣ ɫɭɱɚɫɧɨʀ 
ɩɪɨɦɢɫɥɨɜɨɫɬɿ. ɉɿɞ ɱɚɫ ɜɢɜɱɟɧɧɹ ɞɚɧɨʀ ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɢ ɫɬɭɞɟɧɬɢ 
ɡɞɨɛɭɞɭɬь ɡɧɚɧɧɹ, ɹɤɿ ɞɨɩɨɦɨɠɭɬь ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɫɭɱɚɫɧɿ ɪɨɡɪɨɛɤɢ ɜ 
ɧɚɩɪɹɦɤɭ ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɹ ɩɪɨɰɟɫɿɜ ɬɚ ɫɢɫɬɟɦ, ɳɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬьɫɹ ɜ 
ɪɿɡɧɢɯ ɫɮɟɪɚɯ ɞɿɹɥьɧɨɫɬɿ.  

Ʉɭɪɫ «ɑɢɫɥɨɜɿ ɦɟɬɨɞɢ ɜ ɟɥɟɤɬɪɨɟɧɟɪɝɟɬɢɰɿ» ɧɨɫɢɬь ɜɚɠɥɢɜɢɣ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɩɪɢ ɡɞɨɛɭɬɬɿ ɫɬɭɞɟɧɬɚɦɢ ɡɧɚɧь ɬɚ ɧɚɜɢɤɿɜ ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɹ. 
ȼɦɿɧɧɹ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɦɨɞɟɥɿ ɬɚ ɦɟɬɨɞɢ ɞɨɩɨɦɨɠɟ ɭ ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɿ 
ɩɨɜɧɨɰɿɧɧɢɯ ɮɚɯɿɜɰɿɜ. 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №1 

Чɢɫɟɥьɧɟ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь  
 

1.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ 

ɪɿɜɧɹɧь. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɜɢɡɧɚɱɚɬɢ ɿɧɬɟɪɜɚɥɢ ɿɡɨɥɹɰɿʀ ɤɨɪɟɧɿɜ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ 
ɪɿɜɧɹɧь ɡ ɨɞɧɿєɸ ɡɦɿɧɧɨɸ ɬɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɪɿɡɧɿ ɦɟɬɨɞɢ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧь ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɪɿɜɧɹɧь ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ 
ɬɨɱɧɿɫɬɸ. 

1.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 

ɍ ɡɚɝɚɥьɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ: 
f(ɯ) = 0    (1.1) 

ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ ɥɢɲɟ ɞɥɹ ɩɟɜɧɨɝɨ ɤɥɚɫɭ ɮɭɧɤɰɿɣ. ɇɟɥɿɧɿɣɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
ɜɢɝɥɹɞɭ (1.1) ɱɚɫɬɨ ɞɨɜɨɞɢɬьɫɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɱɢɫɥɨɜɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 
ɑɢɫɟɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɬɚɤɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɡɚɡɢɱɚɣ ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɭ ɞɜɚ ɟɬɚɩɢ: 

1) ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɸɬь ɤɨɪɟɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɬɨɛɬɨ ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɞɨɫɢɬь ɜɭɡьɤɿ 
ɩɪɨɦɿɠɤɢ, ɜ ɹɤɢɯ ɦɿɫɬɢɬьɫɹ ɬɿɥьɤɢ ɨɞɢɧ ɤɨɪɿɧь. ɐɿ ɩɪɨɦɿɠɤɢ 
ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɿɧɬɟɪɜɚɥɚɦɢ ɿɡɨɥɹɰɿʀ ɤɨɪɟɧɹ, ɿ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ʀɯ ɦɨɠɧɚ, 
ɝɪɚɮɿɱɧɢɦ (ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɡɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɪɜɚɥ, ɭ ɹɤɨɦɭ 
ɝɪɚɮɿɤ ɩɟɪɟɬɢɧɚєɬьɫɹ ɡ ɜɿɫɫɸ ɚɛɫɰɢɫ) ɚɛɨ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ. 
Ɂɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɭ ґɪɭɧɬɭєɬьɫɹ ɧɚ ɬɨɦɭ, ɳɨ 
ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ f(x) ɦɚє ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ [ɚ, b] ɯɨɱɚ ɛ ɨɞɢɧ ɤɨɪɿɧь, 
ɹɤɳɨ ɜɨɧɚ ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ ɧɚ ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɢɣ ɜ ɬɨɱɤɚɯ ɚ ɿ b (ɬɟɨɪɟɦɚ 
Ȼɨɥьɰɚɧɨ – Ʉɨɲɿ), ɬɨɛɬɨ:  

f (a) f (b)<0,    (1.2) 
ɩɪɢ ɰьɨɦɭ ɚ ɿ b ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɦɟɠɚɦɢ ɿɧɬɟɪɜɚɥɭ ɿɡɨɥɹɰɿʀ.  

ɉɪɢ ɰьɨɦɭ ɭɦɨɜɨɸ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ єɞɢɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, b] є 
ɦɨɧɨɬɨɧɧɿɫɬь ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɍɨɞɿ, ɹɤɳɨ f '(x) ɧɟ ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ 
(a, b), ɬɨ ɭɦɨɜɚ (1.2) є ɧɟɨɛɯɿɞɧɨɸ ɿ ɞɨɫɬɚɬɧьɨɸ ɞɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ f(ɯ) = 0 ɦɚɥɨ єɞɢɧɢɣ ɤɨɪɿɧь ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, b]. 

2) ɧɚ ɞɪɭɝɨɦɭ ɟɬɚɩɿ ɩɪɨɜɨɞɹɬь ɭɬɨɱɧɟɧɧɹ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɟɧɢɯ ɤɨɪɟɧɿɜ, 
ɬɨɛɬɨ ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɤɨɪɟɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ. 
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Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɦɟɬɨɞɢ ɭɬɨɱɧɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧь ɤɨɪɟɧɿɜ. 
ɇɟɯɚɣ ɞɥɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1.1) ɜɢɞɿɥɟɧɨ ɜɿɞɪɿɡɨɤ [a, b], ɧɚ ɹɤɨɦɭ ɮɭɧɤɰɿɹ 

f(x) ɦɚє єɞɢɧɢɣ ɤɨɪɿɧь ɬɚ ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ ɭɦɨɜɚ f (a) f (b)<0. 
 

Ɇɟɬɨɞ ɩɨɞɿɥɭ ɧɚɜɩɿɥ (ɦɟɬɨɞ ɛɿɫɟɤɰɿɣ, ɚɛɨ ɞɢɯɨɬɨɦɿʀ) 
 

ɉɨɞɿɥɢɦɨ ɜɿɞɪɿɡɨɤ [ɚ, b] ɧɚɜɩɿɥ ɬɨɱɤɨɸ c=(a+b)/2. əɤɳɨ f(c)  0, ɬɨ 
ɦɨɠɥɢɜɿ ɞɜɚ ɜɢɩɚɞɤɢ: 

1) ɮɭɧɤɰɿɹ f(x) ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, ɫ]; 
2) ɮɭɧɤɰɿɹ f(x) ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [ɫ, b]. 
ȼɢɛɢɪɚɸɱɢ ɜ ɤɨɠɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɬɨɣ ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɧɚ ɹɤɨɦɭ ɮɭɧɤɰɿɹ 

ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ, ɩɪɨɞɨɜɠɭєɦɨ ɩɪɨɰɟɫ ɩɨɥɨɜɢɧɧɨɝɨ ɩɨɞɿɥɭ ɞɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ 
ɭɦɨɜɢ (b-a)/2n<, ɞɟ n – ɱɢɫɥɨ ɩɪɨɜɟɞɟɧɢɯ ɩɨɞɿɥɿɜ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ 
ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɧɚɜɩɿɥ,  – ɡɚɞɚɧɚ ɬɨɱɧɿɫɬь. Ɍɨɞɿ ɫɟɪɟɞɢɧɚ ɨɬɪɢɦɚɧɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ 
ɛɭɞɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɤɨɪɟɧɹ x*=c ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ . 

Ɇɟɬɨɞ є ɡɛɿɠɧɢɦ ɞɥɹ ɛɭɞь-ɹɤɢɯ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɯɨɱɚ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɧɟɜɟɥɢɤɚ.  

 
Ɇɟɬɨɞ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ 

 
Ɂɚɦɿɧɢɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ f(ɯ) = 0 ɪɿɜɧɨɫɢɥьɧɢɦ: 

x=(x).    (1.3)  
ȼɢɛɟɪɟɦɨ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ x0 ɿ ɩɿɞɫɬɚɜɢɦɨ ɜ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1.3). Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 
x1=(x0).                             (1.4) 

 ɉɿɞɫɬɚɜɥɹɸɱɢ ɜ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1.4) x1 ɡɚɦɿɫɬь x0, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ 
x2=(x1).. ɉɨɜɬɨɪɸɸɱɢ ɰɟɣ ɩɪɨɰɟɫ, ɦɚɬɢɦɟɦɨ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬь ɱɢɫɟɥ: 

xn=(xn-1),  n=1, 2, 3...   (1.5) 
ɉɪɨɰɟɫ ɩɨɜɬɨɪɸєɬьɫɹ ɞɨɬɢ, ɞɨɩɨɤɢ ɧɟ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢɦɟɬьɫɹ ɭɦɨɜɚ:  

|xn – xn–1|<ε, ɞɟ ε – ɡɚɞɚɧɚ ɩɨɯɢɛɤɚ. 
əɤɳɨ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬь xn=(xn-1) ɡɛɿɠɧɚ, ɬɨɛɬɨ ɿɫɧɭє ɝɪɚɧɢɰɹ 

*lim ,n
x

x x


 ɬɨ x*є ɤɨɪɟɧɟɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1.3). 

Ɍɟɨɪɟɦɚ. ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ (x) ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɬɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɧɚ 
ɩɪɨɦɿɠɤɭ [ɚ, b] ɬɚ ɿɫɧɭє ɬɚɤɟ ɱɢɫɥɨ q, ɳɨ '( ) 1,x q   ɬɨɞɿ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ 
ɩɪɨɰɟɫ ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ ɞɨ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ x*ɧɟɡɚɥɟɠɧɨ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ 
ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ x0[a, b]. 
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ɉɨɯɢɛɤɚ ɦɟɬɨɞɭ. Ɇɟɬɨɞ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɧɚ n-ɦɭ ɤɪɨɰɿ 
ɚɛɫɨɥɸɬɧɭ ɩɨɯɢɛɤɭ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɞɨ ɤɨɪɟɧɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1.1), ɹɤɚ ɧɟ 
ɩɟɪɟɜɢɳɭє ɞɨɜɠɢɧɢ n-ɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ, ɩɨɦɧɨɠɟɧɨʀ ɧɚ ɞɪɿɛ q/(1-q): 

*
1 ,

1
n n n

q
x x x x

q
   


 

ɞɟ 
 ,

'( )max
x a b

q x


 . 

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɮɭɧɤɰɿɹ (x) ɡɚɛɟɡɩɟɱɭɜɚɥɚ ɡɛɿɠɧɿɫɬь ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ 

(1.5), ɜɨɧɚ ɩɨɜɢɧɧɚ ɦɚɬɢ ɜɢɝɥɹɞ: 
( )

( ) ,
f x

x x
k

    

ɞɟ 
[ , ]

, '( )
2 max

x a b

Q
k Q f x



  , ɡɧɚɤ k ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ ɡɿ ɡɧɚɤɨɦ f'(x) ɧɚ [a, b]. 

 
Ɇɟɬɨɞ ɇьɸɬɨɧɚ (ɞɨɬɢɱɧɢɯ) 

 
ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ f(ɯ) є ɞɜɿɱɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɨɸ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ [a, b], 

ɩɪɢɱɨɦɭ f'(ɯ) ɬɚ f''(ɯ) ɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɸɸɬьɫɹ ɜ ɧɭɥь ɧɚ ɰьɨɦɭ ɩɪɨɦɿɠɤɭ. 
Ɂɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɯ0 ɨɛɢɪɚєɦɨ ɨɞɧɭ ɡ ɦɟɠ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɿɡɨɥɹɰɿʀ 

[a, b] ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 

0

, ( ) ''( ) 0,

, ( ) ''( ) 0.

a ɹɤɳɨ f a f a
x

b ɹɤɳɨ f b f b


  
 

ɉɪɨɜɟɞɟɦɨ ɞɨɬɢɱɧɭ ɞɨ ɤɪɢɜɨʀ y=f(x) ɜ ɬɨɱɰɿ (x0, f(x0)). Ɂɚɩɢɲɟɦɨ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɨɬɢɱɧɨʀ: 

y=f(x0)+f'(x0)(x-x0). 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɬɨɱɤɭ ɩɟɪɟɬɢɧɭ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɡ ɜɿɫɫɸ ɚɛɫɰɢɫ, ɹɤɚ ɛɭɞɟ 

ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹɦ ɤɨɪɟɧɹ: 
0

1 0

0

( )
.

'( )

f x
x x

f x
   

ɉɪɨɜɟɞɟɦɨ ɞɨɬɢɱɧɭ ɞɨ ɤɪɢɜɨʀ y=f(x) ɜ ɬɨɱɰɿ x1 ɬɚ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ 
ɧɚɫɬɭɩɧɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ. 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ:  

1
1

1

( )
, 1,  2,...

'( )
n

n n

n

f x
x x n

f x





  

  (1.6) 
ɉɪɨɰɟɫ ɩɨɜɬɨɪɸєɦɨ ɞɨɬɢ, ɩɨɤɢ ɧɟ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢɦɟɬьɫɹ ɭɦɨɜɚ:  

|xn–xn–1|< ε, ɞɟ  (ε – ɡɚɞɚɧɚ ɩɨɯɢɛɤɚ). 
ɇɟɨɛɯɿɞɧɿ ɭɦɨɜɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ: 
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1) ɮɭɧɤɰɿɹ f(x) – ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ [a, b], 
ɳɨ ɦɿɫɬɢɬь ɤɨɪɿɧь x*[a, b]; 

2) ɩɟɪɲɚ ɩɨɯɿɞɧɚ f'(x) є ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ, ɜɿɞɦɿɧɧɚ ɜɿɞ ɧɭɥɹ ɿ ɡɛɟɪɿɝɚє 
ɡɧɚɤ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɿɡɨɥɹɰɿʀ;  

3) ɞɪɭɝɚ ɩɨɯɿɞɧɚ f''(x) є ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ, ɜɿɞɦɿɧɧɚ ɜɿɞ ɧɭɥɹ ɿ ɡɛɟɪɿɝɚє ɡɧɚɤ 
ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɿɡɨɥɹɰɿʀ; 

4) ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ x0:  f(x0)f''(x0)>0. 
Ɍɟɨɪɟɦɚ. əɤɳɨ ɜɢɤɨɧɭɸɬьɫɹ ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ ɭɦɨɜɢ (1 – 4), ɬɨ 

ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ ɇьɸɬɨɧɚ (1.6) ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ ɞɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ x* ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
(1.1) ɡ ɤɜɚɞɪɚɬɢɱɧɨɸ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ. 

 
Ɇɟɬɨɞ ɯɨɪɞ 

 
Ɇɟɬɨɞ ґɪɭɧɬɭєɬьɫɹ ɧɚ ɡɚɦɿɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x) ɧɚ ɯɨɪɞɭ ɧɚ ɤɨɠɧɨɦɭ 

ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɩɨɲɭɤɭ, ɩɟɪɟɬɢɧ ɹɤɨʀ ɡ ɜɿɫɫɸ ɈХ ɞɚє ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. 
ɉɪɢ ɰьɨɦɭ ɜ ɩɪɨɰɟɫɿ ɩɨɲɭɤɭ ɫɿɦɟɣɫɬɜɨ ɯɨɪɞ ɦɨɠɟ ɛɭɞɭɜɚɬɢɫɹ ɞɜɨɦɚ 
ɫɩɨɫɨɛɚɦɢ: 

ɚ) ɡɚ ɮɿɤɫɨɜɚɧɨɝɨ ɥɿɜɨɝɨ ɤɿɧɰɹ ɯɨɪɞ (z = a), ɬɨɞɿ ɩɨɱɚɬɤɨɜɚ ɬɨɱɤɚ 
ɛɭɞɟ  ɯ0 = b; 

ɛ) ɡɚ ɮɿɤɫɨɜɚɧɨɝɨ ɩɪɚɜɨɝɨ ɤɿɧɰɹ ɯɨɪɞ, ɬɨɛɬɨ (z = b), ɬɨɞɿ ɩɨɱɚɬɤɨɜɚ 
ɬɨɱɤɚ ɛɭɞɟ ɯ0 = a. 

ɇɚɫɬɭɩɧɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɯɨɪɞ 
ɨɛɱɢɫɥɸєɬьɫɹ ɡɚ ɪɟɤɭɪɟɧɬɧɢɦɢ ɮɨɪɦɭɥɚɦɢ: 

- ɞɥɹ ɜɢɩɚɞɤɭ ɚ:  

0 1

( )
, ( )

( ) ( )
n

n n n

n

f x
x b x x x a

f x f a
   


; 

- ɞɥɹ ɜɢɩɚɞɤɭ ɛ: 

0 1

( )
, ( )

( ) ( )
n

n n n

n

f x
x a x x b x

f b f x
   


. 

ɉɪɨɰɟɫ ɩɨɲɭɤɭ ɬɪɢɜɚє ɞɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɭɦɨɜɢ: 
|xn–xn–1|< ε. 

ɍɦɨɜɢ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɦɟɬɨɞɭ ɯɨɪɞ: 
1) ɮɭɧɤɰɿɹ f(x) є ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ [a, b]; 
2) ɩɟɪɲɚ ɩɨɯɿɞɧɚ f'(x) – ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɿ ɡɛɟɪɿɝɚє ɡɧɚɤ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ 

ɿɡɨɥɹɰɿʀ;  
3) ɞɪɭɝɚ ɩɨɯɿɞɧɚ f''(x) – ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɿ ɡɛɟɪɿɝɚє ɡɧɚɤ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ 

ɿɡɨɥɹɰɿʀ. 
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Ɇɟɬɨɞ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɲɜɢɞɤɭ ɡɛɿɠɧɿɫɬь, ɹɤɳɨ f(z)· f"(z)>0, ɬɨɛɬɨ ɯɨɪɞɢ 
ɮɿɤɫɭɸɬьɫɹ ɜ ɬɨɦɭ ɤɿɧɰɿ ɿɧɬɟɪɜɚɥɭ [ɚ, b], ɞɟ ɡɧɚɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ f(z) ɬɚ ʀʀ 
ɤɪɢɜɢɡɧɢ f"(z) ɫɩɿɜɩɚɞɚɸɬь. 

 
ɉɪɢɤɥɚɞ. 
ɇɟɯɚɣ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɧɟɥɿɧɿɣɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ: x3-4x-ex=0. 
1. Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɿɧɬɟɪɜɚɥɢ ɿɡɨɥɹɰɿʀ ɤɨɪɟɧɿɜ ɝɪɚɮɿɱɧɢɦ ɫɩɨɫɨɛɨɦ. Ⱦɥɹ 

ɰьɨɝɨ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿɣ f(x)=x3-4x-ex ɜ 
ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ Matlab. ȼɢɛɟɪɟɦɨ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɩɪɨɦɿɠɨɤ x[-5, 5]. 

>> fplot('x^3-4*x-exp(x)',[-5 5]) 
>> grid on 

 

 
Ɋɢɫ. 1.1. Ƚɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x)=x3-4x-ex ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ x[-5, 5] 

 
əɤ ɛɚɱɢɦɨ, ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɟɪɟɬɢɧɚє ɜɿɫь ɚɛɫɰɢɫ ɩɪɢɧɚɣɦɧɿ ɜ ɞɜɨɯ 

ɬɨɱɤɚɯ. Ɉɬɠɟ, ɦɚєɦɨ ɿɧɬɟɪɜɚɥɢ ɿɡɨɥɹɰɿʀ [-2.5, -1.5] ɬɚ [-1, 0]. 
ȼɢɛɟɪɟɦɨ ɩɪɨɦɿɠɨɤ x[-1, 0]. 
>> fplot('x^3-4*x-exp(x)',[-1 0]) 
>> grid on  
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Ɋɢɫ. 1.2. Ƚɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x)=x3-4x-ex ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ x[-1, 0] 

 
Ɂ ɪɢɫ. 1.2 ɛɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ x[-1, 0] ɮɭɧɤɰɿɹ f(x) ɦɚє єɞɢɧɢɣ 

ɤɨɪɿɧь ɬɚ ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ ɭɦɨɜɚ f (-1) f (0)<0, ɨɬɠɟ, ɛɭɞɟɦɨ ɜɜɚɠɚɬɢ ɰɟɣ 
ɩɪɨɦɿɠɨɤ ɿɧɬɟɪɜɚɥɨɦ ɿɡɨɥɹɰɿʀ ɤɨɪɟɧɹ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ.  

2. ȼɢɛɪɚɜɲɢ ɹɤ ɩɟɪɲɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɨɞɢɧ ɿɡ ɤɿɧɰɿɜ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ 
ɜɿɞɪɿɡɤɚ, ɭɬɨɱɧɢɦɨ ɤɨɪɿɧь ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ 
ε=0,001. 

Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ f'(x)=3x2-4-ex ɬɚ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ʀʀ ɝɪɚɮɿɤ ɧɚ 
ɩɪɨɦɿɠɤɭ x[-1, 0]: 

>> fplot('3*x^2-4-exp(x)',[-1 0]) 
>> grid on 

 
Ɋɢɫ. 1.3. Ƚɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ f'(x)=3x2-4-ex ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ x[-1, 0] 
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Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ 
[ 1,0]

max '( ) '(0) 5
x

Q f x f
 

   . 

ȼɢɛɟɪɟɦɨ k, ɳɨ ɡɚɞɨɜɿɥьɧɹє ɭɦɨɜɭ 
2

Q
k  .  

Ɉɫɤɿɥьɤɢ f'(x)<0 ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ x[-1, 0], ɬɨ ɜɢɛɟɪɟɦɨ k=-3. 
Ɍɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɹ (x) ɛɭɞɟ ɦɚɬɢ ɜɢɝɥɹɞ: 

3 3( ) 4
( )

3 3

x xf x x x e x x e
x x x

k
    

     . 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ (x) ɿ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɝɪɚɮɿɤ ɰɿєʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ 
ɜɿɞɪɿɡɤɭ x[-1, 0]. 

23 1
'( )

3

xx e
x  
 . 

>> fplot('1/3*(3*x^2-1-exp(x))',[-1 0]) 
>> grid on 
 

 

Ɋɢɫ. 1.4. Ƚɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ 
23 1

'( )
3

xx e
x  
  

 
Ɍɨɞɿ 

[ 1,0]
max '( ) '(0) 0,67

x
q x 

 
   <1. ɉɪɢɣɦɟɦɨ ɡɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ 

ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɩɪɚɜɢɣ ɤɿɧɟɰь ɜɿɞɪɿɡɤɚ x0=0. Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɛɭɞɟɦɨ 
ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢ ɞɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɭɦɨɜɢ: 

1

0,67
0,001 0,002

1 1 0,67
n n

q
x x

q
     

 
. 
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Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ xn=(xn-1),  n=1, 2, 3... ɜ Matlab ɞɨ 

ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɭɦɨɜɢ 1 0,001n nx x    : 

>> fi = inline('1/3*(x^3-x-exp(x))'); 
eps=0.001;x0=0; 
iter=0; x=x0; 
r=100; 
while (abs(r)>eps) 
    xn=fi(x); 
    r=xn-x; 
     x=xn; 
    iter=iter+1; 
end 
x 
iter 
Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞь: 
x = 
   -0.2055 
iter = 
    12 

Ɉɬɠɟ, ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɤɨɪɿɧь ɪɿɜɧɹɧɧɹ x3-4x-ex=0 ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ [-1 
0] ɛɭɞɟ x*=-0,206 ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ =0,001. 

ɉɪɨɜɟɞɟɦɨ ɩɟɪɟɜɿɪɤɭ: 
>> f=inline('x^3-4*x-exp(x)') 
f = 
     Inline function: 
     f(x) = x^3-4*x-exp(x) 
 
>> f(-0.206) 
ans = 
    0.0014 
Ɉɬɠɟ, ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɧɚɣɞɟɧɢɣ ɩɪɚɜɢɥьɧɨ. 
 
3. Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɤɨɪɿɧь ɪɿɜɧɹɧɧɹ x3-4x-ex=0 ɦɟɬɨɞɨɦ 

ɇьɸɬɨɧɚ ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ =10-6.  
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɞɪɭɝɭ ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ʀʀ ɝɪɚɮɿɤ: 
f''(x)=6x-ex. 
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Ɋɢɫ. 1.5. Ƚɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ f''(x)=6x-ex 

 
Ɂɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɜɿɡьɦɟɦɨ ɯ0=0, ɨɫɤɿɥьɤɢ f(0)f''(0)>0. 
ȱɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ: 

1
1

1

( )
, 1,  2,...

'( )
n

n n

n

f x
x x n

f x





  

 
ɋɤɥɚɞɟɦɨ ɩɪɨɝɪɚɦɭ ɜ Matlab. 
>> f=inline('x^3-4*x-exp(x)'); 
df=inline('3*x^2-4-exp(x)'); 
eps=10e-6; 
x0=0; 
iter=0; x=x0; 
r=100; 
while (abs(r)>eps) 
    xn=x-f(x)/df(x); 
    r=xn-x; 
  x=xn; 
    iter=iter+1; 
end 
x 
iter 
Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞь: 
x = 
   -0.2057 
iter = 3 
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Ⱦɥɹ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɛɿɥьɲɨʀ ɤɿɥьɤɨɫɬɿ ɡɧɚɱɭɳɢɯ ɰɢɮɪ ɫɤɨɪɢɫɬɚєɦɨɫɹ 
ɤɨɦɚɧɞɨɸ vpa(): 

>> vpa(x,7) 
 ans = 
 -0.2056959 
Ɏɭɧɤɰɿɹ vpa (ɚɛɪɟɜɿɚɬɭɪɚ ɜɿɞ variable-precision 

arithmetic) ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɞɥɹ ɡɚɞɚɧɧɹ ɤɿɥьɤɨɫɬɿ ɡɧɚɱɭɳɢɯ 
ɰɢɮɪ ɡɦɿɧɧɨʀ. 

Ɉɬɠɟ, ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɤɨɪɿɧь ɪɿɜɧɹɧɧɹ x3-4x-ex=0 ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ [-1 0], 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɢɣ ɦɟɬɨɞɨɦ ɇьɸɬɨɧɚ ɛɭɞɟ x*=-0,205696 ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ 
=0,000001. 

ɉɟɪɟɜɿɪɤɚ: 
>> f(-0.205696) 
ans = 
 3.0940e-007 
 
1.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɞɟɹɤɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ 

ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɧɟ ɧɟɥɿɧɿɣɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɤɚɡɚɧɢɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ 

ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 
3. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɩɪɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɿɜ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ 

ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ. 
 
1.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ ɝɪɭɩɢ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ʌɨɤɚɥɿɡɭɣɬɟ ɤɨɪɿɧь (ɚɛɨ 

ɨɞɢɧ ɿɡ ɤɨɪɟɧɿɜ, ɹɤɳɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɚє ɤɿɥьɤɚ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɿɜ) ɪɿɜɧɹɧɧɹ f(x)=0 
ɝɪɚɮɿɱɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɞɨɜɠɢɧɨɸ ɧɟ ɦɟɧɲɟ 1. 

4. ȼɢɛɪɚɜɲɢ ɨɞɢɧ ɿɡ ɤɿɧɰɿɜ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɿɡɨɥɹɰɿʀ ɹɤ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ 
ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ, ɭɬɨɱɧɿɬь ɤɨɪɿɧь ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɜ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ 
MATLAB ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɞɨ 0,0001. 

5. Ɂɧɚɣɞɿɬь ɤɨɪɿɧь ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɟɬɨɞɨɦ ɇьɸɬɨɧɚ ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ 
10-6. ȼɤɚɠɿɬь ɤɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ. 

6. Ɂɧɚɣɞɿɬь ɤɨɪɟɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɟɬɨɞɨɦ ɛɿɫɟɤɰɿɣ ɬɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɯɨɪɞ ɡ 
ɬɨɱɧɿɫɬɸ 0,0001. ȼɤɚɠɿɬь ɤɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɦɟɬɨɞɿɜ. 
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7. ȼɢɤɨɧɚɣɬɟ ɩɟɪɟɜɿɪɤɭ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɿɜ. 
8. Ɂɪɨɛɿɬь ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɩɪɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɦɟɬɨɞɿɜ. 

Ɉɮɨɪɦɿɬь ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
Ɂɜɿɬ ɩɨɜɢɧɟɧ ɦɿɫɬɢɬɢ: ɬɢɬɭɥьɧɢɣ ɥɢɫɬ; ɬɟɦɭ, ɦɟɬɭ ɪɨɛɨɬɢ; ɜɚɪɿɚɧɬ 

ɡɚɜɞɚɧɧɹ; ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬь ɞɿɣ ɞɥɹ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɡɚɜɞɚɧɧɹ; ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧь; ɜɢɫɧɨɜɤɢ. 

 

1.5. ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɡɚɜɞɚɧь 

 

№ Ɋɿɜɧɹɧɧɹ № Ɋɿɜɧɹɧɧɹ 
1 23 0,5 1 0xx     16 0,5 lg( ) 1x x   
2 2 4 0x x    17 3 4 0x x    

3 ( 0,5) 0
3

x
ctg x     18 3 20,5 3 0x x x     

4 3 2 2 3 0x x x     19 3 2 2 3 0x x x     
5 2 1 2sin( ) 0x x    20 2 4cos( ) 0x x   
6 3 2 7 0x x    21 3 3 4 0x x    
7 4 2cos( ) 1 0x x    22 4 cos( ) 2 0x x    
8 2 lg( ) 0,5x x    23 2 lg( ) 1,45x x    
9 2(0,2 0,3) 1tg x x    24 2(0,5 0,3) 1tg x x    
10 3 21,3 1 0x x x     25 3 23 4 5 0x x x     

11 4 1 0x x    26 
4

lg( ) 0
2 1

x
x

 


 

12 2 20sin( ) 0x x   27 5 lg( ) 3x x   
13 

2 lg( ) 1 0
2

x
x     

28 
3 23 2 0x x x     

14 22 0,5 3 0xx     29 3 22 2 3 0x x x     
15 2 3 2 0x x    30 2 5 1 0xe x    

 

1.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. ɓɨ ɬɚɤɟ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɿɡɨɥɹɰɿʀ ɤɨɪɟɧɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ? 
2. əɤɚ ɧɟɨɛɯɿɞɧɚ ɭɦɨɜɚ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ 

[a, b]? 
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3. əɤɚ ɧɟɨɛɯɿɞɧɚ ɿ ɞɨɫɬɚɬɧɹ ɭɦɨɜɚ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ 
ɩɪɨɦɿɠɤɭ [a, b]? 

4. əɤɢɣ ɩɨɪɹɞɨɤ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ 
ɪɿɜɧɹɧь? 

5. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ ɛɿɫɟɤɰɿɣ (ɞɢɯɨɬɨɦɿʀ)? 
6. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ? 
7. əɤɿ ɭɦɨɜɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ? 
8. əɤɚ ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ? 
9. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ ɯɨɪɞ? 
10. Ⱦɥɹ ɱɨɝɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ vpa() ɭ Matlab? 
11. Ⱦɥɹ ɱɨɝɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ inline() ɭ Matlab?  
12. əɤ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɡɚɞɚɧɨɦɭ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɭ 

ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ ɭ Matlab? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №2 

Чɢɫɟɥьɧɟ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɥɿɧɿɣɧɢɯ 
ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь 

 

2.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ 

ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɢ ɋɅȺɊ 
ɬɨɱɧɢɦɢ ɬɚ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 

2.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
2.2.1. Зɚɝɚɥьɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь (ɋɅȺɊ) є 
ɜɚɠɥɢɜɨɸ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɥьɧɨɸ ɡɚɞɚɱɟɸ, ɞɨ ɹɤɨʀ ɡɜɨɞɢɬьɫɹ ɜɟɥɢɤɚ 
ɤɿɥьɤɿɫɬь ɩɪɢɤɥɚɞɧɢɯ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɨɜɢɯ ɡɚɞɚɱ (ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɪɨɡɪɚɯɭɧɨɤ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɟɥɟɤɬɪɢɱɧɢɯ ɤɿɥ, ɚɧɚɥɿɡ ɪɿɜɧɨɜɚɝɢ ɫɢɥ ɭ ɠɨɪɫɬɤɿɣ ɫɢɫɬɟɦɿ 
ɛɚɥɨɤ, ɚɛɨ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɭɦɨɜ ɬɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɪɿɜɧɨɜɚɝɢ ɯɿɦɿɱɧɨʀ ɪɟɚɤɰɿʀ 
ɬɨɳɨ). ɉɪɚɤɬɢɱɧɚ ɰɿɧɧɿɫɬь ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɭ ɜɢɡɧɚɱɚєɬьɫɹ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ ɿ ɟɮɟɤɬɢɜɧɿɫɬɸ ɨɬɪɢɦɚɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɞɟɹɤɿ 
ɱɢɫɟɥьɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɿ ɟɮɟɤɬɢɜɧɿ ɚɥɝɨɪɢɬɦɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ.  

ɋɢɫɬɟɦɨɸ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь (ɋɅȺɊ) ɧɚɡɢɜɚɸɬь 
ɫɢɫɬɟɦɭ ɜɢɝɥɹɞɭ: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

... ;

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    

   (2.1) 

ɞɟ ija  – ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ; jx  – ɧɟɜɿɞɨɦɿ; ib  – ɜɿɥьɧɿ ɱɥɟɧɢ ɫɢɫɬɟɦɢ; 

1, , 1,i m j n  . 

Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь (2.1) ɭ ɦɚɬɪɢɱɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ:  
AX=B,                                                   (2.2) 
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ɞɟ   

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

; ; .

n

n

n mm m mn

a a a x b

a a a x b
A X B

x ba a a

     
     
            
         

    

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɋɅȺɊ – ɨɡɧɚɱɚє ɡɧɚɣɬɢ ɬɚɤɿ xj, ɳɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɸɸɬь ɤɨɠɧɟ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.1) ɜ ɬɨɬɨɠɧɿɫɬь.  

Ʉɿɥьɤɿɫɬь ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ m ɭ ɋɅȺɊ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɩɨɪɹɞɤɨɦ ɫɢɫɬɟɦɢ. əɤɳɨ 
ɋɅȺɊ ɦɚє ɯɨɱɚ ɛ ɨɞɢɧ ɧɟɧɭɥьɨɜɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɬɨ ʀʀ ɧɚɡɢɜɚɸɬь 
ɫɭɦɿɫɧɨɸ, ɭ ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ – ɧɟɫɭɦɿɫɧɨɸ. ɋɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь 
ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɜɢɡɧɚɱɟɧɨɸ, ɹɤɳɨ ɜɨɧɚ ɦɚє ɬɿɥьɤɢ ɨɞɢɧ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ (ɩɪɢ m = 
n). ɋɢɫɬɟɦɭ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɸ, ɹɤɳɨ ɜɨɧɚ ɦɚє ɛɟɡɥɿɱ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ 
(m  n). ɋɅȺɊ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɜɢɪɨɞɠɟɧɨɸ, ɹɤɳɨ ʀʀ ɝɨɥɨɜɧɢɣ ɜɢɡɧɚɱɧɢɤ 
ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ, ɿ ɧɟɜɢɪɨɞɠɟɧɨɸ – ɭ ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ (det A≠0). 
ɋɢɫɬɟɦɢ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɟɤɜɿɜɚɥɟɧɬɧɢɦɢ, ɹɤɳɨ ɜɨɧɢ ɫɭɦɿɫɧɿ, ɜɢɡɧɚɱɟɧɿ ɿ 
ɦɚɸɬь ɨɞɧɚɤɨɜɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ.  

ɋɅȺɊ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ, ɹɤɳɨ ɜɨɧɚ ɫɭɦɿɫɧɚ, 
ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɿ ɧɟɜɢɪɨɞɠɟɧɚ. 

Ɉɬɠɟ, ɧɟɨɛɯɿɞɧɨɸ ɿ ɞɨɫɬɚɬɧьɨɸ ɭɦɨɜɨɸ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ єɞɢɧɨɝɨ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɋɅȺɊ є: det A≠0, ɬɨɛɬɨ ɜɢɡɧɚɱɧɢɤ ɝɨɥɨɜɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ ɫɢɫɬɟɦɢ 
ɩɨɜɢɧɟɧ ɛɭɬɢ ɜɿɞɦɿɧɧɢɦ ɜɿɞ ɧɭɥɹ. ɐɹ ɭɦɨɜɚ ɩɨɲɢɪɸєɬьɫɹ ɧɚ ɋɅȺɊ 
ɛɭɞь-ɹɤɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ.  

 
2.2.2. Чɢɫɟɥьɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅАɊ 

 
Ⱦɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɋɅȺɊ ɧɚ ȿɈɆ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬь 

ɞɜɿ ɝɪɭɩɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ: 
1) ɬɨɱɧɿ (ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ, ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɡ ɜɢɛɨɪɨɦ ɝɨɥɨɜɧɨɝɨ 

ɟɥɟɦɟɧɬɚ, ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɡ ɨɞɢɧɢɱɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ, ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɡ 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ, ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ-ɏɚɥɟɰьɤɨɝɨ, ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ-
ɀɨɪɞɚɧɚ, ɦɟɬɨɞ Ʉɪɚɦɟɪɚ); 

2) ɧɚɛɥɢɠɟɧɿ (ɦɟɬɨɞ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ, ɦɟɬɨɞ Ɂɟɣɞɟɥɹ, 
ɦɟɬɨɞ ɜɟɤɬɨɪɿɜ ɡɦɿɳɟɧь ɬɨɳɨ). 

Ɍɨɱɧɢɦɢ є ɦɟɬɨɞɢ, ɹɤɿ ɞɨɡɜɨɥɹɸɬь ɨɬɪɢɦɚɬɢ ɬɨɱɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 
ɫɢɫɬɟɦɢ (2.1) ɡɚ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɭ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɨɩɟɪɚɰɿɣ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ  ɛɟɡ 
ɭɪɚɯɭɜɚɧɧɹ ɩɨɯɢɛɨɤ ɡɚɨɤɪɭɝɥɟɧɧɹ. 

Ⱦɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ (ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɯ) ɧɚɥɟɠɚɬь ɦɟɬɨɞɢ, ɹɤɿ ɞɨɡɜɨɥɹɸɬь 
ɨɬɪɢɦɚɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.1) ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɝɪɚɧɢɰɿ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ 
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ɜɟɤɬɨɪɿɜ  0 1 2
lim , , ,...

n

k
X X X X


, ɹɤɚ ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ ɞɨ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ 

ɫɢɫɬɟɦɢ, ɞɟ: 
(0) (1) ( )
1 1 1

(0) (1) ( )
2 2 2

0 1

(0) (1) ( )

. , . , ... .

. . .

n

n

n

n
n n n

x x x

x x x

X X X

x x x

     
     
     
            
     
     
          

 

Ɇɟɬɨɞɨɦ Ʉɪɚɦɟɪɚ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɬɢ ɋɅȺɊ ɛɭɞь-ɹɤɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ n. 
Ⱥɥɟ ɡɿ ɡɪɨɫɬɚɧɧɹɦ n ɦɟɬɨɞ ɫɬɚє ɞɭɠɟ ɝɪɨɦɿɡɞɤɢɦ, ɨɫɤɿɥьɤɢ ɱɢɫɥɨ 
ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɧɢɯ ɨɩɟɪɚɰɿɣ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɧɢɤɚ ɩɪɢɛɥɢɡɧɨ ɪɿɜɧɚ 
(n+1)!, ɚ ɜɢɡɧɚɱɧɢɤɿɜ є (n+1).  

Ɇɨɠɧɚ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɋɅȺɊ (2.2) ɩɪɢ m=n ɡ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɦ 
ɨɛɟɪɧɟɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ Ⱥ-1. ɉɨɦɧɨɠɢɜɲɢ ɡɥɿɜɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (2.2) ɧɚ Ⱥ-1, 
ɨɞɟɪɠɭєɦɨ Х=Ⱥ-1ȼ. Ɉɞɧɚɤ ɡɚ ɤɿɥьɤɿɫɬɸ ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɧɢɯ ɨɩɟɪɚɰɿɣ 
ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɨɛɟɪɧɟɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ ɧɟ ɩɪɨɫɬɿɲɟ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɢ Ʉɪɚɦɟɪɚ.  

ɇɚɣɩɨɲɢɪɟɧɿɲɢɦ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɥьɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ є 
ɦɟɬɨɞ, ɡɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɢɣ ɧɿɦɟɰьɤɢɦ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɨɦ Ʉɚɪɥɨɦ Ɏɪɿɞɪɿɯɨɦ 
Ƚɚɭɫɨɦ.  

 
Ɉɫɨɛɥɢɜɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɿɜ Ƚɚɭɫɚ 

ɇɚɣɛɿɥьɲ ɜɿɞɨɦɢɦ ɡ ɬɨɱɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɋɅȺɊ (2.1) є 
ɦɟɬɨɞɢ Ƚɚɭɫɚ, ɫɭɬь ɹɤɢɯ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɬɨɦɭ, ɳɨ ɫɢɫɬɟɦɚ ɪɿɜɧɹɧь, ɹɤɚ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬьɫɹ, ɡɜɨɞɢɬьɫɹ ɞɨ ɟɤɜɿɜɚɥɟɧɬɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡ ɜɟɪɯɧьɨɸ 
ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ. ɇɟɜɿɞɨɦɿ ɡɧɚɯɨɞɹɬьɫɹ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɢɦɢ 
ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɚɦɢ, ɩɨɱɢɧɚɸɱɢ ɡ ɨɫɬɚɧɧьɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɨʀ 
ɫɢɫɬɟɦɢ. Ⱥɥɝɨɪɢɬɦɢ Ƚɚɭɫɚ ɫɤɥɚɞɚɸɬьɫɹ ɿɡ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɨɞɧɨɬɢɩɧɢɯ 
ɨɩɟɪɚɰɿɣ, ɹɤɿ ɥɟɝɤɨ ɮɨɪɦɚɥɿɡɭɸɬьɫɹ. Ɉɞɧɚɤ, ɬɨɱɧɿɫɬь ɪɟɡɭɥьɬɚɬɭ ɣ 
ɜɢɬɪɚɱɟɧɢɣ ɧɚ ɣɨɝɨ ɨɬɪɢɦɚɧɧɹ ɱɚɫ ɭ ɛɿɥьɲɨɫɬɿ ɜɢɩɚɞɤɿɜ ɡɚɥɟɠɢɬь ɜɿɞ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦɭ ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ ɬɪɢɤɭɬɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ ɫɢɫɬɟɦɢ. ɍ ɡɚɝɚɥьɧɨɦɭ 
ɜɢɩɚɞɤɭ ɚɥɝɨɪɢɬɦɢ Ƚɚɭɫɚ ɫɤɥɚɞɚɸɬьɫɹ ɡ ɞɜɨɯ ɟɬɚɩɿɜ: 

ɉɪɹɦɢɣ ɯɿɞ, ɜ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿ ɹɤɨɝɨ ɋɅȺɊ (2.1), ɳɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭєɬьɫɹ, 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɸєɬьɫɹ ɜ ɟɤɜɿɜɚɥɟɧɬɧɭ ɫɢɫɬɟɦɭ ɡ ɜɟɪɯɧьɨɸ ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ 
ɦɚɬɪɢɰɟɸ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ ɜɢɞɭ:  
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11 1 12 2 1 1

1 22 2 2 2

1 2

...

0 ...

0 0 ...

n n

n n

nn n n

a x a x a x b

x a x a x b

x x a x b

       


      
       

      (2.3) 

Зɜɨɪɨɬɧɢɣ ɯɿɞ ɞɨɡɜɨɥɹє ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɜɟɤɬɨɪ ɪɨɡɜ‘ɹɡɤɭ ɩɨɱɢɧɚɸɱɢ ɡ 
ɨɫɬɚɧɧьɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.3) ɲɥɹɯɨɦ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ 
ɜɟɤɬɨɪɚ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ, ɨɬɪɢɦɚɧɢɯ ɧɚ ɩɨɩɟɪɟɞɧьɨɦɭ ɤɪɨɰɿ. 

ȼɿɞɨɦɨ ɞɟɤɿɥьɤɚ ɪɿɡɧɢɯ ɚɥɝɨɪɢɬɦɿɜ ɨɬɪɢɦɚɧɧɹ ɟɤɜɿɜɚɥɟɧɬɧɨʀ 
ɫɢɫɬɟɦɢ ɡ ɜɟɪɯɧьɨɸ ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ.  

 
2.2.3. Ɇɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɡ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɢɦ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹɦ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ 

 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɛɚɡɨɜɢɣ ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.1). 

ɐɟɣ ɦɟɬɨɞ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɦɭ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɿ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ ɿɡ ɫɢɫɬɟɦɢ. 
ɉɪɢɩɭɫɬɢɦɨ, ɳɨ 11 0a  . ɉɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɩɨɦɧɨɠɢɦɨ ɩɟɪɲɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚ 

1

11

ia

a
  ɿ ɞɨɞɚɦɨ ɡ ɿ-ɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ. Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ ɜɢɤɥɸɱɢɦɨ 1x  ɡɿ ɜɫɿɯ 

ɪɿɜɧɹɧь ɫɢɫɬɟɦɢ. Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 
11 1 12 2 1 1

(1) (1) (1)
22 2 2 2

(1) (1) (1)
2 2

... ,

... ,

.....................................

... ,

n n

n n

n nn n n

a x a x a x b

a x a x b

a x a x b

   
   


   

 

ɞɟ i1 1j(1) (1) i1 1
ij ij i i

11 11

a a a b
a a , b b , i, j 2,3...n.

a a
      

Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ ɜɢɤɥɸɱɢɦɨ 2x  ɡ ɨɬɪɢɦɚɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ. ɉɨɫɥɿɞɨɜɧɨ 
ɜɢɤɥɸɱɢɜɲɢ ɜɫɿ ɧɟɜɿɞɨɦɿ ɞɨ nx , ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ ɬɪɢɤɭɬɧɨɝɨ 
ɜɢɝɥɹɞɭ:  

11 1 12 2 1 1 1

(1) (1) (1) (1)
22 2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)
1, 1 1 1, 1

( 1) ( 1)
,

... ... ,

... ... ,

.....................................

,

.

k k n n

k k n n

n n n
n n n n n n n

n n
n n n n

a x a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x b

a x b

  
    

 

     
     


  

 

   (2.4) 

ȼɢɤɨɧɚɧɧɹ ɨɩɢɫɚɧɨʀ ɜɢɳɟ ɩɪɨɰɟɞɭɪɢ ɩɪɹɦɨɝɨ ɯɨɞɭ ɦɨɠɥɢɜɟ ɩɪɢ 
ɭɦɨɜɿ, ɳɨ ɜɫɿ ( )

,
l

i ia , 1, 2... 1l n   ɧɟ ɞɨɪɿɜɧɸɸɬь ɧɭɥɸ. 
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ɍ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿ ɡɜɨɪɨɬɧɨɝɨ ɯɨɞɭ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ, ɜɢɤɨɧɭɸɱɢ 
ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ (ɩɨɱɢɧɚɸɱɢ ɡ ɨɫɬɚɧɧьɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ) ɜ 
ɫɢɫɬɟɦɿ (2.4), ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɜɫɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ:  

( 1)

( 1)
,

,
n

n
n n

n n

b
x

a



     ( 1) ( 1)

( 1)
1,

1
( )

n
i i

i i ij ji
j ii i

x b a x
a

 


 

   . 

Ɇɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɥɟɝɤɨ ɪɟɚɥɿɡɨɜɚɧɢɣ ɧɚ ɤɨɦɩ'ɸɬɟɪɿ. 
ɐɟɣ ɦɟɬɨɞ ɬɚ ɣɨɝɨ ɦɨɞɢɮɿɤɚɰɿʀ ɜɢɪɿɡɧɹɸɬьɫɹ ɦɟɧɲɨɸ ɤɿɥьɤɿɫɬɸ 
ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɧɢɯ ɞɿɣ, ɩɪɢɛɥɢɡɧɨ ɪɿɜɧɨɸ n3. Ɉɞɧɚɤ, ɨɞɢɧ ɡ ɨɫɧɨɜɧɢɯ 
ɧɟɞɨɥɿɤɿɜ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ ɩɨɜ'ɹɡɚɧɢɣ ɡ ɬɢɦ, ɳɨ ɩɪɢ ɣɨɝɨ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ 
ɧɚɤɨɩɢɱɭɸɬьɫɹ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɥьɧɿ ɩɨɯɢɛɤɢ, ɹɤɿ ɫɩɨɬɜɨɪɸɸɬь 
ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɜɟɥɢɤɢɯ ɩɨɝɚɧɨ ɨɛɭɦɨɜɥɟɧɢɯ ɋɅȺɊ.  

Ⱦɥɹ ɜɢɪɿɲɟɧɧɹ ɰɿєʀ ɩɪɨɛɥɟɦɢ ɛɭɜ ɫɬɜɨɪɟɧɢɣ ɦɟɬɨɞ QR-ɪɨɡɤɥɚɞɭ, 
ɳɨ ɦɚɣɠɟ ɭɫɭɧɭɜ ɰɿ ɩɨɯɢɛɤɢ.  

Ɉɞɧɿєɸ ɡ ɧɚɣɛɿɥьɲ ɩɨɲɢɪɟɧɢɯ ɦɨɞɢɮɿɤɚɰɿɣ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ є ɦɟɬɨɞ 
LU-ɪɨɡɤɥɚɞɭ, ɳɨ ɩɨɥɹɝɚє ɭ ɪɨɡɤɥɚɞɿ ɦɚɬɪɢɰɿ ɋɅȺɊ ɧɚ ɞɨɛɭɬɨɤ ɞɜɨɯ 
ɦɚɬɪɢɰь, ɧɢɠɧьɨʀ ɬɪɢɤɭɬɧɨʀ L ɬɚ ɜɟɪɯɧьɨʀ ɬɪɢɤɭɬɧɨʀ U:  A=LU.  Ɍɨɞɿ 
ɫɢɫɬɟɦɭ AX=B ɪɨɡɜ’ɹɡɭɸɬь ɭ ɞɜɚ ɟɬɚɩɢ: ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɪɨɡɤɥɚɞɚɸɬь 
ɦɚɬɪɢɰɸ Ⱥ ɧɚ ɞɨɛɭɬɨɤ LU (ɩɪɹɦɢɣ ɯɿɞ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ),  
ɚ ɩɨɬɿɦ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɸɬь ɫɢɫɬɟɦɢ LY=B ɬɚ UX=Y (ɡɜɨɪɨɬɧɢɣ 
ɯɿɞ).  

QR-ɪɨɡɤɥɚɞ ɩɨɥɹɝɚє ɭ ɪɨɡɤɥɚɞɿ ɦɚɬɪɢɰɿ Ⱥ ɧɚ ɞɨɛɭɬɨɤ ɞɿɣɫɧɨʀ 
ɨɪɬɨɝɨɧɚɥьɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ Q ɿ ɜɟɪɯɧьɨʀ ɬɪɢɤɭɬɧɨʀ R. ɉɨɟɬɚɩɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 
ɫɢɫɬɟɦɢ AX=B ɜɢɤɨɧɭɸɬь ɬɚɤ: ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɨɛɱɢɫɥɸɸɬь Y=QɬB, ɚ ɩɨɬɿɦ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɭɸɬь ɫɢɫɬɟɦɭ RX=Y. QR-ɪɨɡɤɥɚɞ є ɫɤɥɚɞɧɿɲɢɦ, ɧɿɠ LU-
ɪɨɡɤɥɚɞ, ɚ ɩɨɝɚɧɨ ɨɛɭɦɨɜɥɟɧɿ ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɟ ɬɚɤ ɱɚɫɬɨ ɡɭɫɬɪɿɱɚɸɬьɫɹ.  

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɡɦɟɧɲɢɬɢ ɡɪɨɫɬɚɧɧɹ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɥьɧɨʀ ɩɨɯɢɛɤɢ 
ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬьɫɹ ɪɿɡɧɿ ɦɨɞɢɮɿɤɚɰɿʀ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, 
ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɡ ɜɢɛɨɪɨɦ ɝɨɥɨɜɧɨɝɨ ɟɥɟɦɟɧɬɚ ɩɨ ɫɬɨɜɩɰɹɯ, ɜ ɰьɨɦɭ 
ɜɢɩɚɞɤɭ ɧɚ ɤɨɠɧɨɦɭ ɟɬɚɩɿ ɩɪɹɦɨɝɨ ɯɨɞɭ ɪɹɞɤɚ ɦɚɬɪɢɰɿ 
ɩɟɪɟɫɬɚɜɥɹɸɬьɫɹ ɬɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɳɨɛ ɞɿɚɝɨɧɚɥьɧɢɣ ɤɭɬɨɜɢɣ 
ɟɥɟɦɟɧɬ ɛɭɜ ɦɚɤɫɢɦɚɥьɧɢɦ. ɉɪɢ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ 
ɧɟɜɿɞɨɦɨɝɨ ɡ ɿɧɲɢɯ ɪɹɞɤɿɜ ɩɨɞɿɥ ɛɭɞɟ ɜɢɪɨɛɥɹɬɢɫɹ ɧɚ 
ɧɚɣɛɿɥьɲɢɣ ɡ ɦɨɠɥɢɜɢɯ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ ɿ ɨɬɠɟ ɜɿɞɧɨɫɧɚ ɩɨɯɢɛɤɚ 
ɛɭɞɟ ɧɚɣɦɟɧɲɨɸ. 
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2.2.4. Ɇɟɬɨɞ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ 

 
ɉɪɢ ɜɟɥɢɤɿɣ ɤɿɥьɤɨɫɬɿ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ ɭ ɋɅȺɊ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿɹ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ є 

ɞɨɫɢɬь ɫɤɥɚɞɧɨɸ. Ɍɨɦɭ ɞɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɤɨɪɟɧɿɜ ɫɢɫɬɟɦɢ ɿɧɤɨɥɢ 
ɡɪɭɱɧɿɲɟ ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɬɢɫь ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɦɢ ɱɢɫɥɨɜɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 
ȱɬɟɪɚɰɿɣɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭɸɬь ɨɬɪɢɦɚɧɧɹ ɤɨɪɟɧɿɜ ɫɢɫɬɟɦɢ ɿɡ 
ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɲɥɹɯɨɦ ɡɛɿɠɧɢɯ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɢɯ ɩɪɨɰɟɫɿɜ (ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, 
ɦɟɬɨɞ ɿɬɟɪɚɰɿʀ, ɦɟɬɨɞ Ɂɟɣɞɟɥɹ, ɦɟɬɨɞ ɪɟɥɚɤɫɚɰɿʀ ɬɚ ɿɧɲɿ). 

ɉɪɢ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɿ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɯ ɩɪɨɰɟɫɿɜ ɞɨ ɩɨɯɢɛɨɤ ɨɤɪɭɝɥɟɧь 
ɞɨɞɚєɬьɫɹ ɩɨɯɢɛɤɚ ɦɟɬɨɞɭ. 

Ʉɪɿɦ ɬɨɝɨ, ɟɮɟɤɬɢɜɧɟ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɿɫɬɨɬɧɨ 
ɡɚɥɟɠɢɬь ɜɿɞ ɜɞɚɥɨɝɨ ɜɢɛɨɪɭ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɬɚ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ 
ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɩɪɨɰɟɫɭ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɦɟɬɨɞ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɞɥɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ. 
ɋɩɨɱɚɬɤɭ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɋɅȺɊ  (2.1) ɩɪɢɜɟɫɬɢ ɞɨ ɧɨɪɦɚɥьɧɨɝɨ 

ɜɢɝɥɹɞɭ (ɡɪɭɱɧɨɝɨ ɞɥɹ ɿɬɟɪɚɰɿʀ): 

1

, ( 1,2, , )
n

i i j j i
j

x x i n 


    

Ɂ ɰɿєɸ ɦɟɬɨɸ ɪɨɡɜ’ɹɠɟɦɨ ɩɟɪɲɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.1) ɜɿɞɧɨɫɧɨ 
1x , ɞɪɭɝɟ – ɜɿɞɧɨɫɧɨ 2x  ɿ ɬ. ɞ. Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ: 

1 1 12 2 13 3 1

2 2 21 1 23 3 2

1 1 2 2 , 1 1

... ,

... ,

... .

n n

n n

n n n n n n n

x x x x

x x x x

x x x x

   
   

     

    
     


     

  (2.5) 

ɞɟ i ;i

ii

b

a
   ij

ij

ii

a

a
   , ɩɪɢ i j ; 0ij  , ɩɪɢ i j ; 

1

n
ij i

i j
j ii ii
j i

a b
x x

a a


   ; 0ija  ; 1,i n . 

ɇɭɥьɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.5) ɦɨɠɧɚ ɜɢɛɪɚɬɢ 
ɞɨɜɿɥьɧɢɦ. ȼɢɛɟɪɟɦɨ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɫɬɨɜɩɱɢɤ ɜɿɥьɧɢɯ ɱɥɟɧɿɜ  0 x β . 

Ⱦɚɥɿ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɦɚɬɪɢɰɿ-ɫɬɨɜɩɰɿ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɧɚɛɥɢɠɟɧь 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.5): 

(1) (0)x x    – ɩɟɪɲɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ, 
       (2) (1)x x    – ɞɪɭɝɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɿ ɬ.ɞ. 
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Ȼɭɞь-ɹɤɟ (k + 1)-ɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɨɛɱɢɫɥɸєɬьɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 
( 1) ( )k kx x    , (k = 0, 1, 2, …). (2.6) 

ɍ ɪɨɡɝɨɪɧɭɬɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ( 1) ( )
i

1

n
k k

i ij j
j

x x 



  . 

əɤɳɨ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬь ɧɚɛɥɢɠɟɧь      0 1, , ...., kx x x  ɦɚє ɝɪɚɧɢɰɸ 
( )lim k

k
x x


 , (2.7) 

ɬɨ ɰɹ ɝɪɚɧɢɰɹ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɫɢɫɬɟɦɢ (2.5). 
ȱɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ ɡɭɩɢɧɹɸɬь, ɩɪɢ ɭɦɨɜɿ ( ) ( 1)k k

i ix x   , ɞɟ  – 

ɡɚɞɚɧɚ ɚɛɫɨɥɸɬɧɚ ɩɨɯɢɛɤɚ. 
Ɂɧɚɱɧɨ ɩɪɨɫɬɿɲɨɸ ɞɥɹ ɩɪɨɝɪɚɦɧɨʀ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ є ɬɚɤɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɦɟɬɨɞɭ 

ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ: 

 ( 1) ( ) ( )

1

1 n
k k k

i i i ij j
jii

x x b a x
a





 
    

 
 .  (2.8) 

ɍɦɨɜɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ 
ɇɟɯɚɣ ɡɚɞɚɧɨ ɡɜɟɞɟɧɭ ɞɨ ɧɨɪɦɚɥьɧɨɝɨ ɜɢɝɥɹɞɭ ɋɅȺɊ 

x x    . 

Ⱦɨɫɬɚɬɧɹ ɭɦɨɜɚ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ: ɹɤɳɨ ɫɭɦɚ ɦɨɞɭɥɿɜ ɟɥɟɦɟɧɬɿɜ ɪɹɞɤɿɜ 
ɚɛɨ ɦɨɞɭɥɿɜ ɟɥɟɦɟɧɬɿɜ ɫɬɨɜɩɰɿɜ ɦɚɬɪɢɰɿ α ɦɟɧɲɚ 1, ɬɨ ɩɪɨɰɟɫ ɿɬɟɪɚɰɿʀ 
ɞɥɹ ɞɚɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ ɞɨ єɞɢɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨ ɜɿɞ 
ɜɢɛɨɪɭ ɜɟɤɬɨɪɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ ɧɚɛɥɢɠɟɧь. 

ɇɟɨɛɯɿɞɧɚ ɿ ɞɨɫɬɚɬɧɹ ɭɦɨɜɚ: ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɦɟɬɨɞ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ 
ɫɢɫɬɟɦɢ (2.2) є ɡɛɿɠɧɢɦ, ɹɤɳɨ ɦɨɞɭɥɿ ɞɿɚɝɨɧɚɥьɧɢɯ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ iia  

ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɛɿɥьɲɿ, ɧɿɠ ɫɭɦɢ ɦɨɞɭɥɿɜ ɪɟɲɬɢ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ ɞɚɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (ɧɟ ɜɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɜɿɥьɧɢɯ ɱɥɟɧɿɜ). 

1

n

ij ii
j
j i

a a



 ,  i=1, 2, ..., n. 

 
2.2.5. Ɇɟɬɨɞ Зɟɣɞɟɥɹ 

 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɦɟɬɨɞ Ɂɟɣɞɟɥɹ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ, ɳɨ ɡɜɟɞɟɧɚ ɞɨ 

ɧɨɪɦɚɥьɧɨɝɨ ɜɢɝɥɹɞɭ (2.5). 
ȼɢɛɟɪɟɦɨ ɜɟɤɬɨɪ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ ɧɚɛɥɢɠɟɧь 

 (0) (0) (0) (0) (0)
1 2 3, , ,..., nX x x x x  
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(ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɫɬɨɜɩɟɰь ɜɿɥьɧɢɯ ɱɥɟɧɿɜ  1 2 3, , ,..., n      ). Ɍɨɞɿ 
ɩɪɨɜɨɞɢɦɨ ɭɬɨɱɧɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ ɱɢɧɨɦ: 

1) ɩɟɪɲɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ: 
(1) (0) (0) (0) (0)

1 1 11 1 12 2 13 3 1

(1) (1) (0) (0) (0)
2 2 21 1 22 2 23 3 2

(1) (1) (1) (1) (1) (0)
1 1 2 2 3 3 , 1

... ,

... ,

... ;

n n

n n

n n n n n n n n nn n

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

    

    

     

      


     


       

 

2) k + 1 ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ: 
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 11 1 12 2 13 3 1

( 1) ( 1) ( ) ( )
2 2 21 1 22 2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
1 1 2 2 , 1 1

( 1) ( 1) (
1 1 2 2

... ,

... ,

... ... ,

k k k k k
n n

k k k k
n n

k k k k k k
i i i i i i i ii i in n

k k
n n n n

x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x

    

   

     

  



 

   
 

 

     

    

       

   1) ( 1) ( )
, 1 1... ;k k k

n n n nn nx x  
 










   

 

ɞɟ k = 0, 1, 2, …, n. 
ȱɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ ɦɟɬɨɞɭ Ɂɟɣɞɟɥɹ ɩɨɞɿɛɧɢɣ ɞɨ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɫɬɢɯ 

ɿɬɟɪɚɰɿɣ. ȼɿɞɦɿɧɧɢɦ є ɬɟ, ɳɨ ɭɬɨɱɧɟɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ  1k

ix   ɨɞɪɚɡɭ ɠ 
ɩɿɞɫɬɚɜɥɹɸɬьɫɹ ɜ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. Ɉɬɠɟ, ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɦɟɬɨɞɭ 
Ɂɟɣɞɟɥɹ: 

1
( 1) ( 1) ( )

1

i n
k k k

i i ij j ij j
j j i

x x x  


 

 

      . 

Ɍɨɛɬɨ, ɦɟɬɨɞ Ɂɟɣɞɟɥɹ ɜɿɞɪɿɡɧɹєɬьɫɹ ɜɿɞ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ 
ɬɢɦ, ɳɨ ɩɪɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿ  1k

ix   ɧɚ (k+1)-ɦɭ ɤɪɨɰɿ ɜɪɚɯɨɜɭɸɬьɫɹ 
ɡɧɚɱɟɧɧɹ  1

1

kx  ,  1
2

kx  , ...,   1
1

k

ix 
 , ɨɛɱɢɫɥɟɧɿ ɧɚ ɰьɨɦɭ ɫɚɦɨɦɭ ɤɪɨɰɿ. 

Ɂ ɦɟɬɨɸ ɟɤɨɧɨɦɿʀ ɩɚɦ’ɹɬɿ ɩɪɢ ɩɪɨɝɪɚɦɭɜɚɧɧɿ ɦɟɬɨɞɭ Ɂɟɣɞɟɥɹ 
ɧɟɞɨɰɿɥьɧɨ ɧɚɩɪɹɦɭ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɩɨɞɚɧɭ ɮɨɪɦɭɥɭ ɦɟɬɨɞɭ. ɇɚ 
ɜɿɞɦɿɧɭ ɜɿɞ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ, ɭ ɦɟɬɨɞɿ Ɂɟɣɞɟɥɹ ɧɟɦɚє 
ɧɟɨɛɯɿɞɧɨɫɬɿ ɡɛɟɪɿɝɚɬɢ ɜ ɩɚɦ’ɹɬɿ ɩɨɜɧɿɫɬɸ ɜɟɤɬɨɪ ɩɨɩɟɪɟɞɧɿɯ 
ɧɚɛɥɢɠɟɧь ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. Ɇɨɠɧɚ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɨɞɢɧ ɜɟɤɬɨɪ, ɜ ɹɤɨɦɭ 
ɛɭɞɭɬь ɡɛɟɪɿɝɚɬɢɫɹ ɨɫɬɚɧɧɿ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ. ɉɪɢ ɰьɨɦɭ ɞɥɹ 
ɤɨɧɬɪɨɥɸ ɭɦɨɜɢ ɡɚɜɟɪɲɟɧɧɹ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɭ ɩɨ ɤɨɠɧɨɦɭ ɡ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɦɨɠɧɚ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɨɞɧɭ ɣ ɬɭ ɠ ɞɨɩɨɦɿɠɧɭ ɡɦɿɧɧɭ ɞɥɹ 
ɬɢɦɱɚɫɨɜɨɝɨ ɡɛɟɪɿɝɚɧɧɹ ɩɨɩɟɪɟɞɧьɨɝɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɱɟɪɝɨɜɨɝɨ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. 
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ɍɦɨɜɚ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ: ɦɟɬɨɞ Ɂɟɣɞɟɥɹ є ɡɛɿɠɧɢɦ, ɹɤɳɨ ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ 
ɧɟɪɿɜɧɿɫɬь 

1

n

ij ii
j
j i

a a



 ,  ɞɥɹ ɜɫɿɯ i=1, 2, ..., n. 

ɿ ɹɤɳɨ ɯɨɱɚ ɛ ɞɥɹ ɨɞɧɨɝɨ ɿ ɰɹ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬь ɫɬɪɨɝɚ 

1

;
n

kk kj
j
j k

a a



  1,k n . 

 
2.2.6. Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅАɊ ɜ MATLAB 
 
ɉɪɨɝɪɚɦɧɢɣ ɩɚɤɟɬ MATLAB ɦɚє ɩɨɬɭɠɧɢɣ ɩɚɤɟɬ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ 

ɋɅȺɊ ɪɿɡɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 
ɉɪɢ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɛɚɝɚɬьɨɯ ɡɚɜɞɚɧь, ɩɨɜ'ɹɡɚɧɢɯ ɡ ɦɚɬɪɢɱɧɨʀ ɚɥɝɟɛɪɨɸ, 

ɤɨɪɢɫɧɢɦɢ ɦɨɠɭɬь ɜɢɹɜɢɬɢɫɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɥɹ ɨɰɿɧɨɤ ɨɫɧɨɜɧɢɯ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ: 

det(A) – ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɧɢɤɚ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ; 
rank(A) – ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɪɚɧɝɭ ɦɚɬɪɢɰɿ A; 
inv(A) – ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɨɛɟɪɧɟɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ A-1, ɬɚ ɠ ɫɚɦɚ ɨɩɟɪɚɰɿɹ, 

ɳɨ ɣ A^(-1); 
A^n – ɩɿɞɧɟɫɟɧɧɹ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ Ⱥ ɞɨ ɫɬɟɩɟɧɹ n ɬɨɳɨ. 
ɋɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь ɬɢɩɭ Ax=b ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɫɨɛɚɦɢ MATLAB 

ɪɿɡɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɞɟɹɤɿ ɡ ɧɢɯ. 
1. Ɉɩɟɪɚɰɿɹ ɡɜɨɪɨɬɧɨʀ ɫɤɿɫɧɨʀ ɪɢɫɤɢ \, ɚɛɨ ɮɭɧɤɰɿɹ mldivide. 

Ɋɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɋɅȺɊ ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ ɤɨɦɚɧɞɨɸ: 
>>x=A\b 

ɚɛɨ 
>>x=mldivide(A,b) 
ɐɿ ɤɨɦɚɧɞɢ є ɚɧɚɥɨɝɿɱɧɢɦɢ. Ɉɩɟɪɚɰɿɹ \ ɪɟɚɥɿɡɭєɬьɫɹ ɧɚɫɬɭɩɧɢɦ 

ɱɢɧɨɦ.  
əɤɳɨ ɦɚɬɪɢɰɹ A ɞɿɚɝɨɧɚɥьɧɚ, ɬɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɨɬɪɢɦɭєɬьɫɹ ɩɨɞɿɥɨɦ 

ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɿɜ ɜɟɤɬɨɪɚ b ɧɚ ɞɿɚɝɨɧɚɥьɧɿ ɟɥɟɦɟɧɬɢ ɦɚɬɪɢɰɿ. əɤɳɨ 
ɦɚɬɪɢɰɹ ɤɜɚɞɪɚɬɧɚ ɿ ɫɬɪɿɱɤɨɜɚ, ɬɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭєɬьɫɹ ɫɩɟɰɿɚɥьɧɢɣ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ. əɤɳɨ ɦɚɬɪɢɰɹ A є ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ ɚɛɨ 
ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɩɪɢɜɟɞɟɧɚ ɞɨ ɬɪɢɤɭɬɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ ɩɟɪɟɫɬɚɧɨɜɤɨɸ ɪɹɞɤɿɜ ɿ 
ɫɬɨɜɩɰɿɜ, ɬɨ ɫɢɫɬɟɦɚ ɜɢɪɿɲɭєɬьɫɹ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ. əɤɳɨ ɦɚɬɪɢɰɹ 
ɧɟ є ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ, ɚɥɟ є ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɨɸ ɿ ɦɚє ɩɨɡɢɬɢɜɧɿ ɞɿɚɝɨɧɚɥьɧɿ 
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ɟɥɟɦɟɧɬɢ, ɬɨ MATLAB ɧɚɦɚɝɚєɬьɫɹ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɹ 
ɏɨɥɟɰьɤɨɝɨ ɿ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɞɜɿ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡ ɬɪɢɤɭɬɧɢɦɢ ɦɚɬɪɢɰɹɦɢ. 

əɤɳɨ ɦɚɬɪɢɰɹ ɯɟɫɫɟɧɛɟɪɝɨɜɚ, ɚɥɟ ɧɟ ɪɨɡɪɿɞɠɟɧɚ, ɬɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭєɬьɫɹ 
ɡɜɟɞɟɧɧɹ ɞɨ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡ ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ. əɤɳɨ ɦɚɬɪɢɰɹ ɤɜɚɞɪɚɬɧɚ, 
ɚɥɟ ɩɟɪɟɪɚɯɨɜɚɧɿ ɜɢɳɟ ɦɟɬɨɞɢ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ ɧɟ ɜɞɚɥɨɫɹ, ɬɨ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɦɟɬɨɞ LU-ɪɨɡɤɥɚɞɭ.  

əɤɳɨ A – ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɚ ɦɚɬɪɢɰɹ, ɬɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ QR-
ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɹ, ɳɨ ɜɪɚɯɨɜɭє ɦɨɠɥɢɜɢɣ ɪɨɡɪɿɞɠɟɧɢɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɦɚɬɪɢɰɿ. 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɨɩɟɪɚɰɿɹ \ ɚɛɨ ɮɭɧɤɰɿɹ mldivide ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɬь 
ɞɨɫɢɬь ɫɤɥɚɞɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɱ (solver). Ɉɩɟɪɚɰɿɹ \ ɧɟ ɞɨɡɜɨɥɹє 
ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱɟɜɿ ɤɟɪɭɜɚɬɢ ɩɪɨɰɟɫɨɦ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ. Ʉɪɿɦ ɬɨɝɨ, ɧɚ ɱɢɫɥɟɧɧɿ 
ɩɟɪɟɜɿɪɤɢ ɩɪɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɿ ɜɟɥɢɤɢɯ ɫɢɫɬɟɦ ɜɢɬɪɚɱɚєɬьɫɹ ɞɨɫɢɬь 
ɛɚɝɚɬɨ ɱɚɫɭ.  

2. Ɇɟɬɨɞ ɨɛɟɪɧɟɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ. Ɋɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɋɅȺɊ Ax=b ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɭ 
ɜɢɝɥɹɞɿ: x=A

-1
b. 

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
>> A=[1 4 1 3; 0 -1 3 -1; 3 1 0 2; 1 -2 5 1]; 
b=[1;2;3;4]; 
>> x=A^(-1)*b 
x = 
    1.1364 
   -0.0455 
    0.5909 
   -0.1818 
3. Ɏɭɧɤɰɿɹ linsolve ɪɨɡɜ'ɹɡɭє ɋɅȺɊ ɿ ɞɨɡɜɨɥɹє ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱɟɜɿ 

ɜɢɛɪɚɬɢ ɦɟɬɨɞ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ, ɨɩɢɫɚɜɲɢ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɦɚɬɪɢɰɿ. ɍ 
ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɡɜɟɪɧɟɧɧɹ ɞɨ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  

>>x = linsolve(A, b) 
ɉɪɢ ɬɚɤɨɦɭ ɜɢɤɥɢɤɭ ɭ ɪɚɡɿ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ 

LU-ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɹ, ɚ ɜ ɪɚɡɿ ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ – QR-ɪɨɡɤɥɚɞɭ. Ⱦɥɹ 
ɡɚɞɚɧɧɹ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ ɦɚɬɪɢɰɿ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɤɟɪɭɸɱɚ ɫɬɪɭɤɬɭɪɚ, 
ɹɤɭ ɩɨɡɧɚɱɢɦɨ opts (ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɛɭɞь-ɹɤɟ ɩɪɢɩɭɫɬɢɦɟ 
ɿɦ'ɹ): x = linsolve(A, b, opts). ɋɬɪɭɤɬɭɪɚ ɦɨɠɟ ɦɚɬɢ ɩɨɥɹ, 
ɳɨ ɨɩɢɫɭɸɬь ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɦɚɬɪɢɰɿ: LT – ɧɢɠɧɹ ɬɪɢɤɭɬɧɚ ɦɚɬɪɢɰɹ, UT – 
ɜɟɪɯɧɹ ɬɪɢɤɭɬɧɚ, UHESS – ɯɟɫɫɟɧɛɟɪɝɨɜɚ, SYM – ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɚ, POSDEF 
– ɩɨɡɢɬɢɜɧɨ ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ, RECT – ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɚ, TRANSA – ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɩɟɪɟɞɚєɬьɫɹ ɬɪɚɧɫɩɨɧɨɜɚɧɚ ɦɚɬɪɢɰɹ. ɉɨɥɹ ɦɨɠɭɬь ɩɪɢɣɦɚɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
true ɚɛɨ false. Ɇɨɠɧɚ ɡɚɞɚɜɚɬɢ ɧɟ ɜɫɿ ɩɨɥɹ. Ⱦɨɩɭɫɬɢɦɿ ɩɨєɞɧɚɧɧɹ 
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ɡɧɚɱɟɧь ɩɨɥɿɜ ɤɟɪɭɸɱɨʀ ɫɬɪɭɤɬɭɪɢ ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ ɜ ɞɨɜɿɞɤɨɜɿɣ ɫɢɫɬɟɦɿ 
MATLAB. Ɏɭɧɤɰɿɹ ɧɟ ɩɟɪɟɜɿɪɹє ɡɚɡɧɚɱɟɧɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɦɚɬɪɢɰɿ, ɳɨ 
ɩɪɢɫɤɨɪɸє ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ, ɚɥɟ ɦɨɠɟ ɩɪɢɡɜɟɫɬɢ ɞɨ ɩɨɦɢɥɨɤ ɩɪɢ 
ɧɟɩɪɚɜɢɥьɧɨɦɭ ɡɚɡɧɚɱɟɧɧɿ ʀʀ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ.  

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
A = [1 2 3; 
     0 4 5;  
     0 0 6]; 
b = [6; 9; 6]; 
% ɡɚɞɚɬɢ true ɞɥɹ ɩɨɥɹ UT (ɚ ɜɫɿ ɿɧɲɿ false) 
opts.UT = true;  
opts.TRANSA = false; 
opts.LT = false; 
opts.UHESS  = false; 
opts.SYM  = false; 
opts.POSDEF  = false; 
opts.RECT  = false; 
% ɮɭɧɤɰɿɹ linsolve ɛɭɞɟ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɦɚɬɪɢɰɸ А ɹɤ 
ɜɟɪɯɧɸ ɬɪɢɤɭɬɧɭ  
x = linsolve(A,b, opts) 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ:  
x = 
     1 
     1 
     1 

4. Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ ɡ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɦ ɮɭɧɤɰɿʀ rref – 
ɩɪɢɜɟɞɟɧɨ-ɫɬɭɩɿɧɱɚɫɬɚ ɮɨɪɦɚ ɦɚɬɪɢɰɿ (reduced row echelonform). 
ɋɬɭɩɿɧɱɚɫɬɚ ɦɚɬɪɢɰɹ – ɦɚɬɪɢɰɹ, ɳɨ ɦɚє m ɪɹɞɤɿɜ ɿ n ɫɬɨɜɩɰɿɜ, ɭ ɹɤɨʀ 
ɩɟɪɲɿ r ɞɿɚɝɨɧɚɥьɧɢɯ ɟɥɟɦɟɧɬɿɜ ɧɟɧɭɥьɨɜɿ, r  min(m,n), ɚ ɟɥɟɦɟɧɬɢ, 
ɳɨ ɥɟɠɚɬь ɧɢɠɱɟ ɞɿɚɝɨɧɚɥɿ, ɿ ɟɥɟɦɟɧɬɢ ɨɫɬɚɧɧɿɯ m-r ɪɹɞɤɿɜ 
ɞɨɪɿɜɧɸɸɬь ɧɭɥɸ: 
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Ɏɭɧɤɰɿɹ R=rref() ɩɪɢɜɨɞɢɬь ɦɚɬɪɢɰɸ ɞɨ ɫɬɭɩɿɧɱɚɫɬɨʀ ɮɨɪɦɢ ɡ 

ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɦ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹ Ƚɚɭɫɚ-ɀɨɪɞɚɧɚ ɡ ɜɢɛɨɪɨɦ ɝɨɥɨɜɧɨɝɨ 
ɟɥɟɦɟɧɬɚ ɩɨ ɫɬɨɜɩɰɸ. 

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɋɅȺɊ ɡ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɸ ɧɟɨɫɨɛɥɢɜɨɸ 
ɦɚɬɪɢɰɟɸ A ɿ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ b, ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɫɮɨɪɦɭɜɚɬɢ 
ɪɨɡɲɢɪɟɧɭ ɦɚɬɪɢɰɸ, ɨɛ'єɞɧɚɜɲɢ A ɿ b, ɿ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɮɭɧɤɰɿɸ 
rref, ɩɪɢɜɟɫɬɢ ɪɨɡɲɢɪɟɧɭ ɦɚɬɪɢɰɸ ɞɨ ɫɬɭɩɿɧɱɚɫɬɨɝɨ ɜɢɝɥɹɞɭ. 
Ɉɫɬɚɧɧɿɣ ɫɬɨɜɩɟɰь ɨɬɪɢɦɚɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ є ɪɨɡɜ'ɹɡɤɨɦ ɫɢɫɬɟɦɢ.  

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
>> A = [1 -2 1; 2 -5 -1; -7 0 1]; 
>> B = [2; -1; -2]; 
>> R = rref([A b]) 
R = 
1.0000      0  0 0.5200 

  0 1.0000  0 0.0800 
  0      0 1.0000 1.6400 

 

5. Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ ɦɟɬɨɞɨɦ LU-ɪɨɡɤɥɚɞɭ ɚɛɨ QR-ɪɨɡɤɥɚɞɭ. 
ɉɪɢɤɥɚɞ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ ɦɟɬɨɞɨɦ LU-ɪɨɡɤɥɚɞɭ: 
>> A=[1 4 1 3; 0 -1 3 -1; 3 1 0 2; 1 -2 5 1]; 
>> b=[1;2;3;4]; 
>> [L,U]=lu(A) 
L = 
    0.3333    1.0000         0         0 
         0   -0.2727    0.5806    1.0000 
    1.0000         0         0         0 
    0.3333   -0.6364    1.0000         0 
U = 
    3.0000    1.0000         0    2.0000 
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         0    3.6667    1.0000    2.3333 
         0         0    5.6364    1.8182 
         0         0         0   -1.4194 
>> y=L\b 
y = 
    3.0000 
         0 
    3.0000 
    0.2581 
 
>> x=U\y 
x = 
    1.1364 
   -0.0455 
    0.5909 
   -0.1818 
 
ɉɟɪɟɜɿɪɢɦɨ ɩɪɚɜɢɥьɧɿɫɬь ɨɬɪɢɦɚɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ: 
>> b-A*x 
ans = 
  1.0e-015 * 
 
    0.1110 
   -0.4441 
         0 
    0.4441 
 
ɉɪɢɤɥɚɞ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ ɦɟɬɨɞɨɦ QR-ɪɨɡɤɥɚɞɭ: 
>> [Q,R]=qr(A);  y=Q'*b;  x3=R\y 
x3 = 
    1.1364 
   -0.0455 
    0.5909 
   -0.1818 
 
6. ɉɪɨɝɪɚɦɧɚ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿɹ ɨɞɧɨɝɨ ɡ ɦɟɬɨɞɿɜ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɪɨɝɪɚɦɧɭ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿɸ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ ɜ Matlab. ɋɬɜɨɪɢɦɨ  
m-ɮɚɣɥ: 
function [x,flag]=gauss(A,b) 
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% ɪɟɚɥɿɡɭє ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɚ ɡ ɜɢɛɨɪɨɦ ɝɨɥɨɜɧɨɝɨ 
ɟɥɟɦɟɧɬɚ ɩɨ ɫɬɨɜɩɰɸ, 
% ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ backsub ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɅАɊ 
ɡ ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ 
% A - ɦɚɬɪɢɰɹ nxn 
% b - ɜɟɤɬɨɪ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ 
% x - ɜɟɤɬɨɪ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ 
% flag – ɨɡɧɚɤɚ ɜɢɪɨɞɠɟɧɧɹ ɦɚɬɪɢɰɿ A 
% (flag=1 - ɦɚɬɪɢɰɹ ɧɟ ɜɢɪɨɞɠɟɧɚ, flag=0 - ɦɚɬɪɢɰɹ 
ɜɢɪɨɞɠɟɧɚ) 
% Іɧɿɰɿɚɥɿɡɚɰɿɹ ɜɟɤɬɨɪɚ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ x ɿ ɬɢɦɱɚɫɨɜɨɝɨ 
ɜɟɤɬɨɪɚ C 
[N, N]=size(A); 
x=zeros(N, 1); 
C=zeros(1, N+1); % ɬɢɦɱɚɫɨɜɢɣ ɜɟɤɬɨɪ-ɪɹɞɨɤ 
B=[A b]; % ɪɨɡɲɢɪɟɧɚ ɦɚɬɪɢɰɹ 
flag=1; 
epsilon=1e-15; % ɜɟɥɢɱɢɧɚ ɞɥɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɜɢɪɨɞɠɟɧɧɹ ɦɚɬɪɢɰɿ A 
% ɉɪɹɦɢɣ ɯɿɞ 
for s=1:N % s - ɧɨɦɟɪ ɤɪɨɤɭ 
% ȼɢɛɿɪ ɝɨɥɨɜɧɨɝɨ ɟɥɟɦɟɧɬɚ ɞɥɹ ɧɟɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɨʀ 
ɱɚɫɬɢɧɢ ɫɬɨɜɩɰɹ p 
% Y - ɦɚɤɫɢɦɚɥьɧɢɣ ɟɥɟɦɟɧɬ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨɝɨ ɦɚɫɢɜɭ 
abs(B(s:N,s)) 
% j - ɧɨɦɟɪ ɦɚɤɫɢɦɚɥьɧɨɝɨ ɟɥɟɦɟɧɬɚ ɜ ɰьɨɦɭ ɦɚɫɢɜɿ 
[Y,j]=max(abs(B(s:N,s))); 
% Ɇɿɧɹєɦɨ ɦɿɫɰɹɦɢ ɪɹɞɤɢ s ɬɚ j+s-1 
C=B(s,:); % ɪɹɞɨɤ s 
B(s,:)=B(j+s-1,:); 
B(j+s-1,:)=C; 
if abs(B(s,s))<=epsilon 
disp('Ɇɚɬɪɢɰɹ A ɜɢɪɨɞɠɟɧɚ'); 
flag=0; % Ɉɡɧɚɤɚ ɜɢɪɨɞɠɟɧɧɹ ɦɚɬɪɢɰɿ 
break % ȼɢɯɿɞ ɿɡ ɰɢɤɥɭ 
end 
% ɉɪɨɰɟɫ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹ ɞɥɹ ɫɬɨɜɩɰɹ s 
B(s,s:N+1)=B(s,s:N+1)/B(s,s); 
for k=s+1:N 
m=B(k,s)/B(s,s); 
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B(k,s:N+1)=B(k,s:N+1)-m*B(s,s:N+1); 
end 
end 
if flag % Ⱦɥɹ ɧɟɜɢɪɨɞɠɟɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ 
% Зɜɨɪɨɬɧɢɣ ɯɿɞ 
x=backsub(B(1:N,1:N),B(1:N,N+1)); 
end 

 
ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɜɢɤɥɢɤɚє ɮɭɧɤɰɿɸ backsub ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɅȺɊ ɡ 

ɜɟɪɯɧьɨɸ ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ, ɹɤɚ ɬɚɤɨɠ ɦɚє ɛɭɬɢ ɡɚɩɢɫɚɧɚ 
ɨɤɪɟɦɢɦ m-ɮɚɣɥɨɦ: 

function x=backsub(A,b) % Ɏɭɧɤɰɿɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɅАɊ 
ɡ ɜɟɪɯɧьɨɸ ɬɪɢɤɭɬɧɨɸ ɦɚɬɪɢɰɟɸ: 

 % ȼɯɿɞ A - ɜɟɪɯɧɹ ɬɪɢɤɭɬɧɚ ɦɚɬɪɢɰɹ ɪɨɡɦɿɪɨɦ nxn  
% b - ɜɟɤɬɨɪ ɪɨɡɦɿɪɨɦ nx1  
% ȼɢɯɿɞ x – ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɿɜɧɹɧь  
n=length(b); % ɪɨɡɦɿɪ ɜɟɤɬɨɪɚ  
x=zeros(n,1); % ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ ɦɚɫɢɜɭ ɧɭɥɿɜ nx1  
% Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɡɜɨɪɨɬɧɨɸ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɨɸ 

x(n)=b(n)/A(n,n);  
for k=n-1:-1:1  
x(k)=(b(k)-A(k,k+1:n)*x(k+1:n))/A(k,k);  

end 
 

ɉɪɢɤɥɚɞ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ ɦɟɬɨɞɨɦ Ƚɚɭɫɚ ɡ ɜɢɛɨɪɨɦ ɝɨɥɨɜɧɨɝɨ 
ɟɥɟɦɟɧɬɚ ɩɨ ɫɬɨɜɩɰɹɯ (ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɫɬɜɨɪɟɧɭ) ɮɭɧɤɰɿɸ gauss(). 
clear; 
clc; 
% ɉɪɢɤɥɚɞ ɦɚɬɪɢɰɿ ɿ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ 
disp('Ɇɚɬɪɢɰɹ ɪɨɡɜ''ɹɡɭɜɚɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ') 
A=[4 8 4 0 
1 5 4 -3 
1 4 7 2 
1 3 0 -2] 
disp('ȼɟɤɬɨɪ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ') 
b=[ 8 
-4 
10 
4] 
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[x,fl]=gauss(A,b);% ȼɢɤɥɢɤ ɦɟɬɨɞɭ Ƚɚɭɫɚ 
if fl 
disp('Ɋɨɡɜ''ɹɡɨɤ') 
x 
disp('ɇɟɜ''ɹɡɤɚ'); 
r=b-A*x 
end 

 
ɉɪɢɤɥɚɞ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡ ɬɪьɨɯ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɜ MATLAB 

ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ.  
clear, clc 
A = [0 -0.06 0.02; 
    -0.03 0 0.05;  
    -0.01 -0.02 0]; 
B = [2; 3; 5]; 
% ɩɪɢɜɨɞɢɦɨ ɞɨ ɧɨɪɦɚɥьɧɨɝɨ ɜɢɝɥɹɞɭ: 
AB = [A B]; % ɪɨɡɲɢɪɟɧɚ ɦɚɬɪɢɰɹ 
AB = AB([3 1 2],:) % ɩɟɪɟɫɬɚɜɥɹєɦɨ ɪɹɞɤɢ 
for i = 1:size(A) 
    a(i,1:3) = -AB(i,1:3)/AB(i,i); 
    a(i,i) = 0; 
    b(i,1) = AB(i,4)/AB(i,i); 
end 
a 
b 
eps = 1e-6; % ɬɨɱɧɿɫɬь ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ 
X0 = b; % ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 
X1 = a*X0+b; 
iter=1; 
while norm(X1-X0)>eps 
    X0 = X1; 
    X1 = a*X0+b; 
    iter=iter+1; 
end; 

disp('Ɋɨɡɜ''ɹɡɨɤ') 
X = X1 
disp('Ʉɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ: ') 
iter 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 
AB = 
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   -0.0100   -0.0200         0    5.0000 
         0   -0.0600    0.0200    2.0000 
   -0.0300         0    0.0500    3.0000 
a = 
         0   -2.0000         0 
         0         0    0.3333 
    0.6000         0         0 
b = 
 -500.0000 
  -33.3333 
   60.0000 
Ɋɨɡɜ'ɹɡɨɤ 
X = 
 -338.0952 
  -80.9524 
 -142.8571 
Ʉɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ:  
iter = 
    65 
ɇɟɜ'ɹɡɤɚ: 
>> B-A*X 
ans = 
  1.0e-008 * 
    0.3518 
    0.5278 
    0.8796 
Ɉɬɠɟ, ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡɧɚɣɞɟɧɨ ɩɪɚɜɢɥьɧɨ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ. 
 
2.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɧɭ ɋɅȺɊ ɬɨɱɧɢɦɢ ɬɚ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ 

ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 
3. ɉɨɪɿɜɧɹɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɢ ɋɅȺɊ, ɳɨ ɨɬɪɢɦɚɧɿ ɪɿɡɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 

Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ. 
 
2.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
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2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ 
ɩɿɞɝɪɭɩɢ ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 

3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɧɭ ɫɢɫɬɟɦɭ 
ɪɿɜɧɹɧь ɦɟɬɨɞɨɦ ɡɜɨɪɨɬɧɨʀ ɫɤɿɫɧɨʀ ɪɢɫɤɢ (ɚɛɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ 
mldivide(). 

4. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɧɭ ɫɢɫɬɟɦɭ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ linsolve(), 
ɦɟɬɨɞɨɦ LU-ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɹ ɬɚ QR-ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɹ. 

5. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɧɨʀ ɋɅȺɊ ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ 10-6 ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɫɬɢɯ 
ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɬɚ ɦɟɬɨɞɨɦ Ɂɟɣɞɟɥɹ ɜ Matlab. Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɡɚɛɟɡɩɟɱɢɬɢ 
ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɭɦɨɜɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɭ. Ɋɨɡɪɨɛɢɬɢ ɛɥɨɤ-
ɫɯɟɦɭ ɚɥɝɨɪɢɬɦɭ ɬɚ ɧɚɩɢɫɚɬɢ ɩɪɨɝɪɚɦɭ, ɹɤɚ ɡɚɛɟɡɩɟɱɢɬь ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 
ɋɅȺɊ ɜ Matlab ɬɚ ɜɢɜɟɞɟɧɧɹ ɧɚ ɟɤɪɚɧ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɪɨɛɨɬɢ. ɉɨɪɿɜɧɹɬɢ 
ɤɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɬɚ ɧɟɜ'ɹɡɤɢ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɦɟɬɨɞɿɜ. 

6. ɉɨɪɿɜɧɹɬɢ ɨɬɪɢɦɚɧɿ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɢ ɋɅȺɊ. 
7. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɩɪɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɦɟɬɨɞɿɜ. 

Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
Ɂɜɿɬ ɩɨɜɢɧɟɧ ɦɿɫɬɢɬɢ: 
- ɬɢɬɭɥьɧɢɣ ɥɢɫɬ;  
- ɬɟɦɭ, ɦɟɬɭ ɪɨɛɨɬɢ, ɜɚɪɿɚɧɬ ɡɚɜɞɚɧɧɹ;  
- ɩɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ;  
- ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɜɫɿɯ ɟɬɚɩɿɜ ɨɛɱɢɫɥɟɧь;  
- ɛɥɨɤ-ɫɯɟɦɭ ɚɥɝɨɪɢɬɦɭ ɬɚ ɬɟɤɫɬ ɩɪɨɝɪɚɦɢ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɋɅȺɊ 

ɦɟɬɨɞɨɦ Ɂɟɣɞɟɥɹ;  
- ɜɢɫɧɨɜɤɢ. 

 

2.5. ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɡɚɜɞɚɧь 
 

ȼɚɪɿɚɧɬ ɋɢɫɬɟɦɚ ɪɿɜɧɹɧь 

1 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 5 3,1 0,35,

5 3 2,3 1,

10 3 7,

0,5 2 4 2,3 11.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

    
    
     
     

 

2 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 14,

7 13 3 4,

2 15 7 14,

3 8 2 14 22.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
    
    
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3 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

10 5 1 5 21,

2 30 21 5 6,

2 8 23 12 5,

2 8 2 14 6.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

4 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

34 3 4 5,

2 5 4 6,

2 20 7,

4 5 2 2 10.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     
    

 

5 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 5 5 2 8,

2 2 5 4 7,

2 7 10 7,

4 5 2 1.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
    
     

 

6 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

7 13 7 2 20,

3 4 11,

6 2 2 10,

2 4 2 10 4.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

    
     
    
    

 

7 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

6 4 2 5,

4 12 2 10,

4 2 7,

3 3 2 14 15.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

8 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

20 4 5 31 35,

5 2 3 23 1,

10 9 7,

3 10 3 11.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

     
    
    
    

 

9 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 7,

5 3 9,

2 5 2 3,

3 2 7 14.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

10 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

18 5 10 7 14,

5 3 12 15,

3 2 2 9 19,

2 15 9 13.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
     
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11 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

6 5 3 5,

2 7 3 20,

5 2 13 18,

12 18 22 41 7.

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

  
    
    
    

 

12 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8 5 10 8 14,

5 3 12 15,

3 2 5 9 12,

10 2 15 29 13.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     
     

 

13 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 3 3 36,

4 6 24 27,

3 7 9 18,

4 2 6 27.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

    
     
    
    

 

14 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

16 4 2 5 17,

7 13 3 24,

2 15 2 20,

3 8 2 14 11.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

15 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

22 5 18,

2 30 13 18 8,

10 2 15 2 10,

12 18 2 40 14.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
     

 

 

2.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. ɋɮɨɪɦɭɥɸɣɬɟ ɧɟɨɛɯɿɞɧɭ ɿ ɞɨɫɬɚɬɧɸ ɭɦɨɜɭ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ єɞɢɧɨɝɨ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɋɅȺɊ. 
2. Ɉɩɢɲɿɬь ɩɨɪɹɞɨɤ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɢ ɥɿɧɿɣɧɢɯ 

ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɫɬɨʀ ɿɬɟɪɚɰɿʀ. 
3. əɤɚ ɭɦɨɜɚ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɭ? 

4. Ɉɩɢɲɿɬь ɩɨɪɹɞɨɤ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɅȺɊ ɦɟɬɨɞɨɦ Ɂɟɣɞɟɥɹ. 
5. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɜɿɞɦɿɧɧɿɫɬь ɦɟɬɨɞɿɜ Ɂɟɣɞɟɥɹ ɬɚ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ? 

əɤɢɣ ɡ ɰɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɛɿɥьɲ ɬɨɱɧɿ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɿ ɱɨɦɭ? 

6. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ LU-ɪɨɡɤɥɚɞɭ? 

7. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ ɨɛɟɪɧɟɧɨʀ ɦɚɬɪɢɰɿ ɞɥɹ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɭ ɋɅȺɊ? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №3 

Чɢɫɟɥьɧɟ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ 
ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь 

 

3.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ 

ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɢ ɋɅȺɊ 
ɬɨɱɧɢɦɢ ɬɚ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 

3.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
3.2.1. Зɚɝɚɥьɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 
ɇɟɯɚɣ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь 

(ɋɇɊ): 

1 1 2

2 1 2

1 2

( , ,..., ) 0,

( , ,..., ) 0,

( , ,..., ) 0;

n

n

n n

f x x x

f x x x

f x x x


 


 

   (3.1) 

ɞɟ f1, f2, ..., fn – ɡɚɞɚɧɿ ɧɟɥɿɧɿɣɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɿɞ n ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ;  x1, x2, ..., xn – 
ɧɟɜɿɞɨɦɿ. 

ȼɜɟɞɟɦɨ n-ɜɢɦɿɪɧɿ ɜɟɤɬɨɪɢ:  

1

2 ,

n

x

x
x

x

 
 
 
 
 
 

    
1

2

( )

( )
,

( )n

f x

f x
F x

f x

 
 
 

  
 
 
 

      

0

0
0 .

0

 
 
 
 
 
 

 

Ɍɨɞɿ ɫɢɫɬɟɦɭ (3.1) ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ:  
   0F x  .      (3.2) 

 
 
3.2.2. Ɇɟɬɨɞ ɇьɸɬɨɧɚ 

 
ȼɜɟɞɟɦɨ ɦɚɬɪɢɰɸ əɤɨɛɿ (ɹɤɨɛɿɚɧ) ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɿɜɧɹɧь (3.1): 
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1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

; ; ;

; ; ;

; ; ;

n

n

n n n

n

f f f

x x x

f f f

x x xJ

f f f

x x x

   
    
   
     
 
 
   

    

. 

Ɍɨɞɿ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ 
(3.1) ɛɭɞɟ: 

   1( 1) ( ) ( ) ( )
( )

k k k k
x x J x F x


   ,  (3.3) 

ɞɟ k=0, 1, 2, ... 

ɍ ɩɟɜɧɨɦɭ ɧɟɜɟɥɢɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ *
x  ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ 

ɤɥɚɫɢɱɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚє (3.3) є ɡɛɿɠɧɢɦ, ɹɤɳɨ ɿɫɧɭє ɨɛɟɪɧɟɧɚ 

ɦɚɬɪɢɰɹ   1( )
( )

k
J x



, ɬɨɛɬɨ 

( )
det ( ) 0

k
J x  . 

əɤɳɨ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɜɢɛɪɚɧɟ ɞɨɫɬɚɬɧьɨ ɛɥɢɡьɤɨ ɞɨ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɇɊ, ɬɨ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ (3.3) ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ ɡ ɤɜɚɞɪɚɬɢɱɧɨɸ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ. 

ɇɟɞɨɥɿɤɨɦ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ є ɞɨɫɢɬь ɜɟɥɢɤɚ ɬɪɭɞɨɦɿɫɬɤɿɫɬь, 
ɨɫɤɿɥьɤɢ ɧɚ ɤɨɠɧɨɦɭ ɤɪɨɰɿ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɭ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɡɧɚɣɬɢ 
ɨɛɟɪɧɟɧɭ ɦɚɬɪɢɰɸ əɤɨɛɿ. 

 

3.2.3. Ɇɟɬɨɞ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ 
 

ɋɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь (3.1) ɡɜɟɞɟɦɨ ɞɨ ɟɤɜɿɜɚɥɟɧɬɧɨɝɨ ɜɢɝɥɹɞɭ: 
 x x  ,    (3.4) 

ɞɟ  
1 1 1 2

2 1 22

1 2

( ) ( , ,..., )

( , ,..., )( )
.

( , ,..., )( )

n

n

n n
n

x x x x

x x xx
x

x x xx

 




      
        
       

 

Ɍɨɞɿ ɡɚɩɢɲɟɦɨ ɮɨɪɦɭɥɭ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ: 
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 ( 1) ( )k k
x x


  ,   k=0, 1, 2, ...   (3.5) 

əɤɳɨ ɿɫɧɭє ɝɪɚɧɢɰɹ 
( ) *

lim
k

k
x x


 , ɬɨ *

x  є ɪɨɡɜ'ɹɡɤɨɦ ɫɢɫɬɟɦɢ (3.4).  
ɋɮɨɪɦɭɥɸєɦɨ ɭɦɨɜɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɭ ɛɟɡ ɞɨɜɟɞɟɧь ɬɚ 

ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɨɝɨ ɨɛґɪɭɧɬɭɜɚɧɧɹ. 
ɇɟɯɚɣ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɿɹ  x  ɦɚє ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɜ 

ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ  ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ *
x . 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɦɚɬɪɢɰɸ M ɡ ɟɥɟɦɟɧɬɚɦɢ: 

max i
ij

x j

m
x








. 

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɮɨɪɦɭɥɚ (3.5) ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɛɭɥɚ 
ɡɛɿɠɧɨɸ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ, ɳɨɛ ɧɨɪɦɚ ɦɚɬɪɢɰɿ M ɛɭɥɚ ɦɟɧɲɨɸ ɜɿɞ 
ɨɞɢɧɢɰɿ. Ɍɨɛɬɨ ɩɨɜɢɧɧɚ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢɫь ɨɞɧɚ ɡ ɭɦɨɜ: 

1

1
n

ij
i

m


 , ɚɛɨ 
1

1
n

ij
j

m


 , ɚɛɨ 2

, 1

1
n

ij
i j

m


 . 

ɍ ɫɜɨɸ ɱɟɪɝɭ, ɰɿ ɧɟɪɿɜɧɨɫɬɿ ɛɭɞɭɬь ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɢɦɢ ɩɪɢ 
ɜɢɤɨɧɚɧɧɿ ɭɦɨɜɢ: 

1

,
n

ii ij
j
j i

m m



  i=1, 2, ..., n. 

 
3.2.4. Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɜ MATLAB 

 

Ⱦɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɜɢɝɥɹɞɭ F(x) = 0 ɜ 
MATLAB ɩɪɢɡɧɚɱɟɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ fsolve. Ɍɭɬ x – ɜɟɤɬɨɪ ɿ F(x) – 
ɮɭɧɤɰɿɹ, ɹɤɚ ɩɨɜɟɪɬɚє ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɟɤɬɨɪɚ. 

Ⱦɟɬɚɥьɧɚ ɿɧɮɨɪɦɚɰɿɹ ɩɪɨ ɮɭɧɤɰɿɸ fsolve ɧɚɜɟɞɟɧɚ ɜ ɞɨɜɿɞɤɨɜɿɣ 
ɫɢɫɬɟɦɿ MATLAB. ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɥɢɲɟ ɤɨɪɨɬɤɢɣ ɨɩɢɫ. 

ɋɢɧɬɚɤɫɢɫ: 
x=fsolve(fun, x0) 
x=fsolve(fun, x0, options) 
[x, fval, exitflag]=fsolve(...) 
[x, fval, exitflag, output]=fsolve(...) 
[x,fval,exitflag,output jacobian]=fsolve(...) 
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Ɉɩɢɫ: 
fsolve ɡɧɚɯɨɞɢɬь ɤɨɪɟɧɿ (ɧɭɥɿ) ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. 
x = fsolve(fun, x0) – ɩɨɱɢɧɚє ɡ ɬɨɱɤɢ x0 ɿ ɧɚɦɚɝɚєɬьɫɹ 

ɪɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɨɩɢɫɚɧɿ ɜ fun ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 
x = fsolve(fun, x0, options) – ɩɪɨɜɨɞɢɬь ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿɸ ɡ 

ɩɟɜɧɢɦɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ ɭ ɫɬɪɭɤɬɭɪɧɿɣ ɨɩɰɿʀ. 
[x, fval, exitflag] = fsolve(...)– ɩɨɜɟɪɬɚє ɡɧɚɱɟɧɧɹ 

exitflag, ɹɤɟ ɦɿɫɬɢɬь ɨɩɢɫ ɜɢɯɿɞɧɢɯ ɭɦɨɜ. 
[x, fval, exitflag, output] = fsolve(...) – 

ɩɨɜɟɪɬɚє ɫɬɪɭɤɬɭɪɧɢɣ ɜɢɯɿɞ ɡ ɿɧɮɨɪɦɚɰɿєɸ ɩɪɨ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿɸ 
[x,fval,exitflag,output,jacobian] = fsolve(...)– 

ɩɨɜɟɪɬɚє əɤɨɛɿɚɧɚ ɜɿɞ fun ɹɤ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɜɿɞ ɯ. 
ɉɪɢɤɥɚɞ ɜɢɤɥɢɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ: 
x = fsolve(@myfun,x0)    % myfun – ɮɭɧɤɰɿɹ ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱɚ, ɳɨ 

ɨɩɢɫɚɧɚ ɜ m-ɮɚɣɥɿ 
x = fsolve(inline('sin(x.*x)'),x0); 
 
ɉɪɢɤɥɚɞ. ɇɟɯɚɣ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɜɨɯ 

ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь: 
1

2

1 2

1 2

2 ,

2 .

x

x

x x e

x x e





  

  

 

ɋɬɜɨɪɢɦɨ M-ɮɚɣɥ ɞɥɹ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɭ F(x). 
function F = myfun(x) 
 F = [2*x(1) - x(2) - exp(-x(1)); 
    -x(1) + 2*x(2) - exp(-x(2))]; 
Ɂɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɜɿɡьɦɟɦɨ ɬɨɱɤɭ x0=[-5; -5]. 
ȼɢɤɥɢɱɟɦɨ ɩɿɞɩɪɨɝɪɚɦɭ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ 
x0 = [-5; -5]; % ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 
options=optimset('Display','iter'); %Ɉɩɰɿɹ 

ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɩɪɨɰɟɫɭ ɨɛɱɢɫɥɟɧь 
[x,fval] = fsolve(@myfun,x0,options) % ɜɢɤɥɢɤ 

ɨɩɬɢɦɿɡɚɬɨɪɚ 
ɉɿɫɥɹ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ 33 ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɬɪɢɦɚєɦɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ 
x = 
    0.5671 
    0.5671 
 
fval = 
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  1.0e-006 * 
   -0.4059 
   -0.4059 
 
ɉɪɢɤɥɚɞ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɜɨɯ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ 

ɪɿɜɧɹɧь ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɬɚ ɇьɸɬɨɧɚ ɜ Matlab. 
ɇɟɯɚɣ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь 

ɜɢɝɥɹɞɭ: 
1 1 2

2 1 2

( , ) 0,

( , ) 0.

f x x

f x x


 

 

ɋɬɜɨɪɢɦɨ M-ɮɚɣɥ funF.m ɿɡ ɡɚɞɚɧɢɦ ɜɯɿɞɧɢɦ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɮɭɧɤɰɿɣ 
F: 

function[F]=funF(x) 

F=[f1(x(1),x(2));  f2(x(1),x(2))]; %ɬɭɬ 
ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɚɞɚɬɢ ɜɢɪɚɡɢ ɮɭɧɤɰɿɣ f1 i f2 

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɢ 
2 2
1 2

1 2

4 0,

1 0.

x x

x x

   


  
 

ɮɚɣɥ funF.m ɦɚɬɢɦɟ ɜɢɝɥɹɞ: 
function[F]=funF(x) 
F=[x(1)^2+x(2)^2-4;  x(1)*x(2)-1]; 
Ɍɚɤɨɠ ɫɬɜɨɪɢɦɨ ɨɤɪɟɦɢɣ ɮɚɣɥ funJ.m ɞɥɹ ɡɚɞɚɧɧɹ ɦɚɬɪɢɰɿ əɤɨɛɿ: 
function[J]=funJ(x) 
% ɬɭɬ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɡɚɞɚɬɢ ɟɥɟɦɟɧɬɢ ɦɚɬɪɢɰɿ əɤɨɛɿ, 

ɹɤɿ ɨɛɱɢɫɥɸɸɬь ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨ 
J=[

1

'
1 1 2( , )xf x x ,  

2

'
1 1 2( , )xf x x ;  

   
1

'
2 1 2( , )xf x x ,  

2

'
2 1 2( , )xf x x ]. 

ɍ ɧɚɲɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɮɚɣɥ funJ.m 
function[J]=funJ(x) 
J=[2*x(1), 2*x(2); x(2), x(1)] ; % ɬɭɬ ɩɨɬɪɿɛɧɨ 

ɡɚɞɚɬɢ ɟɥɟɦɟɧɬɢ ɦɚɬɪɢɰɿ əɤɨɛɿ 
Ɍɨɞɿ ɫɬɜɨɪɢɦɨ M-ɮɚɣɥ mpi.m ɞɥɹ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɫɬɢɯ 

ɿɬɟɪɚɰɿɣ. 
function [xout, dxout, mout]=mpi(x0, eps) 
F=funF(x0); nf=norm(F);  % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿ 

ɧɨɪɦɭ ɜɟɤɬɨɪɚ-ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɬɨɱɰɿ x0 
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J=funJ(x0);  % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɹɤɨɛɿɚɧɚ ɜ 
ɬɨɱɰɿ x0 

alpha=J(2,2)/(-J(1,1)*J(2,2)+J(1,2)*J(2,1)); 
beta=-alpha*J(1,2)/J(2,2); 
gamma=-J(2,1)/(J(1,2)*J(2,1)-J(1,1)*J(2,2)); 
delta=-gamma*J(1,1)/J(2,1); 
dx=[alpha*F(1)+beta*F(2); 

gamma*F(1)+delta*F(2)]; 
ndx=norm(dx); 
m=0;  x=x0; 
xout=x';  dxout=dx';  mout=m; 
while max([nf; ndx])>eps  % ɩɟɪɟɜɿɪɹєɦɨ 

ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɤɪɢɬɟɪɿɸ ɡɚɤɿɧɱɟɧɧɹ ɿɬɟɪɚɰɿɣ 
x=x+dx;   % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɧɨɜɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɟɤɬɨɪɚ 

ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɢ 
F=funF(x);  nf=norm(F);  ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿ 

ɧɨɪɦɭ 
dx=[alpha*F(1)+beta*F(2); 

gamma*F(1)+delta*F(2)]; % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɱɟɪɝɨɜɭ 
ɩɨɯɢɛɤɭ 

ndx=norm(dx);  % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɧɨɪɦɭ ɱɟɪɝɨɜɨʀ 
ɩɨɯɢɛɤɢ 

m=m+1;  % ɡɛɿɥьɲɭєɦɨ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ 
xout=[xout; x'];  dxout=[dxout; dx'];  

mout=[mout;m]; 
end; 
ɋɬɜɨɪɢɦɨ M-ɮɚɣɥ kmn.m ɞɥɹ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɤɥɚɫɢɱɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɭ 

ɇьɸɬɨɧɚ. 
function[xout, dxout, mout]=kmn(x0, eps) 
F=funF(x0);  nf=norm(F);  % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ɿ ɧɨɪɦɭ ɜɟɤɬɨɪɚ-ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɬɨɱɰɿ x0 
J=funJ(x0);  % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɹɤɨɛɿɚɧɚ ɜ 

ɬɨɱɰɿ x0 
delta=[det([F(:)  J(:,2)]); det([J(:,1) F(:)])]; 
dx=-delta/det(J); ndx=norm(dx); 
m=0; x=x0; 
xout=x'; dxout=dx';  mout=m; 
while max([nf; ndx])>eps  % ɩɟɪɟɜɿɪɹєɦɨ 

ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɤɪɢɬɟɪɿɸ ɡɚɤɿɧɱɟɧɧɹ ɿɬɟɪɚɰɿɣ 
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  x=x+dx;   % ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɧɨɜɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɟɤɬɨɪɚ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɢ 

J=funJ(x); 
F=funF(x); nf=norm(F); 
delta=[det([F(:)  J(:,2)]); det([J(:,1) F(:)])]; 
dx=-delta/det(J); ndx=norm(dx); 
m=m+1; 
xout=[xout; x'];  dxout=[dxout; dx'];  

mout=[mout;m]; 
end; 
Ɍɨɞɿ ɭ ɪɨɛɨɱɨɦɭ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ Matlab ɡɚɞɚɦɨ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 

ɬɚ ɬɨɱɧɿɫɬь ɨɛɱɢɫɥɟɧь: 
x0=[2; 0.1]; 
eps=0.001; 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɿɜɧɹɧь ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɫɬɢɯ 

ɿɬɟɪɚɰɿɣ: 
[xout, dxout, mout]=mpi(x0, eps); 
plot(mout, xout(:,1), mout, xout(:,2)) 
title('x mpi') 
pause 
plot(mout, dxout(:,1), mout, xout(:,2)) 
title('dx mpi') 
pause 
out_mpi=[mout, xout, dxout] 

  Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 
out_mpi = 
         0    2.0000    0.1000   -0.0226    

0.4011 
    1.0000    1.9774    0.5011   -0.0407    

0.0066 
    2.0000    1.9368    0.5077   -0.0026    

0.0085 
    3.0000    1.9341    0.5162   -0.0019    

0.0009 
    4.0000    1.9323    0.5171   -0.0003    

0.0004 
    5.0000    1.9320    0.5175   -0.0001    

0.0001 
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɧɟɜ'ɹɡɤɢ: 
>> funF([1.932, 0.518]) 
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ans = 
  1.0e-003 * 
 
    0.9480 
    0.7760 
əɤ ɛɚɱɢɦɨ, ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ x=[1.932, 0.518] ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɞɨ 0,001 ɡɧɚɣɞɟɧɨ 

ɡɚ 5 ɿɬɟɪɚɰɿɣ. 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɧɨʀ ɋɇɊ ɤɥɚɫɢɱɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ 

ɇьɸɬɨɧɚ: 
[xout, dxout, mout]=kmn(x0, eps); 
plot(mout, xout(:,1), mout, xout(:,2)) 
title('x kmn') 
pause 
plot(mout, dxout(:,1), mout, xout(:,2)) 
title('dx kmn') 
pause 
out_kmn=[mout, xout, dxout] 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 
out_kmn = 
         0    2.0000    0.1000   -0.0226    

0.4011 
    1.0000    1.9774    0.5011   -0.0449    

0.0159 
    2.0000    1.9326    0.5171   -0.0007    

0.0006 
    3.0000    1.9319    0.5176   -0.0000    

0.0000 
əɤ ɛɚɱɢɦɨ, ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚ ɤɥɚɫɢɱɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɇьɸɬɨɧɚ 

ɡɧɚɣɞɟɧɨ ɡɚ 3 ɿɬɟɪɚɰɿʀ. 
 
3.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɇьɸɬɨɧɚ ɬɚ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɞɥɹ 

ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. 
2. Ɂɧɚɣɬɢ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɇɊ ɝɪɚɮɿɱɧɢɦ 

ɫɩɨɫɨɛɨɦ. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɧɭ ɋɇɊ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 
3. ɉɨɪɿɜɧɹɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɢ ɋɇɊ, ɳɨ ɨɬɪɢɦɚɧɿ ɪɿɡɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 

Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ. 
 

       

      



45 
 

3.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ 

ɩɿɞɝɪɭɩɢ ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɂɧɚɣɬɢ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ 

ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɇɊ, ɩɨɛɭɞɭɜɚɜɲɢ ɝɪɚɮɿɤɢ ɮɭɧɤɰɿɣ f1(x1, x2) ɬɚ 
f2(x1, x2) ɿ ɡɧɚɣɲɨɜɲɢ ɬɨɱɤɭ ʀɯ ɩɟɪɟɬɢɧɭ.  

ɋɥɿɞ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɡɜɟɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɭ ɞɨ ɜɢɝɥɹɞɭ  
1 1 2

2 1 2

( , ) 0,

( , ) 0.

f x x

f x x


 

 

Ⱦɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɝɪɚɮɿɤɿɜ ɧɟɹɜɧɨ ɡɚɞɚɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɬɢ 
ɤɨɦɚɧɞɭ ezplot. 

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
ezplot('x^2+y^2+16*x',[-5, 5]) %ɝɪɚɮɿɤ ɩɟɪɲɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
hold on 
grid on 
ezplot('x^2+y^2+16*x',[-5, 5]) %ɝɪɚɮɿɤ ɞɪɭɝɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
4. ɋɬɜɨɪɢɬɢ M-ɮɚɣɥ ɿɡ ɡɚɞɚɧɢɦ ɜɯɿɞɧɢɦ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɮɭɧɤɰɿɣ  
function[F]=funF(x) 
F=[f1(x(1),x(2));  f2(x(1),x(2))]. 
5. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɦɚɬɪɢɰɸ əɤɨɛɿ ɬɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ʀʀ ɜ ɨɤɪɟɦɢɣ ɮɚɣɥ 

(funJ.m).  
6. Ɂɚɞɚɬɢ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɢ, ɡɧɚɣɞɟɧɟ 

ɝɪɚɮɿɱɧɢɦ ɫɩɨɫɨɛɨɦ. Ɂɚɞɚɬɢ ɧɟɨɛɯɿɞɧɭ ɬɨɱɧɿɫɬь ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɋɇɊ. 
7. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɧɨʀ ɋɇɊ ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ 10-4 ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɫɬɢɯ 

ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɬɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɇьɸɬɨɧɚ ɜ Matlab.  
8. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɧɭ ɋɇɊ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ fsolve. 

ɉɨɪɿɜɧɹɬɢ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɬɚ ɧɟɜ'ɹɡɤɢ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɦɟɬɨɞɿɜ. 
9. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɩɪɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɦɟɬɨɞɿɜ. 

Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
Ɂɜɿɬ ɩɨɜɢɧɟɧ ɦɿɫɬɢɬɢ: 
- ɬɢɬɭɥьɧɢɣ ɥɢɫɬ;  
- ɬɟɦɭ, ɦɟɬɭ ɪɨɛɨɬɢ, ɜɚɪɿɚɧɬ ɡɚɜɞɚɧɧɹ;  
- ɩɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ;  
- ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɜɫɿɯ ɟɬɚɩɿɜ ɨɛɱɢɫɥɟɧь;  
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- ɜɢɫɧɨɜɤɢ. 

3.5. ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɡɚɜɞɚɧь 

 

ȼ
ɚɪ

ɿɚ
ɧɬ

 

ɋɢɫɬɟɦɚ ɪɿɜɧɹɧь 

 ȼ
ɚɪ

ɿɚ
ɧɬ

 

ɋɢɫɬɟɦɚ ɪɿɜɧɹɧь 

1 
2 2 16

cos( ) 1

x y x

x y x

   


  
 16 

2

2 2

( 0.1)

1

x

x y

tg xy




 


 

2 
sin 2 2

cos( 1) 0.7

y x

x y

 
   

 
 

17 
 

2( 0.1)

2 20.9 2 1

y xy x

x y

  

  

 

3 
sin( ) 1.2 0.2

2 2 1

x y x

x y

  


 
 18 

2( 0.1)

2 20.5 2 1

tg xy x

x y

  

  

 

4 
2( 0.3)

2 20.9 2 1

tg xy x

x y

  

  

 19 
2 22

sin( ) 1.1 0.1

1x y

x y x




  


 

5 
2 2

sin( ) 1.3 0

1x y

x y x




  


 20 
( ) 0

2 22 1

tg x y xy

x y

  


 
 

6 

2

2 20.8 2 1

( ) x

x y

tg xy

  


 21 

2 2

sin( ) 4 1

3
4

x y

x y y






  


 

7 
2 2

sin( ) 1.5 0.1

1x y

x y x




  


 22 

2

2 22

( 0.2)

1

x

x y

tg xy




 


 

8 

2( )

2 20.1 2 1

tg xy x

x y

 

  

 23 
2 2

sin( ) 1.5 0

1x y

x y x




  


 

9 
2 2

sin( ) 1.2 0.1

1x y

x y x




  


 24 

2( )

2 20.5 2 1

tg xy x

x y

 

  
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10 
2( 0.2)

2 20.6 2 1

tg xy x

x y

  

  

 25 
sin( ) 1.2 0.2

2 2 1

x y x

x y






  

 
 

11 
sin( ) 1.5 0.1

2 2 1

x y x

x y

   


 
 26 

2( 0.1)

2 20.7 2 1

tg xy x

x y

  

  

 

12 
2( 0.4)

2 20.8 2 1

tg xy x

x y

  

  

 27 
2 2

sin( ) 1.5 0.2

1x y

x y x




  


 

13 
2 2

sin( ) 1.2 0.1

1x y

x y x




  


 28 
2 2

sin( ) 1.6 0

1, 0, 0x y

x y x

x y






  
  

 

14 2 2

9 ( ) 15 0

1
25 9

tg x y

x y

   



 

 29 
( ) 3

sin( 0,3) 6

tg x y y

y y x

  
    

 

15 
sin( ) 1.4 0

2 2 1

x y x

x y

  


 
 30 

sin( 0.5) 1

cos( 2) 1

y x

x y





  
  

 

 

3.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. ɋɮɨɪɦɭɥɸɣɬɟ ɩɨɫɬɚɧɨɜɤɭ ɡɚɞɚɱɿ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ 

ɪɿɜɧɹɧь.  
2. ɓɨ ɬɚɤɟ ɦɚɬɪɢɰɹ əɤɨɛɿ? 

3. əɤɚ ɭɦɨɜɚ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ ɞɥɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɇɊ? 

4. Ɂɚɩɢɲɿɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɭ ɮɨɪɦɭɥɭ ɦɟɬɨɞɭ ɇьɸɬɨɧɚ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ 
ɋɇɊ. 

5. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ ɩɪɨɫɬɢɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ 
ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь? 

6. əɤɿ ȼɢ ɡɧɚєɬɟ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɇɊ ɭ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ Matlab? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №4 

Іɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɡɚɞɚɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ 
 

4.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 

ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ.  

4.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
4.2.1. Зɚɝɚɥьɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 
Ɂɚɞɚɱɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɱɚɫɬɨ ɜɢɧɢɤɚє ɬɨɞɿ, ɤɨɥɢ ɡɚɞɚɧɭ ɞɢɫɤɪɟɬɧɭ 

ɮɭɧɤɰɿɸ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɡɚɦɿɧɢɬɢ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɸ. 
ɇɟɯɚɣ ɜɿɞɨɦɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ y=f(x) ɜ ɬɨɱɤɚɯ x0, x1, x2, ..., xn, 

ɩɪɢɱɨɦɭ a x0<x1<x2<...<xnb, ɬɨɛɬɨ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a; b] ɡɚɞɚɧɚ ɬɚɛɥɢɱɧɚ 
(ɫɿɬɤɨɜɚ) ɮɭɧɤɰɿɹ: 

x x0 x1 ... xn 
y y0 y1 ... yn 

 
ɇɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x) ɜ ɛɭɞь-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ x[a; b]. 

Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɜɢɛɪɚɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ F(x) ɬɚɤ, ɳɨɛ ɭ ɬɨɱɤɚɯ 
x0, x1, x2, ..., xn ʀʀ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɩɿɜɩɚɞɚɥɢ ɿɡ ɡɚɞɚɧɢɦɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ 
f(x): 

f(xi)=F(xi)=yi,  i=0, 1 , 2, ..., n.  (4.1) 
Ɍɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɸ F(x) ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɨɸ ɞɥɹ f(x), ɚ ɬɨɱɤɢ x0, 

x1, x2, ..., xn – ɜɭɡɥɚɦɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ. ɐɟɣ ɫɩɨɫɿɛ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚɸɬь 
ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿєɸ. əɤɳɨ ɠ x ɧɟ ɧɚɥɟɠɢɬь ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɧɧɹ [x0, 
xn], ɬɨ ɬɚɤɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɟɤɫɬɪɚɩɨɥɹɰɿєɸ. 

 
4.2.2. Іɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɣ ɩɨɥɿɧɨɦ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ 
 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɞɥɹ ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɡɚɞɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x). 

Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɣ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ Ln(x) ɬɚɤɨɝɨ 
ɜɢɝɥɹɞɭ: 

Ln(x)=l0(x)+ l1(x)+...+ ln(x), 
ɞɟ li(x) – ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ, ɩɪɢɱɨɦɭ 
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0,
( )

, ,i j

i

ɹɤɳɨ i j
l x

f ɹɤɳɨ i j


  
 i, j=0, 1, 2, ..., n. (4.2) 

Ɇɧɨɝɨɱɥɟɧɢ li(x) ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɬɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ: 
li (x) = ci (x − x0 )(x − x1)⋅...⋅ (x − xi−1)(x − xi+1 )⋅...⋅ (x − xn ), 

ɞɟ ci – ɩɨɫɬɿɣɧɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ, ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɹɤɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ ɡ ɭɦɨɜɢ 
(4.2): 

 
Ɍɨɞɿ  

  (4.3) 
Ɏɭɧɤɰɿɸ (4.3) ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɦ ɩɨɥɿɧɨɦɨɦ 

(ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɨɦ) Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. 
ȱɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɣ ɩɨɥɿɧɨɦ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɱɟɪɟɡ 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ: 
( ) 0 1 1 1

0 1 1 1

( )( ) ... ( )( ) ... ( )
( ) ,

( )( ) ... ( )( ) ... ( )
i i i n

n

i i i i i i i n

x x x x x x x x x x
L x

x x x x x x x x x x
 

 

        


        
ɹɤɿ ɡɪɭɱɧɨ 

ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢ ɹɤ ɞɨɛɭɬɤɢ n ɦɧɨɠɧɢɤɿɜ: 

( )

0

,
( ) ,

, .

n
jji

n
j i j

x x i jx x
L x ɞɟ z

x x i jz

      
  

Ɍɨɞɿ ( )

0

( ) ( ) ( ).
n

i
n n i

i

L x L x f x


  

 
4.2.3. Іɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɿ ɮɨɪɦɭɥɢ ɇьɸɬɨɧɚ 
 
ɉɨɛɭɞɨɜɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɯ ɮɨɪɦɭɥ ɡɧɚɱɧɨ ɫɩɪɨɳɭєɬьɫɹ, ɤɨɥɢ ɜɭɡɥɢ 

ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 0 1, ,..., nx x x  є ɪɿɜɧɨɜɿɞɞɚɥɟɧɢɦɢ, ɬɨɞɿ ɤɪɨɤ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 
1 const ( 0,  1,  ...,  1).i ih x x i n      

ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɸ ( )y f x  ɡɚɞɚɧɨ ɫɜɨʀɦɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ  0 0y f x , 

 1 1y f x ,  ..., n ny f x  ɩɪɢɱɨɦɭ 1 0x x h  ; 2 0 2 ,...,x x h   

0 ,nx x nh  ɞɟ 1 0 2 1 1... n nh x x x x x x        . 

ɋɤɿɧɱɟɧɧɨɸ ɪɿɡɧɢɰɟɸ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɪɿɡɧɢɰɸ ɦɿɠ 
ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɫɭɫɿɞɧɿɯ ɜɭɡɥɚɯ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ: 

1Δ ( ) ( ) ( )i i if x f x f x  . 
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ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
0 1 0Δy y y  ;   1 2 1Δy y y  ;   1 1.Δ .n n ny y y   . 

ɋɤɿɧɱɟɧɧɿ ɪɿɡɧɢɰɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ: 
2

1 1 2 1Δ ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ).i i i i i i if x f x f x f x f x f x f x            ɇɚɩɪɢɤ
ɥɚɞ 2

0 1 0Δ Δ Δy y y  ;   2
1 2 1Δ Δ Δy y y  ;   2

2 1 2...Δ Δ Δn n ny y y     

ɋɤɿɧɱɟɧɧɿ ɪɿɡɧɢɰɿ ɩ-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜɢɡɧɚɱɚɸɬь ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 
1 1 1

1 1( ) ( ( )) ( ) ( ).n n n n
i i i if x f x f x f x  

         (4.4) 

 

ɉɟɪɲɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɇьɸɬɨɧɚ ɞɥɹ ɪɿɜɧɨɜɿɞɞɚɥɟɧɢɯ 
ɜɭɡɥɿɜ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 

 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɣ ɩɨɥɿɧɨɦ ( )ɩɊ ɯ  ɫɬɟɩɟɧɹ ɩ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 
( )ɩɊ ɯ =ɚ0+ɚ1(ɯ - ɯ0)+ ɚ2(ɯ - ɯ0) (ɯ – ɯ1) + ... + ɚɩ(ɯ- ɯ0) (ɯ – ɯ1) ... (ɯ – ɯɩ-1),                 

(4.5) 
ɞɟ ɯ0, ɯ1, ..., ɯɩ – ɡɚɞɚɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ ɯ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɯɿ – ɯɿ-1=h = ɫɨnst  
(ɿ = 1, 2, ..., ɩ), ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɚ0, ..., ɚɩ ɧɟɜɿɞɨɦɿ. ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ʀɯ, ɜɢɯɨɞɹɱɢ ɡ 
ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ ɭɦɨɜ ( ) ( )ɩ ɿ ɿɊ ɯ f x . 

ɉɪɢɣɦɟɦɨ ɭ ɮɨɪɦɭɥɿ (4.5) ɯ = ɯ0. Ɍɨɞɿ Ɋɩ(ɯ0) = ɚ0. Ɂɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ 
ɭɦɨɜ Ɋɩ(ɯ0) = f(x0). Ɉɬɠɟ, ɚ0 = f(x0). Ɂɚɝɚɥьɧɢɣ ɜɢɪɚɡ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ ak ɛɭɞɟ: 

0( )
 

!

i

i i

f x
a

i h


 . 

ɉɿɞɫɬɚɜɢɜɲɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɭ (4.5), ɨɞɟɪɠɢɦɨ:  

    
2

0 0
0 0 0 1

( ) ( )
( ) ( )

2!
ɩ

f x f xɊ ɯ f x x x x x x x
h h

 
        

    0
0 1 1

( )
... ...

!

n

nn

f x
x x x x x x

n h



     .    (4.6) 

ȼɢɪɚɡ (4.6) ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɩɟɪɲɨɸ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɨɸ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 
ɇьɸɬɨɧɚ. 

ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ 

0ɯ ɯ
q

h


 . 

Ɍɨɞɿ  
   1 0 1
x x x x h

q
h h

  
   ; 
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2 2;
x x

q
h


     1..., 1nx x

q n
h


   . 

Ɏɨɪɦɭɥɚ (4.6) ɧɚɛɭɜɚє ɜɢɝɥɹɞɭ: 
2 3

0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

2! 3!
n

q q q q q
P x f x q f x f x f x

  
          

0

( 1)( 2)...( 1)
( ).

!
nq q q q n

f x
n

   
                                 (4.7) 

Ɏɨɪɦɭɥɭ (4.13) ɞɨɰɿɥьɧɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɞɥɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɧɧɹ 
(ɟɤɫɬɪɚɩɨɥɸɜɚɧɧɹ) ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɨɤɨɥɿ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɯ0. 

 

Ⱦɪɭɝɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɇьɸɬɨɧɚ ɞɥɹ ɪɿɜɧɨɜɿɞɞɚɥɟɧɢɯ 
ɜɭɡɥɿɜ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 

 
Ʉɨɥɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ ɡɧɚɯɨɞɢɬьɫɹ ɛɥɢɠɱɟ ɞɨ ɤɿɧɰɹ ɜɿɞɪɿɡɤɚ 

ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɯn, ɬɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬь ɞɪɭɝɭ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɭ ɮɨɪɦɭɥɭ 
ɇьɸɬɨɧɚ: 

2
1 2

( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

2!
n n n n

m m
P x f x m f x f x 


       

3
3 0
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
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4.2.4. ɋɩɥɚɣɧ-ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ 

 
ɋɩɥɚɣɧ-ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɸ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬь ɞɥɹ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɹ ɞɚɧɢɯ 

ɜɿɞɪɿɡɤɚɦɢ ɩɨɥɿɧɨɦɿɜ ɧɟɜɢɫɨɤɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ (ɧɚɣɱɚɫɬɿɲɟ – ɧɟ ɜɢɳɟ 
ɬɪɟɬьɨɝɨ). ɋɩɥɚɣɧɨɦ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɥɚɦɚɧɭ ɥɿɧɿɸ, ɥɚɧɤɚɦɢ ɹɤɨʀ є ɜɿɞɪɿɡɤɢ 
ɤɪɢɜɢɯ, ɡɚɞɚɧɢɯ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɚɦɢ. 

ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ y=f(x) ɡɚɞɚɧɚ ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɚɛɨ ɝɪɚɮɿɱɧɨ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, 
b]. Ɋɨɡɞɿɥɢɦɨ ɜɿɞɪɿɡɨɤ ɧɚ n ɱɚɫɬɢɧ a=x0<x1<x2<...<xn=b, ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɰɢɯ ɬɨɱɤɚɯ: y0, y1, y2, ..., yn. Ɂɚɦɿɧɢɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ y=f(x) ɧɚ 
ɤɨɠɧɨɦɭ ɡ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɯ ɜɿɞɪɿɡɤɿɜ [xi, xi+1] (i=0, 1,2, ..., n) ɜɿɞɪɿɡɤɨɦ 
ɩɪɹɦɨʀ: 
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ɍ ɰьɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɮɭɧɤɰɿɹ y=f(x) ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, b] ɧɚɛɥɢɠɟɧɚ 

ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɫɩɥɚɣɧɨɦ 
0

( ) ( )
n

i
i

S x L x


 . 

əɤɳɨ ɧɚ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɯ ɜɿɞɪɿɡɤɚɯ [xi, xi+1] ɮɭɧɤɰɿɸ y=f(x) ɡɚɦɿɧɢɬɢ 
ɤɭɛɿɱɧɢɦ ɩɨɥɿɧɨɦɨɦ 
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ɬɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɹ y=f(x) ɧɚɛɥɢɠɟɧɚ ɤɭɛɿɱɧɢɦ ɫɩɥɚɣɧɨɦ 

3
0

( ) ( )
n

i i
i

S x P x


 .   (4.10) 

Ʉɭɛɿɱɧɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɛɟɡɩɟɪɟɪɜɧɿɫɬь ɩɟɪɲɨʀ ɬɚ ɞɪɭɝɨʀ 
ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɭ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɭ ɜɭɡɥɨɜɢɯ ɬɨɱɤɚɯ. Ɂ ɰьɨɝɨ 
ɜɢɩɥɢɜɚɸɬь ɬɚɤɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɤɭɛɿɱɧɨʀ ɫɩɥɚɣɧ-ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ:  ɝɪɚɮɿɤ 
ɤɭɫɤɨɜɨ-ɩɨɥɢɧɨɦɿɚɥьɧɨʀ ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɸɱɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɪɨɯɨɞɢɬь ɬɨɱɧɨ 
ɱɟɪɟɡ ɜɭɡɥɨɜɿ ɬɨɱɤɢ;  ɭ ɜɭɡɥɨɜɢɯ ɬɨɱɤɚɯ ɧɟɦɚє ɪɨɡɪɢɜɿɜ ɿ ɪɿɡɤɢɯ 
ɩɟɪɟɝɢɧɿɜ ɮɭɧɤɰɿʀ;  ɡɚɜɞɹɤɢ ɧɢɡьɤɨɦɭ ɫɬɟɩɟɧɿ ɩɨɥɿɧɨɦɿɜ ɩɨɯɢɛɤɚ ɦɿɠ 
ɜɭɡɥɨɜɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ ɡɚɡɜɢɱɚɣ ɞɨɫɢɬь ɦɚɥɚ;  ɡɜ'ɹɡɨɤ ɦɿɠ ɱɢɫɥɨɦ 
ɜɭɡɥɨɜɢɯ ɬɨɱɨɤ ɿ ɫɬɭɩɟɧɟɦ ɩɨɥɿɧɨɦɚ ɜɿɞɫɭɬɧɿɣ. 

 
4.2.5. Іɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɡɚɫɨɛɚɦɢ MATLAB 

 
MATLAB ɦɚє ɲɢɪɨɤɢɣ ɫɩɟɤɬɪ ɡɚɫɨɛɿɜ ɞɥɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɧɧɹ ɬɚ 

ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɮɭɧɤɰɿɣ. 
Ⱦɥɹ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨʀ ɬɚɛɥɢɱɧɨʀ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ 

ɮɭɧɤɰɿɹ interp1: 

 yi=interp1(x,Y,xi) – ɩɨɜɟɪɬɚє ɜɟɤɬɨɪ yi, ɳɨ ɦɿɫɬɢɬь 
ɟɥɟɦɟɧɬɢ, ɹɤɿ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬь ɟɥɟɦɟɧɬɚɦ xi ɣ ɨɬɪɢɦɚɧɿ 
ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿєɸ ɜɟɤɬɨɪɿɜ ɯ ɿ Y. ȼɟɤɬɨɪ ɯ ɜɢɡɧɚɱɚє ɬɨɱɤɢ, ɜ ɹɤɢɯ 
ɡɚɞɚɧɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ Y.  

 yi=interp1(x,Y,xi method) – ɞɨɡɜɨɥɹє ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ method ɡɚɞɚɬɢ ɦɟɬɨɞ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ:  

'nearest' – ɫɬɭɩɿɧɱɚɫɬɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ;  
'linear' – ɥɿɧɿɣɧɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ (ɩɪɢɣɧɹɬɚ ɡɚ ɡɚɦɨɜɱɭɜɚɧɧɹɦ); 
'spline' – ɤɭɛɿɱɧɚ ɫɩɥɚɣɧ-ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ;  
'cubic' ɚɛɨ 'pchip' – ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɚɦɢ ȿɪɦɿɬɚ;  
'v5cubic' – ɤɭɛɿɱɧɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ MATLAB 5.  
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Ɋɢɫ. 4.1. ɉɨɪɿɜɧɹɧɧɹ ɪɿɡɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 

 

 yi=interp1(x,Y,xi,method,'extrap') – ɜɢɤɨɪɢɫ-
ɬɨɜɭє ɜɤɚɡɚɧɢɣ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɧɧɹ ɞɥɹ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ 
ɟɤɫɬɪɚɩɨɥɹɰɿʀ, ɬɨɛɬɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ, ɳɨ ɥɟɠɚɬь ɡɚ 
ɦɟɠɚɦɢ ɜɤɚɡɚɧɨɝɨ ɩɪɨɦɿɠɤɭ.  
 pp=interp1(x,Y,method,'pp') – ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭє 
ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɧɧɹ, ɜɤɚɡɚɧɢɣ ɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿ method ɞɥɹ 
ɫɬɜɨɪɟɧɧɹ ɤɭɫɤɨɜɨ-ɩɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɨʀ ɮɨɪɦɢ (ppform) Y. Ɇɨɠɧɚ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɨɞɢɧ ɿɡ ɜɤɚɡɚɧɢɯ ɜɢɳɟ ɦɟɬɨɞɿɜ, ɤɪɿɦ 'v5cubic'. 
ppval(pp,xi) – ɬɟ ɠ ɫɚɦɟ, ɳɨ ɣ interp1(x,Y,xi,method, 
'extrap'). 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
x = 0:.2:pi; y = sin(x); 
pp = interp1(x,y,'spline','pp'); 
xi = 0:.1:pi; 
yi = ppval(pp,xi); 
plot(x,y,'ko'),hold on,plot(xi,yi,'r-'),hold off 
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yi = interp1q(x,Y,xi) – ɩɨɜɟɪɬɚє ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɬɨɱɤɚɯ xi, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɥɿɧɿɣɧɭ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɸ.  

Ɏɭɧɤɰɿɹ interp1q є ɲɜɢɞɲɨɸ, ɧɿɠ interp1 ɩɪɢ ɧɟɪɿɜɧɨɦɿɪɧɨ 
ɪɨɡɬɚɲɨɜɚɧɢɯ ɜɭɡɥɚɯ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ, ɨɫɤɿɥьɤɢ ɧɟ ɩɪɨɜɨɞɢɬь ɩɟɪɟɜɿɪɤɢ 
ɜɯɿɞɧɢɯ ɞɚɧɢɯ.  

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɮɭɧɤɰɿɹ interp1q ɩɪɚɰɸɜɚɥɚ ɤɨɪɟɤɬɧɨ, ɩɨɜɢɧɧɿ 
ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢɫɹ ɭɦɨɜɢ: 

- x ɦɚє ɛɭɬɢ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨ ɡɪɨɫɬɚɸɱɢɦ ɜɟɤɬɨɪɨɦ-ɫɬɨɜɩɰɟɦ; 
- Y ɦɚє ɛɭɬɢ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɫɬɨɜɩɰɟɦ ɚɛɨ ɦɚɬɪɢɰɟɸ ɡ length(x) 

ɪɹɞɤɿɜ; 
- xi ɦɚє ɛɭɬɢ ɜɟɤɬɨɪɨɦ-ɫɬɨɜɩɰɟɦ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
x = (0:10)';  
y = cos(x);  
xi = (0:.25:10)';  
yi = interp1q(x,y,xi);  
plot(x,y,'o',xi,yi) 
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yy = spline(x,Y,xx) – ɜɢɤɨɧɭє ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɸ ɤɭɛɿɱɧɢɦɢ 
ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ ɞɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь ɧɚɛɥɢɠɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ yy ɜ ɬɨɱɤɚɯ 
xx.  

pp = spline(x,Y) – ɩɨɜɟɪɬɚє ɤɭɫɤɨɜɨ-ɩɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɭ ɮɨɪɦɭ 
ɮɭɧɤɰɿʀ, ɿɧɬɟɪɩɨɥьɨɜɚɧɨʀ ɤɭɛɿɱɧɢɦɢ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ, ɞɥɹ ɩɨɞɚɥьɲɨɝɨ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɡ ɮɭɧɤɰɿєɸ ppval. 

Ɂ ɨɝɥɹɞɭ ɧɚ ɜɚɠɥɢɜɿɫɬь ɫɩɥɚɣɧ-ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɬɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɜ 
ɨɛɪɨɛɰɿ ɿ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɿ ɫɤɥɚɞɧɢɯ ɞɚɧɢɯ, ɞɨ ɫɤɥɚɞɭ ɫɢɫɬɟɦɢ MATLAB 
ɜɯɨɞɢɬь ɩɚɤɟɬ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ Spline Toolbox (ɜɢɤɥɢɤɚєɬьɫɹ ɤɨɦɚɧɞɨɸ 
splinetool), ɳɨ ɦɿɫɬɢɬь ɛɥɢɡьɤɨ 70 ɞɨɞɚɬɤɨɜɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɤɨɬɪɿ 
ɜɿɞɧɨɫɹɬьɫɹ ɞɨ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɫɩɥɚɣɧ-ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɬɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ, ɚ ɬɚɤɨɠ 
ɝɪɚɮɿɱɧɨɝɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɹ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ ʀɯ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ. Ⱦɥɹ ɜɢɤɥɢɤɭ 
ɞɚɧɢɯ ɩɪɨ ɰɟɣ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɣɬɟ ɤɨɦɚɧɞɭ help splines. 

Ⱦɥɹ ɩɟɪɿɨɞɢɱɧɢɯ (ɨɫɨɛɥɢɜɨ ɞɥɹ ɝɥɚɞɤɢɯ ɩɟɪɿɨɞɢɱɧɢɯ) ɮɭɧɤɰɿɣ 
ɯɨɪɨɲɿ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɦɨɠɟ ɞɚɬɢ ʀɯɧɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɢɦ 
ɪɹɞɨɦ Ɏɭɪ'є. Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɧɚɫɬɭɩɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ: 
interpft(x,n) – ɩɨɜɟɪɬɚє ɜɟɤɬɨɪ ɭ, ɳɨ ɦɿɫɬɢɬь ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɩɟɪɿɨɞɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɜɢɡɧɚɱɟɧɿ ɜ n ɪɿɜɧɨɦɿɪɧɨ ɪɨɡɬɚɲɨɜɚɧɢɯ ɬɨɱɤɚɯ. 
əɤɳɨ length(x)=m ɬɚ ɯ ɦɚє ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɞɢɫɤɪɟɬɢɡɚɰɿʀ dx, ɬɨ ɿɧɬɟɪɜɚɥ 
ɞɢɫɤɪɟɬɢɡɚɰɿʀ ɞɥɹ y ɫɤɥɚɞɚє dy = dx*m/n, ɩɪɢɱɨɦɭ n ɧɟ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ 
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ɦɟɧɲɟ, ɧɿɠ m. əɤɳɨ X – ɦɚɬɪɢɰɹ, interpft ɨɩɟɪɭє ɫɬɨɜɩɰɹɦɢ X, 
ɩɨɜɟɪɬɚɸɱɢ ɦɚɬɪɢɰɸ Y ɡ ɬɚɤɢɦ ɠɟ ɱɢɫɥɨɦ ɫɬɨɜɩɰɿɜ, ɹɤ ɿ ɜ X, ɚɥɟ ɡ n 
ɪɹɞɤɚɦɢ. Ɏɭɧɤɰɿɹ y = interpft(x,n,dim) ɩɪɚɰɸє ɚɛɨ ɡ ɪɹɞɤɚɦɢ, 
ɚɛɨ ɡɿ ɫɬɨɜɩɰɹɦɢ ɡɚɥɟɠɧɨ ɜɿɞ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ dim. 

 
ɉɪɢɤɥɚɞ 1. ɉɪɨɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɬɢ  ɮɭɧɤɰɿɸ f(x)=sin(x), ɡɚɞɚɧɭ 

ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ [0, 2π] ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɚ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɩɪɢ 
n = 8. 

1. ɋɬɜɨɪɢɦɨ M-ɮɚɣɥ ɞɥɹ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɭ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɚ li(x). 
function z=lagrange(x,i,X,Y) 
% x – ɚɛɫɰɢɫɚ ɬɨɱɤɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 
% ɿ – ɧɨɦɟɪ ɩɨɥɿɧɨɦɚ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ 
% ɏ – ɜɟɤɬɨɪ ɜɭɡɥɿɜ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 
% Y – ɜɟɤɬɨɪ ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɜɭɡɥɚɯ 

ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ 
N=length(X); 
L=1; 
for j=1:N 
  if not(j==i) 
     L=L*(x-X(j))/(X(i)-X(j)); 
  end; 
end; 
z=L*Y(i); 
 
2. ɋɬɜɨɪɢɦɨ ɮɚɣɥ lagr_pol.m, ɳɨ ɩɨɜɟɪɬɚє ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚ 

Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. 
function z=lagr_pol(x,X,Y) 
N=length(X); 
s=0; 
for i=1:N 
  s=s+lagrange(x,i,X,Y); 
end; 
z=s; 
3. Ɂɚɞɚєɦɨ ɬɚɛɥɢɱɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɬɚ ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚ 

Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. 
>> clear all 
>>  
>> % Зɚɞɚєɦɨ ɬɚɛɥɢɱɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥьɨɜɚɧɨʀ 

ɮɭɧɤɰɿʀ 
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N=8; 
i=1:N; 
x(i)=2*pi/(N-1)*(i-1); 
y=sin(x); 
% Зɚɞɚєɦɨ ɱɢɫɥɨ ɩɪɨɦɿɠɧɢɯ ɬɨɱɨɤ, ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ ʀɯɧɿ 

ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥьɨɜɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
M=1000; 
j=1:M; 
X(j)=2*pi/(M-1)*(j-1); 
Y=sin(X); 
% Ɉɛɱɢɫɥɸєɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɜ 

ɩɪɨɦɿɠɧɢɯ ɬɨɱɤɚɯ 
for j=1:M 
  Y2(j)=lagr_pol(X(j),x,y); 
end; 
plot(x,y,'o',X,Y2); 
pause 
plot(X,Y2-Y); 
 
Ɂɧɚɱɟɧɧɹ ɬɚɛɥɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥьɨɜɚɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ 

ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɿ ɧɚ ɝɪɚɮɿɤɭ. 
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ɉɪɢɤɥɚɞ 2. ɉɪɨɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ f(x)=sin(2*x), ɡɚɞɚɧɭ 
ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ [0, 2π] ɡɚɫɨɛɚɦɢ MATLAB ɩɪɢ n = 10. 

Ⱦɥɹ ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɹ ɥɿɧɿɣɧɨʀ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɭ ɤɨɦɚɧɞɧɨɦɭ ɜɿɤɧɿ MATLAB 
ɜɜɟɞɟɦɨ:  

clear all 
N=10; 
i=1:N; 
x(i)=2*pi/(N-1)*(i-1); 
y=sin(2*x); 
% Зɚɞɚєɦɨ ɱɢɫɥɨ ɩɪɨɦɿɠɧɢɯ ɬɨɱɨɤ, ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ ʀɯɧɿ 

ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥьɨɜɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
M=1000; 
j=1:M; 
X(j)=2*pi/(M-1)*(j-1); 
Y=sin(2*X); 
Yi=interp1(x,y,X); 
plot(x,y,'o',X,Y,X,Yi); 
 
ȼɢɯɿɞɧɿ ɞɚɧɿ ɬɚ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɡɨɛɪɚɠɟɧɿ ɧɢɠɱɟ.  

 
 

 
ɉɪɨɿɧɬɟɪɩɨɥɸєɦɨ ɡɚɞɚɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɭɛɿɱɧɢɯ 

ɫɩɥɚɣɧɿɜ. 
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clear all 
N=10; 
i=1:N; 
x(i)=2*pi/(N-1)*(i-1); 
y=sin(2*x); 
M=1000; 
j=1:M; 
X(j)=2*pi/(M-1)*(j-1); 
Y=sin(2*X); 
yy=spline(x,y,X); 
plot(x,y,'o',X,yy,X,Y); 
 

 
 
4.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɮɭɧɤɰɿɣ. 
2. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɬɚɛɥɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɡɚɞɚɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɡɚ 

ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɯ ɮɨɪɦɭɥ ɇьɸɬɨɧɚ. 
3. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɡɚɫɨɛɚɦɢ Matlab ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 

ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɬɚ ɤɭɛɿɱɧɢɯ ɫɩɥɚɣɧɿɜ. 
 

4.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
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2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ 
ɩɿɞɝɪɭɩɢ ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 

3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɡɚɞɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɬɨɱɤɚɯ x*

1 ɬɚ x*
2 ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 

ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɯ ɮɨɪɦɭɥ ɇьɸɬɨɧɚ.  
4. ɉɪɨɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɬɢ  ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɡɚɞɚɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 

ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɚ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. 
5. ɉɪɨɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɬɢ ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɡɚɞɚɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɥɿɧɿɣɧɢɦɢ ɬɚ 

ɤɭɛɿɱɧɢɦɢ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɮɭɧɤɰɿʀ MATLAB. 
ɉɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤɢ. 

6. ɉɪɨɜɟɫɬɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɸ ɮɭɧɤɰɿʀ Ɋɭɧɝɟ y=1/(1+x2) ɫɬɟɩɟɧɟɜɢɦ 
ɩɨɥɿɧɨɦɨɦ. ɉɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤɢ. ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɩɨɯɢɛɤɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ. 

7. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
 

4.5. ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɡɚɜɞɚɧь 

 

ȼ
ɚɪ

ɿɚ
ɧɬ

 

x y 
Зɧɚɱɟɧɧɹ 

ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ 

ȼ
ɚɪ

ɿɚ
ɧɬ

 

x y 
Зɧɚɱɟɧɧɹ 

ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 1.50 0.51183 

x*
1 =1.50911 

x*
2 =1.59513 

6 0.50 1.6487 

x*
1 = 0.50721 

x*
2 =0.56894 

 1.51 0.50624  0.51 1.6653 

 1.52 0.50064  0.52 1.6820 

 1.53 0.49503  0.53 1.6989 

 1.54 0.48940  0.54 1.7160 

 1.55 0.48376  0.55 1.7333 

 1.56 0.47811  0.56 1.7507 

 1.57 0.47245  0.57 1.7683 

 1.58 0.46678  0.58 1.7860 

 1.59 0.46110  0.59 1.8040 

 1.60 0.45540  0.60 1.8221 
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1 2 3 4 5 6 7 8 

2 

0.00 0.28081  

7 

1.1 0.89121  

0.05 0.31270  1.2 0.93204  

0.10 0.34549  1.3 0.96356  

0.15 0.37904  1.4 0.98545  

0.20 0.41318 
x*

1 = 0.01928 
x*

2 =0.47113 

1.5 0.99749 
x*

1 = 1.1511 
x*

2 =2.0316 
0.25 0.44774 1.6 0.99957 

0.30 0.48255 1.7 0.99166 

0.35 0.51745  1.8 0.97385  

0.40 0.55226  1.9 0.94630  

0.45 0.58682  2.0 0.90930  

0.50 0.62096  2.1 0.86321  

3 

1.0 0.5652  

8 

0.10 3.63004  

1.1 0.6375  0.35 3.75680  

1.2 0.7147  0.60 3.88933  

1.3 0.7973  0.85 4.03258  

1.4 0.8861 x*
1 = 1.0113 

x*
2 =1.9592 

1.10 4.19310 x*
1 =0.1006 

x*
2 = 2.5304 1.5 0.9817 1.35 4.38042 

1.6 1.0848 1.60 4.60963 

1.7 1.1964  1.85 4.90697  

1.8 1.3172  2.10 5.32331  

1.9 1.4482  2.35 5.97322  

2.0 1.5906  2.60 7.18210  

4 

0.50 1.6487 

x*
1 =0.52301 

x*
2 =0.58967 

9 

1.50 0.51183 

x*
1 = 1.50253 

x*
2 =1.59614 

0.51 1.6653 1.51 0.50624 

0.52 1.6820 1.52 0.50064 

0.53 1.6989 1.53 0.49503 

0.54 1.7160 1.54 0.48940 
0.55 1.7333 1.55 0.48376 

0.56 1.7507 1.56 0.47811 

0.57 1.7683 1.57 0.47245 
0.58 1.7860 1.58 0.46678 
0.59 1.8040 1.59 0.46110 

0.60 1.8221 1.60 0.45540 
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5 

0.10 3.63004 

x*
1 = 0.10056 

x*
2 =2.57321 

10 

0.00 0.28081 

x*
1  = 0.02475 

x*
2 =0.48675 

0.35 3.75680 0.05 0.31270 

0.60 3.88933 0.10 0.34549 

0.85 4.03258 0.15 0.37904 

1.10 4.19310 0.20 0.41318 

1.35 4.38042 0.25 0.44774 

1.60 4.60963 0.30 0.48255 

1.85 4.90697 0.35 0.51745 

2.10 5.32331 0.40 0.55226 

2.35 5.97322 0.45 0.58682 

2.60 7.18210 0.50 0.62096 

 

4.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. ɓɨ ɬɚɤɟ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ?  
2. ɓɨ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɜɭɡɥɚɦɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ? 

3. ɓɨ ɬɚɤɟ ɟɤɫɬɪɚɩɨɥɹɰɿɹ? 

4. Ɂɚɩɢɲɿɬь ɮɨɪɦɭɥɭ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɨɝɨ ɩɨɥɿɧɨɦɚ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. 
5. ɓɨ ɬɚɤɟ ɫɤɿɧɱɟɧɧɚ ɪɿɡɧɢɰɹ? 

6. əɤɚ ɜɿɞɦɿɧɧɿɫɬь ɦɿɠ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿєɸ ɬɚ ɟɤɫɬɪɚɩɨɥɹɰɿєɸ ɮɭɧɤɰɿʀ ? 

7. ɓɨ ɬɚɤɟ ɫɩɥɚɣɧ-ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ? 

8. əɤɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɞɥɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ ɤɭɛɿɱɧɢɦɢ 
ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ ɭ MATLAB? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №5 

Аɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɹ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ ɦɟɬɨɞɨɦ 
ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ 

 
5.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
ȼɢɜɱɢɬɢ ɨɫɧɨɜɢ ɦɟɬɨɞɭ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ 

ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɢɯ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɟɣ. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ 
ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨʀ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ. 
Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɢɤɨɸ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɩɪɨɝɪɚɦɧɢɯ ɩɪɨɞɭɤɬɿɜ ɞɥɹ 
ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ 
ɞɚɧɢɯ.  

5.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
5.2.1. Зɚɝɚɥьɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 
Ɉɛɪɨɛɤɚ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ ɜɿɞɿɝɪɚє ɜɚɠɥɢɜɭ ɪɨɥь ɜ 

ɿɧɠɟɧɟɪɧɿɣ ɬɚ ɧɚɭɤɨɜɿɣ ɞɿɹɥьɧɨɫɬɿ. Ɋɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɞɨɫɥɿɞɿɜ ɬɚ 
ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɿɜ (ɟɦɩɿɪɢɱɧɭ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬь ɦɿɠ ɩɟɜɧɢɦɢ ɜɟɥɢɱɢɧɚɦɢ) 
ɡɚɡɜɢɱɚɣ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɬь ɬɚɛɥɢɱɧɢɦ ɫɩɨɫɨɛɨɦ.  

ɉɟɪɟɜɚɝɨɸ ɬɚɛɥɢɱɧɨɝɨ ɫɩɨɫɨɛɭ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ є ɬɟ, ɳɨ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɬɚɛɥɢɱɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 
ɦɨɠɧɚ ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧьɨ ɡɧɚɣɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ. ɇɟɞɨɥɿɤɨɦ 
ɬɚɤɨɝɨ ɫɩɨɫɨɛɭ є ɬɟ, ɳɨ ɬɚɛɥɢɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ є ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɸ, ɬɨɛɬɨ 
ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɥɢɲɟ ɞɥɹ ɨɤɪɟɦɨɝɨ ɧɚɛɨɪɭ ɡɧɚɱɟɧь ɧɟɡɚɥɟɠɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. 
Ɍɨɦɭ, ɞɥɹ ɚɧɚɥɿɡɭ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɿɜ ɡɪɭɱɧɢɦ ɭ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɿ є 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɣ ɫɩɨɫɿɛ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɹ ɟɦɩɿɪɢɱɧɢɯ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɟɣ.  

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɨɬɪɢɦɚɬɢ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɞɥɹ ɨɩɢɫɭ 
ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬь ɦɟɬɨɞɢ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ, ɹɤɿ 
ɨɫɧɨɜɚɧɿ ɧɚ ɡɚɦɿɧɿ ɬɚɛɥɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɸ ɩɪɨɫɬɨɸ 
ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɧɚ ɡɚɞɚɧɨɦɭ ɩɪɨɦɿɠɤɭ, ɹɤɚ ɧɟ ɨɛɨɜ’ɹɡɤɨɜɨ 
ɩɪɨɯɨɞɢɬь ɱɟɪɟɡ ɜɫɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɿ ɬɨɱɤɢ, ɚɥɟ ɨɩɢɫɭє ɬɟɧɞɟɧɰɿʀ 
ɡɦɿɧɢ ɰɢɯ ɞɚɧɢɯ. 

ɇɟɯɚɣ ɜ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɭ ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɬɚɛɥɢɰɸ: 
x x0 x1 ... xn 
y y0 y1 ... yn 
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ȼɜɚɠɚєɦɨ, ɳɨ ɦɿɠ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ x ɬɚ y ɿɫɧɭє ɩɟɜɧɚ ɮɭɧɤɰɿɨɧɚɥьɧɚ 
ɡɚɥɟɠɧɿɫɬь y=f(x). ɉɨɬɪɿɛɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɣ ɜɢɪɚɡ ɰɿєʀ 
ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ, ɬɨɛɬɨ ɩɿɞɿɛɪɚɬɢ ɬɚɤɭ ɧɚɛɥɢɠɟɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ F(x), ɹɤɚ ɛ 
ɚɩɪɨɤɫɢɦɭɜɚɥɚ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [x0, xn] ɡɚɞɚɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɨɤɪɟɦɢɦɢ 
ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɦɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ  yi=f(xi), i=0, 1 , 2, ..., n.  
Ɉɬɪɢɦɚɧɭ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬь  y=F(x) ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɟɦɩɿɪɢɱɧɨɸ, ɚɛɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ 
ɪɟɝɪɟɫɿʀ. ɉɿɞ ɪɟɝɪɟɫɿєɸ ɪɨɡɭɦɿɸɬь ɩɿɞɝɨɧɤɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɩɪɨɫɬɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɞɥɹ ɧɚɣɤɪɚɳɨʀ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ. ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ 
ɟɦɩɿɪɢɱɧɢɯ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɟɣ ɦɚє ɜɟɥɢɤɟ ɩɪɚɤɬɢɱɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɨɫɤɿɥьɤɢ ɞɚє 
ɡɦɨɝɭ ɧɟ ɬɿɥьɤɢ ɚɩɪɨɤɫɢɦɭɜɚɬɢ ɫɭɤɭɩɧɿɫɬь ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ, 
ɚ ɣ ɟɤɫɬɪɚɩɨɥɸɜɚɬɢ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬь ɧɚ ɿɧɲɿ ɩɪɨɦɿɠɤɢ ɡɧɚɱɟɧь x . 

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɜɫɬɚɧɨɜɢɬɢ ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ɟɦɩɿɪɢɱɧɨʀ ɮɨɪɦɭɥɢ 
ɝɪɚɮɿɱɧɢɦ ɫɩɨɫɨɛɨɦ, ɛɭɞɭɸɬь ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɝɪɚɮɿɤ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ y=f(x). 
ɉɪɢ ɰьɨɦɭ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ 
ɡɨɛɪɚɠɭɸɬь ɬɨɱɤɢ (xi, yi) ɿ ɛɭɞɭɸɬь ɩɥɚɜɧɭ ɤɪɢɜɭ, ɹɤɭ ɩɪɨɜɨɞɹɬь 
ɹɤɨɦɨɝɚ ɛɥɢɠɱɟ ɞɨ ɜɫɿɯ ɞɚɧɢɯ ɬɨɱɨɤ. ɉɿɫɥɹ ɰьɨɝɨ ɡɚ ɮɨɪɦɨɸ ɤɪɢɜɨʀ 
ɜɿɡɭɚɥьɧɨ ɜɢɛɢɪɚɸɬь ɜɢɝɥɹɞ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ (ɡɚɡɜɢɱɚɣ ɩɿɞɛɢɪɚɸɬь 
ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɿ ɮɭɧɤɰɿʀ: ɥɿɧɿɣɧɭ, ɤɜɚɞɪɚɬɢɱɧɭ, ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥьɧɭ, 
ɫɬɟɩɟɧɟɜɭ, ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɜɭ, ɥɨɝɚɪɢɮɦɿɱɧɭ). 

Ɂɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ (ɆɇɄ) ɞɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ 
ɟɦɩɿɪɢɱɧɨʀ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ y=F(x). Ɂɚ ɰɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɮɭɧɤɰɿɹ F(x) 
ɜɢɛɢɪɚєɬьɫɹ ɡ ɩɟɜɧɨɝɨ m-ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ ɫɿɦɟɣɫɬɜɚ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɚ ʀʀ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɩɿɞɛɢɪɚɸɬьɫɹ ɬɚɤ, ɳɨɛ ɫɭɦɚ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ ɜɿɞɯɢɥɟɧь 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧь F(xi) ɜɿɞ ɡɚɞɚɧɢɯ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧь yi ɛɭɥɚ 
ɦɿɧɿɦɚɥьɧɨɸ. 

Ɂɚɞɚɦɨ ɫɿɦɟɣɫɬɜɨ m-ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ y=F(x, a1, a2,..., am). 
ɉɨɬɪɿɛɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ a1, a2,..., am, ɪɨɡɜ'ɹɡɭɸɱɢ 
ɟɤɫɬɪɟɦɚɥьɧɭ ɡɚɞɚɱɭ: 

2
1 2

0

( ( , , ,..., ) ) min.
m

i m i
i

S F x a a a y


    (5.1) 

Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɮɭɧɤɰɿɨɧɚɥɚ S ɿ ɩɪɢɪɿɜɧɹєɦɨ 
ʀɯ ɞɨ ɧɭɥɹ.  

1

0
S

a





, 

2

0
S

a





, …, 0

m

S

a





. 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь: 
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    

    

    

1

1 2
1 1

1

1
1 2

1

1
1

; , ,
; , , , 0,

; , ,
; , , 0,

; , ,
; , , 0.

n
i m

i i m
i

n
i m

i i m
i

n
i m

i i m
i m

F x a a
y F x a a a

a

F x a a
y F x a a

a

F x a a
y F x a a

a








   

 
   




 

  








    (5.2) 

ɋɢɫɬɟɦɭ (5.2) ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɧɨɪɦɚɥьɧɨɸ. əɤɳɨ ɟɦɩɿɪɢɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ 
F(x) ɥɿɧɿɣɧɚ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ 1 2, , , ma a a , ɬɨ ɧɨɪɦɚɥьɧɚ ɫɢɫɬɟɦɚ 
(5.2) ɛɭɞɟ ɫɢɫɬɟɦɨɸ ɡ m  ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɰɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ. 

ɉɨɯɢɛɤɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ: 
2

1 2
0

( ( , , ,..., ) )
m

i m i
i

F x a a a y


  . 

 
Аɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɹ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ ɥɿɧɿɣɧɨɸ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɸ. 

ɇɟɯɚɣ ɦɿɠ ɞɚɧɢɦɢ    , 1, 2, ,i ix y i n  ɿɫɧɭє ɥɿɧɿɣɧɚ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬь. 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɟɦɩɿɪɢɱɧɭ ɮɨɪɦɭɥɭ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

y ax b  ,                                         (5.3) 

ɞɟ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ a  ɿ b ɧɟɜɿɞɨɦɿ. 
ɇɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ a  ɿ b , ɡɚ ɹɤɢɯ ɛɭɞɟ ɡɚɛɟɡɩɟɱɟɧɨ 

ɦɿɧɿɦɭɦ ɮɭɧɤɰɿʀ 

   
2

1

,
n

i i
i

S a b y ax b


   . 

Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ  ,S a b  ɿ ɩɪɢɪɿɜɧɹєɦɨ ʀɯ 
ɞɨ ɧɭɥɹ: 

  

  

1

1

2 0,

2 1 0.

n

i i i
i

n

i i
i

S
y ax b x

a

S
y ax b

b





     

     




 

Ɉɫɤɿɥьɤɢ 
1

n

i

b nb


 , ɦɚєɦɨ 
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2

1 1 1

1 1

,

.

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

a x b x x y

a x nb y

  

 

  

  

  

 
                            (5.4) 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɜɲɢ ɜɿɞɧɨɫɧɨ a  ɿ b  ɨɫɬɚɧɧɸ ɫɢɫɬɟɦɭ, ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ 
ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 

                1 1 1

2

2

1 1

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n x y x y

a

n x x

  

 




   
 

  

 
,                                (5.5) 

        

2

1 1 1 1

2

2

1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

n n

i i
i i

y x x y x

b

n x x

   

 




   
 

   

 
.                             (5.6) 

 
ɉɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɹ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɢɩɚɞɨɤ, ɤɨɥɢ ɡɚ 

ɟɦɩɿɪɢɱɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɜɢɛɢɪɚɸɬь ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ 
F(ɯ)= ɚ0 + ɚ1ɯ + ɚ2ɯ2 + … + ɚmɯm.  (5.7) 

Ɍɨɞɿ ɡ (5.1) ɮɨɪɦɭɥɚ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɭɦɢ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ ɜɿɞɯɢɥɟɧь: 
2 2

0 1 2
1

( ... )
n

m
i i m i i

i

S a a x a x a x y


      .            (5.8) 

Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь ɞɥɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɚ0, ɚ1, … , 
ɚm: 

 

 

 

2
0 1 2

10

2
0 1 2

11

2
0 1 2

1

S
2 ... 0,

S
2 ... 0,

S
2 ... 0.

n
m

i i m i i
i

n
m

i i m i i i
i

n
m m

i i m i i i
im

a a x a x a x y
a

a a x a x a x y x
a

a a x a x a x y x
a







       
 

      


 

      







          (5.9) 

Ɂɝɪɭɩɭɜɚɜɲɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɩɪɢ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɯ ɚ0, ɚ1, … , ɚm, 
ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɭ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь (ɩɨɩɟɪɟɞɧьɨ ɩɨɞɿɥɢɦɨ ɤɨɠɧɟ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɚ 2): 
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2
0 1 2

1 1 1 1

2 3 1
0 1 2

1 1 1 1 1

1 2 2
0 1 2

1 1 1 1 1

... ,
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... .

n n n n
m

i i m i i
i i i i

n n n n n
m

i i i m i i i
i i i i i

n n n n n
m m m m m

i i i m i i i
i i i i i

na a x a x a x y

a x a x a x a x y x

a x a x a x a x x y

   



    

 

    

     



    





    


   

    
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(5.10) 

 
Ɇɧɨɝɨɱɥɟɧ (5.7) ɫɬɟɩɟɧɹ m < n,  ɞɟ n – ɱɢɫɥɨ ɜɭɡɥɿɜ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ  

ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɬɚɛɥɢɱɧɨ ɡɚɞɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭɿ(ɯɿ) ɡ ɦɿɧɿɦɚɥьɧɨɸ 
ɫɟɪɟɞɧьɨɤɜɚɞɪɚɬɢɱɧɨɸ ɩɨɯɢɛɤɨɸ: 

 

2

1

1

n

i
ie
n




 
 
 




.                                   (5.11) 

əɤɳɨ m = n, ɬɨɞɿ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ (5.7) є ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɦ, ɬɨɛɬɨ  
( )i ɿF x ɭ . 

ɑɚɫɬɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬь ɩɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɭ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɸ ɡɚ ɆɇɄ ɡ 
ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɧɢɦ ɜɢɛɨɪɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚ ɡɚ ɬɚɤɢɦ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɦ:  

1) ɡɚɞɚєɬьɫɹ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɬɟɩɟɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚ m; 
2) ɨɛɱɢɫɥɸɸɬьɫɹ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɩɨɥɿɧɨɦɚ ɚ0, ɚ1, … , ɚm;  
3) ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ (5.11) ɨɛɱɢɫɥɸєɬьɫɹ ɫɟɪɟɞɧьɨɤɜɚɞɪɚɬɢɱɧɚ ɩɨɯɢɛɤɚ   

ɿ ɩɨɪɿɜɧɸєɬьɫɹ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ e0. əɤɳɨ e>e0 , ɬɨ ɫɬɟɩɿɧь m ɡɛɿɥьɲɭєɬьɫɹ ɧɚ 
1 ɿ ɰɢɤɥ ɩɨɜɬɨɪɸєɬьɫɹ. Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɚɜɟɪɲɭɸɬь ɩɪɢ e < e0. 

ɉɨɞɿɛɧɢɦ ɱɢɧɨɦ ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɿɧɲɢɯ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɢɯ 
ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɟɣ. Ɂɚɡɜɢɱɚɣ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬь ɨɞɧɭ ɡ ɜɿɞɨɦɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ:   

y ax b   – ɥɿɧɿɣɧɚ; 
by ax  – ɫɬɟɩɟɧɟɜɚ; 
xy ab  – ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɜɚ; 

lny a x b   – ɥɨɝɚɪɢɮɦɿɱɧɚ; 
a

y b
x

   – ɝɿɩɟɪɛɨɥɿɱɧɚ ɬɨɳɨ. 

 
5.2.2. Аɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɡɚɫɨɛɚɦɢ MATLAB 

 
ɍ MATLAB є ɪɹɞ ɞɨɞɚɬɤɿɜ, ɹɤɿ ɧɚɞɚɸɬь ɲɢɪɨɤɿ ɦɨɠɥɢɜɨɫɬɿ ɞɥɹ 

ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ (ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ) ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɿ ɛɚɝɚɬɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɞɚɧɢɯ. ɐɿ 
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ɦɨɠɥɢɜɨɫɬɿ ɪɟɚɥɿɡɨɜɚɧɿ ɧɚ ɪɿɡɧɢɯ ɪɿɜɧɹɯ: ɜɿɞ ɞɨɫɢɬь ɩɪɨɫɬɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ 
ɝɪɚɮɿɱɧɨɝɨ ɜɿɤɧɚ ɞɥɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɜɠɟ ɜɿɡɭɚɥɿɡɨɜɚɧɢɯ ɞɚɧɢɯ, ɞɨ 
ɫɩɟɰɿɚɥьɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ MATLAB ɿ ɣɨɝɨ ɩɚɤɟɬɿɜ, ɜɤɥɸɱɚɸɱɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɚ 
ɡ ɝɪɚɮɿɱɧɢɦ ɿɧɬɟɪɮɟɣɫɨɦ ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱɚ, ɳɨ ɞɨɡɜɨɥɹɸɬь ɿɦɩɨɪɬɭɜɚɬɢ 
ɞɚɧɿ, ɩɪɨɜɨɞɢɬɢ ʀɯ ɩɨɩɟɪɟɞɧɸ ɨɛɪɨɛɤɭ ɿ ɡɝɥɚɞɠɭɜɚɧɧɹ, ɚɩɪɨɤɫɢɦɭɜɚɬɢ 
ɞɚɧɿ ɪɿɡɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. Ⱦɨ ɫɤɥɚɞɭ MATLAB ɜɯɨɞɹɬь ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɥɹ 
ɜɢɪɿɲɟɧɧɹ ɞɟɹɤɢɯ ɡɚɞɚɱ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɥьɧɨʀ ɝɟɨɦɟɬɪɿʀ. Ɏɭɧɤɰɿʀ MATLAB 
ɞɨɡɜɨɥɹɸɬь ɜɢɪɿɲɭɜɚɬɢ ɬɚɤɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ: ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚɦɢ ɡɚ 
ɦɟɬɨɞɨɦ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ; ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɞɚɧɢɯ 
ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ; ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɡɝɥɚɞɠɭɸɱɢɦɢ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ; ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 
ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ ɦɟɬɨɞɨɦ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ; ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɹ ɿ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 
ɞɜɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɿ ɛɚɝɚɬɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɞɚɧɢɯ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ; ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 
ɪɚɰɿɨɧɚɥьɧɢɦɢ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ; ɩɨɛɭɞɨɜɚ ɨɩɭɤɥɨʀ ɨɛɨɥɨɧɤɢ ɞɜɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɿ 
ɛɚɝɚɬɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɞɚɧɢɯ; ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɧɚɣɛɥɢɠɱɨʀ ɬɨɱɤɢ; ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 
ɪɨɡɤɢɞɚɧɢɯ ɞɚɧɢɯ; ɩɨɛɭɞɨɜɚ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɿ ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɢɯ 
ɦɨɞɟɥɟɣ ɞɥɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɞɚɧɢɯ (ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɱɿ ɩɪɨ ɩɿɞɛɿɪ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ 
ɜ ɨɞɧɿɣ ɡɿ ɫɬɚɧɞɚɪɬɧɢɯ ɦɨɞɟɥɟɣ ɚɛɨ ɡɚɞɚɧɨʀ ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱɟɦ ɿ ɨɰɿɧɤɚ 
ɹɤɨɫɬɿ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ). 

 
Ⱦɥɹ ɩɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɨʀ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ 

polyfit: 

p=polyfit(x,y,n) – ɮɭɧɤɰɿɹ ɨɛɱɢɫɥɸє ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɩɨɥɿɧɨɦɚ 
p(x) ɫɬɟɩɟɧɹ n ɞɥɹ ɧɚɣɤɪɚɳɨɝɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ y ɦɟɬɨɞɨɦ 
ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ. ȼɟɤɬɨɪ-ɪɹɞɨɤ p ɦɿɫɬɢɬь n+1 ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ 
ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨɝɨ ɩɨɥɿɧɨɦɚ  ɭ ɩɨɪɹɞɤɭ ɫɩɚɞɚɧɧɹ ɫɬɟɩɟɧɿɜ: p(1)*x^n 
+ p(2)*x^(n-1) +...+ p(n)*x + p(n+1). 

y=polyval(p, x) – ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚ p ɜ ɬ. x. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
x=(-3:0.2:3); % ɡɚɞɚєɦɨ ɜɭɡɥɢ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ 
y=cos(x);  
% ɩɪɨɜɨɞɢɦɨ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɸ ɬɚɛɥɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 

ɩɨɥɿɧɨɦɨɦ 4-ɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ 
p=polyfit(x,y,4)  
Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɩɨɥɿɧɨɦɚ: 
p = 
0.0266   -0.0000   -0.4554    0.0000    0.9805 
>> x1=(-4:0.1:4); 
% ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɥɿɧɨɦɚ ɧɚ ɲɢɪɲɨɦɭ 

ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ 
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f=polyval(p,x1);  
plot(x,y,'o',x1,f) % ɛɭɞɭєɦɨ ɝɪɚɮɿɤ ɬɚɛɥɢɱɧɨʀ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨɝɨ ɩɨɥɿɧɨɦɚ 

 
ɉɪɢ ɫɬɟɩɟɧɿ ɩɨɥɿɧɨɦɚ ɜɢɳɟ 5 ɩɨɯɢɛɤɚ ɩɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɨʀ ɪɟɝɪɟɫɿʀ (ɿ 

ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ) ɫɢɥьɧɨ ɡɪɨɫɬɚє ɿ ʀʀ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɛɟɡ ɰɟɧɬɪɭɜɚɧɧɹ ɿ 
ɦɚɫɲɬɚɛɭɜɚɧɧɹ ɫɬɚє ɪɢɡɢɤɨɜɚɧɢɦ. 

 
Ⱦɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ ɭɡɚɝɚɥьɧɟɧɨʀ ɧɟɥɿɧɿɣɧɨʀ ɪɟɝɪɟɫɿʀ ɦɟɬɨɞɨɦ 

ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ ɭ ɩɚɤɟɬɿ MATLAB є ɮɭɧɤɰɿɹ lsqnonlin(). 
ɋɢɧɬɚɤɫɢɫ ɮɭɧɤɰɿʀ: 
x = lsqnonlin(fun,x0) 
x = lsqnonlin(fun,x0,lb,ub) 
x = lsqnonlin(fun,x0,lb,ub,options) 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɪɢɤɥɚɞ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɰɿєʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɥɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ 

ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɢɝɥɹɞɭ: 
2

( , , , ) a bx cxF x a b c e   . 

Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɜɢɤɨɧɚєɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɞɿʀ. 
ɍ MATLAB ɫɬɜɨɪɢɦɨ m-ɮɚɣɥ Apr.m 
function z=Apr(c,x,y) 
  z=y-exp(c(1)+c(2)*x+c(3)*x.^2); 
end 
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ɍ ɤɨɦɚɧɞɧɨɦɭ ɜɿɤɧɿ Matlab ɡɚɩɢɲɟɦɨ: 
% ɡɚɞɚєɦɨ ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɞɚɧɿ 
x=[0.2;0.4;1;1.5;2;3;4] 
y=[9.3;11.1;5;3;5.8;2;0.2] 
z=[1 0 -1] % ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ 
%ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
c = lsqnonlin('Apr',z',[],[],[],x,y) 
 
% ɡɚɞɚєɦɨ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ 
f=inline('exp(a+b*x+c*x.^2)','x','a','b','c'); 
 
% ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ ɜɟɤɬɨɪɚ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ, ɜ ɹɤɢɯ ɛɭɞɭɬь 

ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢɫɹ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
X=x(1):0.01:x(end); 
 
% ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
Y=f(X,c(1),c(2),c(3)); 
% ɩɨɛɭɞɨɜɚ ɝɪɚɮɿɤɚ ɝɪɚɮɿɤɿɜ 
plot(x,y,'o',X,Y) 
Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 
c = 
    2.4578 
   -0.6242 
    0.0030 
 
Ɉɬɠɟ, ɡɚɞɚɧɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɿ ɞɚɧɿ ɦɨɠɧɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɭɜɚɬɢ 

ɟɦɩɿɪɢɱɧɨɸ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɸ: 22.45 0.62 0.003x xy e   . 
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Ⱦɨɞɚɬɨɤ Basic Fitting 

 
ɐɟɣ ɞɨɞɚɬɨɤ ɧɚɞɚє ɩɪɨɫɬɢɣ ɝɪɚɮɿɱɧɢɣ ɿɧɬɟɪɮɟɣɫ ɞɨ ɞɟɹɤɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ 

MATLAB, ɩɪɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɞɥɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɞɚɧɢɯ ɿ ɞɨɡɜɨɥɹє 
ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɬɢ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɿ ɞɚɧɿ ɤɭɛɿɱɧɢɦɢ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ, ɤɭɛɿɱɧɢɦɢ 
ɩɨɥɿɧɨɦɚɦɢ ȿɪɦɿɬɚ ɬɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɭɜɚɬɢ ɞɚɧɿ ɩɨɥɿɧɨɦɚɦɢ ɜ ɫɟɧɫɿ 
ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ. Ʉɪɿɦ ɬɨɝɨ, є ɦɨɠɥɢɜɿɫɬь ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɧɨɪɦɭ 
ɩɨɯɢɛɤɢ ɬɚ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɡɚɞɚɧɢɯ 
ɬɨɱɤɚɯ. Ɉɞɧɨɱɚɫɧɚ ɪɨɛɨɬɚ ɦɨɠɟ ɜɟɫɬɢɫɹ ɡ ɞɟɤɿɥьɤɨɦɚ ɧɚɛɨɪɚɦɢ 
ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɞɚɧɢɯ. Ɂɚɫɨɛɢ ɞɨɞɚɬɤɭ Basic Fitting ɞɨɡɜɨɥɹɸɬь 
ɟɤɫɩɨɪɬɭɜɚɬɢ ɿɧɮɨɪɦɚɰɿɸ ɩɪɨ ɩɨɛɭɞɨɜɚɧɢɣ ɫɩɥɚɣɧ ɚɛɨ ɩɨɥɿɧɨɦ ɭ 
ɪɨɛɨɱɟ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɉɛɱɢɫɥɟɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɩɥɚɣɧɚ ɚɛɨ 
ɩɨɥɿɧɨɦɚ ɦɨɠɭɬь ɛɭɬɢ ɬɚɤɨɠ ɟɤɫɩɨɪɬɨɜɚɧɿ ɜ ɪɨɛɨɱɟ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ.  

Ɂɚɩɭɫɤ ɞɨɞɚɬɤɚ Basic Fitting ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ ɡ ɦɟɧɸ Tools ɝɪɚɮɿɱɧɨɝɨ 
ɜɿɤɧɚ ɜ ɩɭɧɤɬɿ Basic Fitting. Ɍɨɦɭ ɞɥɹ ɡɚɩɭɫɤɭ ɩɪɨɝɪɚɦɢ ɫɩɨɱɚɬɤɭ 
ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɜɿɡɭɚɥɿɡɭɜɚɬɢ ɞɚɧɿ.  

ɉɪɢɤɥɚɞ. Ⱦɚɧɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɭ ɡɚɞɚɧɿ ɞɜɨɦɚ ɦɚɫɢɜɚɦɢ x ɿ y 
ɧɚɫɬɭɩɧɢɦ ɱɢɧɨɦ:  
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x = 0: 0.25: 2; 
y =[0.84  0.96  0.99  0.85  0.41  -0.34  -0.97  

-0.50  0.89]; 
ɉɨɛɭɞɭєɦɨ ʀɯ ɝɪɚɮɿɤ ɤɪɭɝɥɢɦɢ ɦɚɪɤɟɪɚɦɢ, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ 

ɮɭɧɤɰɿɸ plot:  
plot(x, y, 'o') 

 
ɿ ɡɚɩɭɫɬɢɦɨ ɞɨɞɚɬɨɤ Basic Fitting ɡ ɦɟɧɸ Tools ɝɪɚɮɿɱɧɨɝɨ ɜɿɤɧɚ 
Figure 1. 
Ⱥɩɪɨɤɫɢɦɭєɦɨ ɜɢɯɿɞɧɿ ɞɚɧɿ ɩɨɥɿɧɨɦɨɦ 4-ɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ, ɩɨɫɬɚɜɢɜɲɢ 
ɩɨɡɧɚɱɤɭ ɧɚɜɩɪɨɬɢ 4th degree polynomial.  
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Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɝɪɚɮɿɤ ɬɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨɝɨ ɩɨɥɿɧɨɦɚ. 
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Curve Fitting Toolbox  

Curve Fitting Toolbox – ɰɟ ɧɚɛɿɪ ɝɪɚɮɿɱɧɢɯ ɿɧɬɟɪɮɟɣɫɿɜ ɬɚ M-
ɮɭɧɤɰɿɣ, ɫɬɜɨɪɟɧɢɯ ɜ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɥьɧɨɦɭ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ MATLAB. ɉɚɤɟɬ 
ɞɨɡɜɨɥɹє ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ:  

- ɩɟɪɜɢɧɧɭ ɨɛɪɨɛɤɭ ɞɚɧɢɯ, ɬɚɤɢɯ ɹɤ ɪɨɡɛɢɬɬɹ ɧɚ ɨɛɥɚɫɬɿ ɿ 
ɡɝɥɚɞɠɭɜɚɧɧɹ; 

- ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɭ ɿ ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɭ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɸ. ɍ ɛɿɛɥɿɨɬɟɤɭ 
ɜɤɥɸɱɟɧɿ ɩɨɥɿɧɨɦɢ, ɟɤɫɩɨɧɟɧɬɢ, ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥьɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɨɳɨ. 
Ⱦɥɹ ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨʀ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬьɫɹ ɫɩɥɚɣɧɢ ɿ ɪɿɡɧɿ 
ɦɟɬɨɞɢ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ; 

- ɫɬɚɧɞɚɪɬɧɢɣ ɥɿɧɿɣɧɢɣ ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ, ɧɟɥɿɧɿɣɧɢɣ 
ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ, ɡɜɚɠɟɧɢɣ ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ, 
ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ ɡ ɨɛɦɟɠɟɧɧɹɦɢ ɿ ɫɬɿɣɤɿ ɦɟɬɨɞɢ 
ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ;  

- ɦɨɠɥɢɜɿɫɬь ɨɰɿɧɤɢ ɹɤɨɫɬɿ ɩɪɨɜɟɞɟɧɨʀ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ; 
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- ɦɨɠɥɢɜɨɫɬɿ ɚɧɚɥɿɡɭ, ɬɚɤɿ ɹɤ ɟɤɫɬɪɚɩɨɥɹɰɿɹ, ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ ɬɚ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. 

Curve Fitting Toolbox ɡɚɩɭɫɤɚєɬьɫɹ ɤɨɦɚɧɞɨɸ cftool ɡ 
ɤɨɦɚɧɞɧɨɝɨ ɜɿɤɧɚ MATLAB ɚɛɨ ɡ ɦɟɧɸ Start->Toolboxes->Curve 

Fitting. 
Curve Fitting Toolbox ɦɿɫɬɢɬь ɪɹɞ ɫɬɚɧɞɚɪɬɧɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɢɯ ɿ 

ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɢɯ ɦɨɞɟɥɟɣ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɹɤɿ ɜɢɛɢɪɚɸɬьɫɹ 
ɜ ɞɿɚɥɨɝɨɜɨɦɭ ɜɿɤɧɿ Fitting. Ⱦɥɹ ɩɟɪɟɯɨɞɭ ɜ ɰɟ ɜɿɤɧɨ ɫɥɿɞ ɧɚɬɢɫɧɭɬɢ 
ɤɧɨɩɤɭ Fitting ɜ ɨɫɧɨɜɧɨɦɭ ɜɿɤɧɿ ɩɪɨɝɪɚɦɢ. ɍ Curve Fitting Toolbox є 
ɦɨɠɥɢɜɿɬь ɜɢɛɨɪɭ ɫɬɚɧɞɚɪɬɧɢɯ ɬɢɩɿɜ ɮɭɧɤɰɿɣ ɞɥɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ ɬɚ 
ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ (ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɩɨɡɧɚɱɚɸɬьɫɹ a, b, c, 
d, a1, b1, p1...). 

ɉɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɿ ɦɨɞɟɥɿ 
1. ȿɤɫɩɨɧɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɦɨɞɟɥɿ (Exponential): 

bxae ;    bx dxae ce . 
2. ȼɿɞɪɿɡɤɢ ɪɹɞɭ Ɏɭɪ'є (Fourier): 

 
3. ɋɭɦɚ ɫɢɧɭɫɿɜ (Sum of Sin Functions): 

 
4. Ƚɚɭɫɨɜɿ ɦɨɞɟɥɿ (Gaussian) 
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5. Ɇɨɞɟɥь ȼɟɣɛɭɥɚ (Weibull) 
1 bb axabx e  . 

6. ɋɬɟɩɟɧɟɜɿ ɦɨɞɟɥɿ (Power) 
bax  ;    bax c . 

7. ɉɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɿ ɦɨɞɟɥɿ (Polynomials) 

 
8. Ⱦɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥьɧɿ ɦɨɞɟɥɿ (Rational). ɐɿ ɦɨɞɟɥɿ 

ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɬьɫɹ ɞɪɨɛɨɦ, ɜ ɱɢɫɟɥьɧɢɤɭ ɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɭ ɹɤɨɝɨ ɫɬɨɹɬь 
ɩɨɥɿɧɨɦɢ ɞɨ ɩ'ɹɬɨɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ ɜɤɥɸɱɧɨ. Ʉɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɩɪɢ ɫɬɚɪɲɨɦɭ 
ɫɬɟɩɟɧɿ ɜ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɨɞɢɧɢɰɿ ɞɥɹ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨɝɨ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥьɧɨɝɨ ɜɢɪɚɡɭ.  

 
ɇɟɜɿɞɨɦɢɦɢ є ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɩɨɥɿɧɨɦɿɜ, ɳɨ ɫɬɨɹɬь ɜ ɱɢɫɟɥьɧɢɤɭ ɿ 

ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɭ ɞɪɨɛɭ. ɉɪɢ ɜɢɛɨɪɿ ɦɨɞɟɥɿ ɰьɨɝɨ ɬɢɩɭ ɜ ɫɩɢɫɤɭ Type of fit 
ɡ'ɹɜɥɹɸɬьɫɹ ɞɜɚ ɫɩɢɫɤɢ ɞɥɹ ɜɢɛɨɪɭ ɫɬɟɩɟɧɹ ɱɢɫɟɥьɧɢɤɚ ɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ. 

Ɍɚɤɨɠ є ɦɨɠɥɢɜɿɫɬь ɡɚɞɚɬɢ ɞɨɜɿɥьɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ 
ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ (Custom Equation). 

ɉɪɢɤɥɚɞ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɩɨɥɿɧɨɦɨɦ 3-ɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ Curve 
Fitting Toolbox: 
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5.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɨɦ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ ɞɥɹ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɡɚɫɨɛɚɦɢ Matlab ɡɝɿɞɧɨ ɡɚɞɚɧɨɝɨ 

ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
3. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɬɚ ɨɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ. 
 
5.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ 

ɩɿɞɝɪɭɩɢ ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ 

ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
4. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
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5.5. Зɚɜɞɚɧɧɹ 

 

Зɚɜɞɚɧɧɹ 1. 
ɍ ɬɚɛɥ. 5.1 ɧɚɜɟɞɟɧɨ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɫɩɨɫɬɟɪɟɠɟɧь ɡɚ ɩɟɪɟɦɿɳɟɧɧɹɦ x 

ɦɚɬɟɪɿɚɥьɧɨʀ ɬɨɱɤɢ ɩɨ ɨɫɿ Ɉɯ ɜ ɦɨɦɟɧɬɢ ɱɚɫɭ t[t0, T]. ȼɿɞɨɦɨ, ɳɨ ɪɭɯ 
є ɪɿɜɧɨɦɿɪɧɢɦ ɿ ɨɩɢɫɭєɬьɫɹ ɥɿɧɿɣɧɨɸ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɸ x(t)=vt+b. 
ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ, ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɲɜɢɞɤɿɫɬь v ɿ 
ɫɩɪɨɝɧɨɡɭɜɚɬɢ ɩɨɥɨɠɟɧɧɹ ɬɨɱɤɢ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɱɚɫɭ t=2T. ȼ ɨɞɧɢɯ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɯ ɨɫɹɯ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤ ɪɭɯɭ ɬɨɱɤɢ ɿ ɬɨɱɤɨɜɢɣ ɝɪɚɮɿɤ 
ɜɢɯɿɞɧɢɯ ɫɩɨɫɬɟɪɟɠɟɧь.  

Ɂɚɜɞɚɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɞɜɨɦɚ ɫɩɨɫɨɛɚɦɢ:  
1) ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧє ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɥɿɧɿɣɧɨʀ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ 

MATLAB (ɭ ɡɜɿɬɿ ɩɪɢɜɟɫɬɢ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ, ɬɟɤɫɬɢ ɩɪɨɝɪɚɦ ɿ ɝɪɚɮɿɤɢ).  
2) ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɩɪɨɝɪɚɦɢ cftool. (ɍ ɡɜɿɬɿ ɧɚɜɟɫɬɢ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɬɚ 

ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ ɫɤɪɿɧɲɨɬɢ ɿ ɝɪɚɮɿɤɢ). 
Ɍɚɛɥɢɰɹ 5.1 

ȼɚɪɿɚɧɬɢ 

1 
t 1 1.4 1.8 2.6 3 3.4 3.8 4.2 4.6 5 

x 10.60 18.01 25.85 44 50.64 60.2 68.27 77.77 84.50 93.4 

2 
t 1 1.63 2.25 2.88 3.5 4.13 4.75 5.375 6  

x 14.86 27.15 41.19 54 69.03 81.6 96.11 109.4 124.03  

3 
t 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4  

x 3.72 9.38 15.53 22 29.52 35.2 42.35 48.61 55.51  

4 
t 0 0.6 1.2 l.8 2.4 3 4.2 4.8 5.4 6 

x 6.45 19.97 33.91 48.2 64.15 76.9 106.2 122.2 135.6 149 

5 
t 2 3.2 4.4 5 5.6 6.8 7.4 8   

x 18.50 35.73 54.65 62.4 71.74 90.5 98.10 107.6   

6 
t 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9  

x 13.85 14.30 15.84 16.9 18.89 19.7 21.03 22.08 23.95  
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Зɚɜɞɚɧɧɹ 2. 
ɍ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɭ ɨɬɪɢɦɚɧɨ ɬɚɛɥɢɰɸ ɱɢɫɟɥ xi, yi (ɬɚɛɥ.5.2). 

Ɂɧɚɣɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɳɨ ɧɚɣɤɪɚɳɟ ɨɩɢɫɭє ɡɚɥɟɠɧɿɫɬь y=f(x). 
Ɂɚɜɞɚɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɬɪьɨɦɚ ɫɩɨɫɨɛɚɦɢ:  
1) ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧє ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɥɿɧɿɣɧɨʀ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ 

MATLAB (ɭ ɡɜɿɬɿ ɩɪɢɜɟɫɬɢ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ, ɬɟɤɫɬɢ ɩɪɨɝɪɚɦ ɿ ɝɪɚɮɿɤɢ); 
2) ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɞɨɞɚɬɤɚ Basic Ftitting; 
3) ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɚɤɟɬɭ Curve Fitting Toolbox. 
 

Ɍɚɛɥɢɰɹ 5.2 

ȼɚɪɿɚɧɬ 1 ȼɚɪɿɚɧɬ 2 ȼɚɪɿɚɧɬ 3 ȼɚɪɿɚɧɬ 4 
x y x y x y x y 

0,05 
0,10 
0,17 
0,25 
0,30 
0,36 

0,0500 
0,1003 
0,1716 
0,2553 
0,3093 
0,3764 

0,210 
0,215 
0,220 
0,225 
0,230 
0,235 

4,831 
4,722 
4,618 
4,519 
4,424 
4,333 

1,415 
1,420 
1,425 
1,430 
1,435 
1,440 

0,8885 
0,8895 
0,8906 
0,8916 
0,8926 
0,8936 

0,101 
0,106 
0,111 
0,116 
0,121 
0,126 

1,261 
1,276 
1,291 
1,306 
1,321 
1,326 

 

ȼɚɪɿɚɧɬ 5 ȼɚɪɿɚɧɬ 6 ȼɚɪɿɚɧɬ 7 ȼɚɪɿɚɧɬ 8 
x y x y x y x y 

0,43 
0,48 
0,55 
0,62 
0,70 
0,75 

1,635 
1,732 
1,876 
2,033 
2,228 
2,359 

0,02 
0,08 
0,12 
0,17 
0,23 
0,30 

1,023 
1,095 
1,147 
1,214 
1,301 
1,409 

0,35 
0,41 
0,47 
0,51 
0,56 
0,64 

2,739 
2,300 
1,968 
1,787 
1,595 
1,343 

0,41 
0,46 
0,52 
0,60 
0,65 
0,72 

2,574 
2,325 
2,093 
1,862 
1,749 
1,620 

 

ȼɚɪɿɚɧɬ 9 ȼɚɪɿɚɧɬ 10 ȼɚɪɿɚɧɬ 11 ȼɚɪɿɚɧɬ 12 
x y x y x y x y 

0,68 
0,73 
0,80 
0,88 
0,93 
0,99 

0,808 
0,894 
1,029 
1,209 
1,340 
1,523 

0,11 
0,15 
0,21 
0,29 
0,35 
0,40 

9,054 
6,616 
4,691 
3,351 
2,739 
2,365 

1,375 
1,380 
1,385 
1,390 
1,395 
1,400 

5,041 
5,177 
5,320 
5,470 
5,629 
5,797 

0,115 
0,120 
0,125 
0,130 
0,135 
0,140 

8,657 
8,293 
7,958 
7,648 
7,362 
7,096 
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ȼɚɪɿɚɧɬ 13 ȼɚɪɿɚɧɬ 14 ȼɚɪɿɚɧɬ 15 ȼɚɪɿɚɧɬ 16 
x y x y x y x y 

0,150 
0,155 
0,160 
0,165 
0,170 
0,175 

6,616 
6,399 
6,196 
6,005 
5,825 
5,655 

0,180 
0,185 
0,190 
0,195 
0,200 
0,205 

5,615 
5,466 
5,326 
5,193 
5,066 
4,946 

0,210 
0,215 
0,220 
0,225 
0,230 
0,235 

4,831 
4,722 
4,618 
4,519 
4,424 
4,333 

1,415 
1,420 
1,425 
1,430 
1,435 
1,440 

0,8885 
0,8895 
0,8906 
0,8916 
0,8926 
0,8936 

 

ȼɚɪɿɚɧɬ 17 ȼɚɪɿɚɧɬ 18 ȼɚɪɿɚɧɬ 19 ȼɚɪɿɚɧɬ 20 
x y x y x y x y 

0,115 
0,120 
0,125 
0,130 
0,135 
0,140 

0,808 
0,894 
1,029 
1,209 
1,340 
1,523 

0,11 
0,15 
0,21 
0,29 
0,35 
0,40 

9,054 
6,616 
4,691 
3,351 
2,739 
2,365 

1,375 
1,380 
1,385 
1,390 
1,395 
1,400 

5,041 
5,177 
5,320 
5,470 
5,629 
5,797 

0,68 
0,73 
0,80 
0,88 
0,93 
0,99 

8,657 
8,293 
7,958 
7,648 
7,362 
7,096 

 

5.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. ɓɨ ɬɚɤɟ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɹ?  
2. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɜɿɞɦɿɧɧɿɫɬь ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɜɿɞ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ? 

3. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɩɪɚɤɬɢɱɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɟɤɫɩɟɪɢ-

ɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ? 

4. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ? 

5. əɤ ɜɢɡɧɚɱɚɸɬь ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɪɢ 
ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɿ ɆɇɄ? 

6. ɓɨ ɬɚɤɟ ɥɿɧɿɣɧɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɹ? 

7. ɓɨ ɬɚɤɟ ɩɨɥɿɧɨɦɿɚɥьɧɚ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿɹ? 

8. əɤɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɥɹ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɞɨɫɥɿɞɧɢɯ ɞɚɧɢɯ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬь 
ɧɚɣɱɚɫɬɿɲɟ? 

9. əɤɿ ɿɫɧɭɸɬь ɡɚɫɨɛɢ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɞɚɧɢɯ ɜ Matlab? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №6 

Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɭ MATLAB 
 

6.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
ȼɢɜɱɢɬɢ ɨɫɧɨɜɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ 

ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɡɚɞɚɱɿ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɬɚ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɝɨ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɢɤɨɸ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɩɪɨɝɪɚɦɧɢɯ 
ɩɪɨɞɭɤɬɿɜ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 

6.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 
Ⱥɧɚɥɿɬɢɱɧɟ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. 
Ⱦɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɦ 

ɫɩɨɫɨɛɨɦ ɜ MATLAB ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ int. 
int(S) – ɨɛɱɢɫɥɸє ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ S ɡɚ ʀʀ 

ɫɢɦɜɨɥьɧɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ, ɨɝɨɥɨɲɟɧɨɸ ɜ syms; 
int(S,v) – ɨɛɱɢɫɥɸє ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ S ɡɚ ʀʀ 

ɫɢɦɜɨɥьɧɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ v, ɨɝɨɥɨɲɟɧɨɸ ɜ syms. 
int(S,a,b) – ɨɛɱɢɫɥɸє ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ S ɡɚ ʀʀ 

ɫɢɦɜɨɥьɧɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ ɜɿɞ a ɞɨ b. a ɿ b ɦɨɠɭɬь ɛɭɬɢ ɞɿɣɫɧɢɦɢ ɚɛɨ 
ɫɢɦɜɨɥьɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ; 

int(S,v,a,b) – ɨɛɱɢɫɥɸє ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ S ɡɚ ʀʀ 
ɫɢɦɜɨɥьɧɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ v, ɨɝɨɥɨɲɟɧɨɸ ɜ syms. 

Чɢɫɟɥьɧɟ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. 
Ⱦɥɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɭ 

Matlab ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬьɫɹ ɮɭɧɤɰɿʀ quad(), quad1(), trapz().  
quad(fun, a, b) – ɩɨɜɟɪɬɚє ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ 

fun ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, b], ɩɪɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɦɟɬɨɞ 
ɋɿɦɩɫɨɧɚ. 

ɉɪɢɤɥɚɞ: 
   Q = quad(@myfun,0,2); 
Ɏɚɣɥ myfun.m ɦɚє ɦɿɫɬɢɬɢ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
 function y = myfun(x) 
 y = 1./(x.^3-2*x-5); 
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Ɏɭɧɤɰɿɹ quad('fun', a, b, tol) – ɨɛɱɢɫɥɸє ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ fun ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, b] ɦɟɬɨɞ ɋɿɦɩɫɨɧɚ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ 
ɚɛɫɨɥɸɬɧɨɸ ɩɨɯɢɛɤɨɸ. 

quadl (fun, a, b) – ɩɨɜɟɪɬɚє ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ 
fun ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, b], ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɦɟɬɨɞ 
Ʌɨɛɛɚɬɨ.  

Ɏɭɧɤɰɿɹ trapz(y) – ɩɨɜɟɪɬɚє ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜ 
ɩɪɢɩɭɳɟɧɧɿ, ɳɨ x = 1:length(y).  

Ɏɭɧɤɰɿɹ trapz(ɯ, y) ɨɛɱɢɫɥɸє ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ(ɯ) ɩɨ ɯ 
ɦɟɬɨɞɨɦ ɬɪɚɩɟɰɿɣ. Ⱥɪɝɭɦɟɧɬ ɿ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɚɞɚɸɬьɫɹ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɜɟɤɬɨɪɿɜ 
ɚɛɨ х – ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɜɟɤɬɨɪɚ, ɚ у - ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɦɚɬɪɢɰɿ. əɤɳɨ ɭ(ɯ)– 
ɦɚɬɪɢɰɹ, ɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɩɨɜɟɪɬɚє ɜɟɤɬɨɪ ɡɧɚɱɟɧь ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ 
ɫɬɨɜɩɰɹ ɦɚɬɪɢɰɿ.  

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
ɇɟɯɚɣ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  ɭ(ɯ) = ɯɟx + ln(x) + 1. 

ɇɟɨɛɯɿɞɧɨ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜ ɞɿɚɩɚɡɨɧɿ ɜɿɞ 1 ɞɨ 10 ɡ 
ɤɪɨɤɨɦ 0.5.   

Ɋɨɡɜ'ɹɡɨɤ:   
x = 1:0.5:10;   
y = x.* exp(x)+log(x)+1;   
trapz(x,y)  
ȼɿɞɩɨɜɿɞь: ans =  2.032841320958599e + 005 
Ɍɚɤɨɠ ɦɨɠɧɚ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɡɚ 

ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɧɨʀ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɛɭɞь-ɹɤɨɝɨ ɡ ɱɢɫɟɥьɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ: 

2
2

0

sin( )x x dx



  

ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɚɜɢɯ ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɿɜ. 
Ɋɨɡɜ'ɹɠɟɦɨ ɰɸ ɡɚɞɚɱɭ ɜ MATLAB. Ⱦɥɹ ɰьɨɝɨ ɫɤɥɚɞɟɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɭ 

ɩɪɨɝɪɚɦɭ: 
f=inline('x.*sin(x.^2)'); % ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ 

ɮɭɧɤɰɿɹ 
Xmin=0; % ɧɢɠɧɹ ɦɟɠɚ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
Xmax=sqrt(pi/2); % ɜɟɪɯɧɹ ɦɟɠɚ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
N=1001; % ɤɿɥьɤɿɫɬь ɜɭɡɥɿɜ 
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i=1:N; 
dx=(Xmax-Xmin)/(N-1); % ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɪɨɤɭ 

ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
x=Xmin:dx:Xmax; % ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɜɭɡɥɿɜ 

ɫɿɬɤɢ 
y=feval(f,x); % ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь 

ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɜɭɡɥɚɯ 
% ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ ɩɪɚɜɢɯ 

ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɿɜ 
m=2:N; 
y1(m-1)=y(m); 
I=sum(y1)*dx 
% ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ ɩɨɯɢɛɤɭ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
err=I-0.5 % 0.5 – ɬɨɱɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ 
ȼ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɩɪɨɝɪɚɦɢ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ I 

ɬɚ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɯɢɛɤɢ err ɦɿɠ ɬɨɱɧɢɦ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ, 
ɨɬɪɢɦɚɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɚɜɢɯ ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɿɜ. 

I = 
    0.5008 
err = 
  7.8553e-004 

ɋɤɥɚɞɟɦɨ ɩɪɨɝɪɚɦɭ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
2

2

0

sin( )x x dx



  ɦɟɬɨɞɨɦ 

ɋɿɦɩɫɨɧɚ. 
f=inline('x.*sin(x.^2)'); % ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ 

ɮɭɧɤɰɿɹ 
Xmin=0; % ɧɢɠɧɹ ɦɟɠɚ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
Xmax=sqrt(pi/2); % ɜɟɪɯɧɹ ɦɟɠɚ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
N=1001; % ɤɿɥьɤɿɫɬь ɜɭɡɥɿɜ 
i=1:N; 
dx=(Xmax-Xmin)/(N-1); % ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɪɨɤɭ 

ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
x=Xmin:dx:Xmax; % ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɜɭɡɥɿɜ 

ɫɿɬɤɢ 
y=feval(f,x); % ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь 

ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɜɭɡɥɚɯ 
% ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ ɩɪɚɜɢɯ 

ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɿɜ 
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s=0; 
for i=2:N-1; 
  if i-2*ceil(i/2)==0 
  k=4; 
  else 
  k=2; 
  end; 
  s=s+k*y(i); 
end; 
Is=(y(1)+s+y(N))*dx/3 
% ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ ɩɨɯɢɛɤɭ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
err2=Is-0.5 
Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 
Is =    0.5000 
err2 = -5.9908e-013 
 
6.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ ɡɚɫɨɛɚɦɢ Matlab ɡɝɿɞɧɨ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
3. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɬɚ ɨɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ. 
 
6.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ 

ɩɿɞɝɪɭɩɢ ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ 

ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
4. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
 
6.5. Зɚɜɞɚɧɧɹ 
 
1. Ɋɟɚɥɿɡɭɣɬɟ ɩɪɨɝɪɚɦɭ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɚɯ 

ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɿɜ (ɧɟɩɚɪɧɿ ɜɚɪɿɚɧɬɢ) ɿ ɋɿɦɩɫɨɧɚ (ɩɚɪɧɿ ɜɚɪɿɚɧɬɢ) ɡ 
ɜɢɜɟɞɟɧɧɹɦ ɩɪɨɦɿɠɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧь ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɬɚɛɥɢɰɿ: 

№  xi yi 
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2. Ɋɟɚɥɿɡɭɣɬɟ ɩɪɨɝɪɚɦɭ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ 
ɞɥɹ ɦɟɬɨɞɚ ɋɢɦɩɫɨɧɚ. 

3. ȼɢɛɟɪɿɬь ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɞɨ ɜɚɲɨɝɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ ɿ ɨɛɱɢɫɥɿɬь ʀɯ 
ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦ. 

4. Ⱦɥɹ ɡɚɞɚɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɡɧɚɣɞɿɬь ɨɰɿɧɤɭ ɿɡ ɡɚɞɚɧɢɦ ɱɢɫɥɨɦ ɜɿɪɧɢɯ 
ɡɧɚɤɿɜ (ɧɟ ɦɟɧɲɟ 6) ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɮɭɧɤɰɿɣ MatLab. 

 
Ɍɚɛɥɢɰɹ 6.1 
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6.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. əɤ ɜ ɱɢɫɟɥьɧɢɯ ɦɟɬɨɞɚɯ ɦɨɠɧɚ ɡɦɟɧɲɢɬɢ ɩɨɯɢɛɤɭ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ 

ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ? 
2. əɤɨɸ ɚɩɪɨɤɫɢɦɭɸɱɨɸ ɡɚɦɿɧɸєɬьɫɹ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɜ 

ɦɟɬɨɞɚɯ ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɿɜ, ɬɪɚɩɟɰɿɣ ɿ ɋɢɦɩɫɨɧɚ? 
3. Ⱥɥɝɨɪɢɬɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ 

ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 
4. Ɏɭɧɤɰɿʀ ɫɢɫɬɟɦɢ MatLab ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №7 

Чɢɫɟɥьɧɟ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ 
ɪɿɜɧɹɧь ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

 
7.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ 
ɡɚɞɚɱɭ Ʉɨɲɿ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ȿɣɥɟɪɚ ɬɚ Ɋɭɧɝɟ – Ʉɭɬɬɚ.  

7.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
7.2.1. Зɚɝɚɥьɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 
ȼɟɥɢɤɚ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɡɚɞɚɱ ɭ ɪɿɡɧɢɯ ɨɛɥɚɫɬɹɯ ɧɚɭɤɢ ɿ ɬɟɯɧɿɤɢ ɩɪɢ ʀɯ 

ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɦɭ ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɿ ɡɜɨɞɹɬьɫɹ ɞɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. 
Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɦɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦɢ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɬɚɤɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɹɤɿ, ɤɪɿɦ 
ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɨɞɧɿєʀ ɚɛɨ ɤɿɥьɤɨɯ ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɯ ɡɦɿɧɧɢɯ, ɦɿɫɬɹɬь 
ɬɚɤɨɠ ɿ ʀɯ ɩɨɯɿɞɧɿ. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (ȾɊ) ɧɚɡɢɜɚɸɬь 
ɡɜɢɱɚɣɧɢɦɢ (ɁȾɊ), ɹɤɳɨ ɧɟɜɿɞɨɦɿ ɮɭɧɤɰɿʀ є ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ ɨɞɧɿєʀ ɡɦɿɧɧɨʀ, 
ɜ ɿɧɲɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ – ɪɿɜɧɹɧɧɹɦɢ ɜ ɱɚɫɬɢɧɧɢɯ ɩɨɯɿɞɧɢɯ. 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ  
( )( , , , ,... ) 0nF x y y y y   ,    (7.1) 

ɳɨ ɡɜ'ɹɡɭє ɡɦɿɧɧɭ ɯ, ɧɟɜɿɞɨɦɭ ɮɭɧɤɰɿɸ y=y(x) ɬɚ ʀʀ ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 
n ɜɤɥɸɱɧɨ, ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɁȾɊ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ (7.1) – ɨɡɧɚɱɚє ɡɧɚɣɬɢ ɮɭɧɤɰɿɨɧɚɥьɧɭ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬь y=y(x), ɳɨ 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɸє ɰɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜ ɬɨɬɨɠɧɿɫɬь. 

Ɂɚɝɚɥьɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ȾɊ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ: 

( , )
dy

f x y
dx

 ,    (7.2) 

ɞɟ x – ɧɟɡɚɥɟɠɧɚ ɡɦɿɧɧɚ;  dy/dx – ɩɨɯɿɞɧɚ ɮɭɧɤɰɿʀ y(x);  f – ɞɟɹɤɚ ɡɚɞɚɧɚ 
ɮɭɧɤɰɿɹ.  

Ɂɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (7.2) y=y(x) 
ɦɿɫɬɢɬь ɞɨɜɿɥьɧɭ ɤɨɧɫɬɚɧɬɭ. Ɉɬɠɟ, ɁȾɊ ɦɚє ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɭ ɦɧɨɠɢɧɭ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ. Ⱦɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ єɞɢɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɡɚɞɚɬɢ 
ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ. Ɂɚɥɟɠɧɨ ɜɿɞ ɫɩɨɫɨɛɭ ɡɚɞɚɧɧɹ ɰɢɯ ɭɦɨɜ ɪɨɡɪɿɡɧɹɸɬь 
ɞɜɿ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɁȾɊ: 

1) ɡɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ; 
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2) ɤɪɚɣɨɜɚ ɡɚɞɚɱɚ. 
Ⱦɨɞɚɬɤɨɜɢɦɢ ɭɦɨɜɚɦɢ ɦɨɠɭɬь ɛɭɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɚɛɨ 

ʀʀ ɩɨɯɿɞɧɢɯ. əɤɳɨ ɭɦɨɜɢ ɡɚɞɚɸɬьɫɹ ɜ ɨɞɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɜɿɞɪɿɡɤɚ x  [a, b] ɿ, 
ɹɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɧɚ ɣɨɝɨ ɩɨɱɚɬɤɭ x = x0 = a, ɬɨɞɿ ɰɟ ɡɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɡ 
ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɸ ɬɨɱɤɨɸ. əɤɳɨ ɞɨɞɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ ɡɚɞɚɸɬьɫɹ ɜ ɬɨɱɤɚɯ x = a 
ɬɚ x = b – ɰɟ ɤɪɚɣɨɜɚ ɡɚɞɚɱɚ ɡ ɝɪɚɧɢɱɧɢɦɢ ɭɦɨɜɚɦɢ. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɥɹ ȾɊ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɛɭɞɟ y = f(x, c), ɱɚɫɬɤɨɜɢɦ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɛɭɞɟ y = f(x, c0). 

Ɇɟɬɨɞɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɁȾɊ ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɿɥɢɬɢ ɧɚ ɬɚɤɿ ɝɪɭɩɢ: 
- ɝɪɚɮɿɱɧɿ; 
- ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿ; 
- ɧɚɛɥɢɠɟɧɿ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿ; 
- ɱɢɫɟɥьɧɿ. 
ɉɟɪɲɿ ɬɪɢ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɝɥɹɞɚɸɬьɫɹ ɜ ɤɭɪɫɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. 
ɑɢɫɟɥьɧɿ ɦɟɬɨɞɢ є ɨɫɧɨɜɧɢɦ ɿɧɫɬɪɭɦɟɧɬɨɦ ɩɪɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɿ ɡɚɞɚɱ ɡɚ 

ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ȿɈɆ. 
ɇɚɣɩɨɲɢɪɟɧɿɲɢɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɁȾɊ є ɦɟɬɨɞɢ 

ɫɤɿɧɱɟɧɧɢɯ ɪɿɡɧɢɰь, ɫɭɬь ɹɤɢɯ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɡɚɦɿɧɿ ɨɛɥɚɫɬɿ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀ 
ɡɦɿɧɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ (ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɜɿɞɪɿɡɨɤ) ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɸ ɦɧɨɠɢɧɨɸ ɬɨɱɨɤ, 
ɹɤɿ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɜɭɡɥɚɦɢ. ɐɿ ɜɭɡɥɢ ɫɤɥɚɞɚɸɬь ɪɿɡɧɢɰɟɜɭ ɫɿɬɤɭ. ɇɚ ɧɿɣ 
ɲɭɤɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ ɡɚɦɿɧɸєɬьɫɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɸ 
ɮɭɧɤɰɿєɸ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ, ɬɨɛɬɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ȾɊ ɡɜɨɞɢɬɢɫɹ ɞɨ 
ɜɿɞɲɭɤɚɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь ɫɿɬɤɨɜɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɜɭɡɥɚɯ ɫɿɬɤɢ.  

Ɂ ʀɯ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɦɨɠɧɚ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɥɢɲɟ ɱɚɫɬɤɨɜɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɚɥɟ 
ɜɨɧɢ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬьɫɹ ɞɨ ɲɢɪɨɤɢɯ ɤɥɚɫɿɜ ɪɿɜɧɹɧь ɿ ɞɨ ɜɫɿɯ ɬɢɩɿɜ ɡɚɞɚɱ. 
ɋɥɿɞ ɡɚɭɜɚɠɢɬɢ, ɳɨ ɹɤ ɭ ɜɫɿɯ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɡɚɞɚɱɚɯ ɬɭɬ ɬɚɤɨɠ ɩɨɬɪɿɛɧɿ 
ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɧɚ ɤɨɪɟɤɬɧɿɫɬь ɿ ɬɨɱɧɿɫɬь ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ. ɐɟ ɞɨɤɥɚɞɧɨ 
ɪɨɡɝɥɹɞɚєɬьɫɹ ɜ ɫɩɟɰɿɚɥьɧɿɣ ɥɿɬɟɪɚɬɭɪɿ. 

 
7.2.2. Зɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ЗȾɊ 

 

Ɂɚɥɟɠɧɨ ɜɿɞ ɜɢɞɭ ȾɊ (7.1) ɡɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɮɨɪɦɭɥɸєɬьɫɹ ɧɚɫɬɭɩɧɢɦ 
ɱɢɧɨɦ. əɤɳɨ n = 1 (ɬɨɛɬɨ ɩɨɯɿɞɧɚ ɧɟ ɜɢɳɟ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ), ɬɨ 
ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɡɧɚɣɬɢ y = y(x), ɳɨ ɡɚɞɨɜɨɥьɧɹє ɪɿɜɧɹɧɧɹ: 

 ,
dy

f x y
dx

     (7.3) 

ɿ ɩɪɢɣɦɚє ɩɪɢ x = x0 ɡɚɞɚɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ y0: 
y(x0) = y0.     (7.4) 
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Ȼɭɞɟɦɨ ɜɜɚɠɚɬɢ, ɳɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɨɬɪɢɦɚɬɢ ɞɥɹ ɡɧɚɱɟɧь x > 
x0. əɤ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɡɚɞɚɧɟ ɞɨɜɿɥьɧɟ x, ɚɥɟ 
ɧɚɣɱɚɫɬɿɲɟ ɩɪɢɣɦɚɸɬь x0 = 0. Ɂɚɭɜɚɠɢɦɨ, ɳɨ ɜɫɿ ɧɢɠɱɟɧɚɜɟɞɟɧɿ 
ɱɢɫɟɥьɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɪɨɛɥɟɧɿ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɁȾɊ ɫɚɦɟ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

 
7.2.3. Чɢɫɟɥьɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ 
Ⱦɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ (7.3) – (7.4) ɡɚ ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ 

ɜɜɟɞɟɦɨ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬь ɬɨɱɨɤ x0, x1, ..., xn ɿ ɤɪɨɤ hi = xi+1 – xi (i = 0, 1, ..., 
n–1). ɍ ɤɨɠɧɨɦɭ ɜɭɡɥɿ xi ɡɚɦɿɫɬь ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ y(xi) ɜɜɨɞɹɬьɫɹ ɱɢɫɥɚ 
yi, ɹɤ ɪɟɡɭɥьɬɚɬ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ y(x) ɧɚ ɞɚɧɿɣ ɦɧɨɠɢɧɿ 
ɬɨɱɨɤ. Ɏɭɧɤɰɿɸ y, ɡɚɞɚɧɭ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɬɚɛɥɢɰɿ {xi, yi} ɧɚɡɢɜɚɸɬь 
ɫɿɬɤɨɜɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ. Ɂɚɦɿɧɸɸɱɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɭ ɪɿɜɧɹɧɧɿ (7.3) 
ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹɦ ɫɤɿɧɱɟɧɧɢɯ ɪɿɡɧɢɰь ɡɞɿɣɫɧɸєɦɨ ɩɟɪɟɯɿɞ ɜɿɞ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨʀ ɡɚɞɚɱɿ (7.3) – (7.4) ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɮɭɧɤɰɿʀ y(x)  ɞɨ 
ɪɿɡɧɢɰɟɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɫɿɬɤɨɜɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 

1 1 1( , , , ,... ), 1,2,...i i i i i i ky F x h y y y i     ;   (7.5) 

y0 =y0.     (7.6) 
Ɋɿɜɧɹɧɧɹ (7.5) є ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɭ ɡɚɝɚɥьɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ, ɚ 

ɤɨɧɤɪɟɬɧɢɣ ɜɢɪɚɡ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ ɬɭɬ ɡɚɥɟɠɢɬь ɜɿɞ ɫɩɨɫɨɛɭ 
ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. Ⱦɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɭ ɨɬɪɢɦɭєɦɨ 
ɫɜɿɣ ɜɢɝɥɹɞ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (7.5). 

əɤɳɨ ɜ ɩɪɚɜɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (7.5) ɜɿɞɫɭɬɧє yi+1, ɬɨɛɬɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
yi+1 ɨɛɱɢɫɥɸєɬьɫɹ ɩɨ k ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɨɩɟɪɟɞɧɿɯ ɡɧɚɱɟɧь yi, yi–1, ..., 
yi–k+1, ɬɨ ɪɿɡɧɢɰɟɜɚ ɫɯɟɦɚ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɹɜɧɨɸ. ɉɪɢ ɰьɨɦɭ ɦɚє ɦɿɫɰɟ k-
ɤɪɨɤɨɜɢɣ ɦɟɬɨɞ: k = 1 – ɨɞɧɨɤɪɨɤɨɜɢɣ, k=2 – ɞɜɨɤɪɨɤɨɜɢɣ ɿ ɬ.ɞ., ɬɨɛɬɨ 
ɜ ɨɞɧɨɤɪɨɤɨɜɢɯ ɦɟɬɨɞɚɯ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ yi+1 ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɥɢɲɟ 
ɨɞɧɟ ɡɧɚɣɞɟɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɚ ɩɨɩɟɪɟɞɧьɨɦɭ ɤɪɨɰɿ yi, ɜ ɛɚɝɚɬɨɤɪɨɤɨɜɨɦɭ 
– ɛɚɝɚɬɨ ɡ ɧɢɯ. 

əɤɳɨ yi+1 ɜɯɨɞɢɬь ɜ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ (7.5), ɬɨ ɰɟ ɛɭɞɭɬь ɧɟɹɜɧɿ 
ɦɟɬɨɞɢ, ɪɟɚɥɿɡɚɰɿɹ ɹɤɢɯ ɧɨɫɢɬь ɬɿɥьɤɢ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪ. 

 
7.2.4. Ɉɞɧɨɤɪɨɤɨɜɿ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ 
 
ɇɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ 

ɞɥɹ ɁȾɊ є ɬɚɤɿ ɦɟɬɨɞɢ. 
1. Ɇɟɬɨɞ ȿɣɥɟɪɚ 
ɐɟɣ ɦɟɬɨɞ ɛɚɡɭєɬьɫɹ ɧɚ ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɿ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ y(x) ɜ ɪɹɞ 

Ɍɟɣɥɨɪɚ ɜ ɨɤɨɥɚɯ ɜɭɡɥɿɜ ɫɢɫɬɟɦɢ x = xi (i = 0, 1, 2, …, n), ɜ ɹɤɨɦɭ 
ɜɿɞɤɢɞɚɸɬьɫɹ ɜɫɿ ɱɥɟɧɢ, ɳɨ ɦɿɫɬɹɬь ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɿ ɛɿɥьɲ ɜɢɫɨɤɢɯ 
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ɩɨɪɹɞɤɿɜ. əɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɪɿɜɧɨɦɿɪɧɚ ɫɿɬɤɚ x = xi+1 – xi 

= h = const (i = 0, n ).  Ɋɨɡɤɥɚɞ ɡɚɩɢɲɟɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 
2( ) ( ) '( ) ( )i i i i iy x x y x y x x O x       .   (7.7) 

Ɂɚɦɿɧɸɸɱɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ y(x) ɭ ɜɭɡɥɚɯ ɫɿɬɤɢ xi ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ 
ɫɿɬɤɨɜɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɿ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (7.3), ɨɬɪɢɦɚєɦɨ 

'( ) ( , ( )) ( , )i i i i iy x f x y x f x y   . 

Ɍɨɞɿ ɡ (7.7) ɨɬɪɢɦɚєɦɨ 

1 ( , ); 0,1,2,..., 1i i i iy y h f x y i n      .   (7.8) 

ɉɪɢ i = 0, ɞɥɹ ɜɭɡɥɚ x = x1 ɦɚєɦɨ 1 0 0 0( , )y y h f x y   . 

Ⱦɚɥɿ ɡɚ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɦ (7.8) 
2 1 1 1( , )y y h f x y   ; 

. . . 

1 1 1( , )n n n ny y h f x y     . 

Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɚ ɿɧɬɟɪɩɪɟɬɚɰɿɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 
 

A  
B  

C  

0  1  2  

x  

y  

y 0  
y 1  

y 2  

x 0  x 1  x 2   
ɇɚ ɪɢɫ. ɥɿɧɿɹ «0» – ɬɨɱɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɥɿɧɿʀ «1» ɿ «2» – ɧɚɛɥɢɠɟɧɿ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ. 
ɒɭɤɚɧɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ ɤɪɢɜɚ y(x), ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬь ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ (x0, y0), 

ɡɚɦɿɧɸєɬьɫɹ ɥɚɦɚɧɨɸ ɡ ɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ɜ ɬɨɱɤɚɯ (xi, yi). Ʉɨɠɧɚ ɥɚɧɤɚ 
ɥɚɦɚɧɨʀ ɦɚє ɧɚɩɪɹɦɨɤ, ɳɨ ɫɩɿɜɩɚɞɚє ɡ ɧɚɩɪɹɦɤɨɦ ɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ 
(7.3), ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬь ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ (xi, yi). 

Ʌɨɤɚɥьɧɚ ɩɨɯɢɛɤɚ ɦɟɬɨɞɭ ȿɣɥɟɪɚ, ɹɤ ɜɢɞɧɨ ɡ (7.7), ɨɰɿɧɸєɬьɫɹ, ɹɤ 
Ɉ(h2). ȼɟɫь ɿɧɬɟɪɜɚɥ [a, b] ɪɨɡɛɢɜɚєɬьɫɹ ɧɚ n ɱɚɫɬɢɧ, ɬɨɞɿ ɡɚɝɚɥьɧɚ 
ɩɨɯɢɛɤɚ 

n Ɉ(h2) = 
1

h
Ɉ(h2) = Ɉ(h)   – 1-ɣ ɩɨɪɹɞɨɤ. 

Ⱦɥɹ ɨɰɿɧɤɢ ɩɨɯɢɛɤɢ ɩɪɢ ɦɚɲɢɧɧɨɦɭ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɭ ɤɨɪɢɫɬɭɸɬьɫɹ 
ɩɨɞɜɿɣɧɢɦ ɩɪɨɪɚɯɭɧɤɨɦ, ɬɨɛɬɨ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [xi, xi+1]  ɪɨɡɪɚɯɭɧɨɤ 
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ɩɨɜɬɨɪɸɸɬь ɡ ɤɪɨɤɨɦ h/2 ɿ ɩɨɯɢɛɤɚ ɛɿɥьɲ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɭ*
i+1 (ɩɪɢ 

ɤɪɨɰɿ hi/2) ɨɰɿɧɸєɬьɫɹ ɹɤ ɪɿɡɧɢɰɹ *
1 1i iy y  . 

 
2. Ɇɟɬɨɞ ȿɣɥɟɪɚ ɡ ɩɟɪɟɪɚɯɭɧɤɨɦ 
ɉɪɢ ɰьɨɦɭ ɩɿɞɯɨɞɿ ɪɟɤɭɪɟɧɬɧɟ ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ (7.8) 

ɜɢɞɨɡɦɿɧɸєɬьɫɹ, ɚ ɫɚɦɟ, ɡɚɦɿɫɬь f(xi, yi) ɛɟɪɭɬь ɫɟɪɟɞɧє ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɧɟ 
ɦɿɠ f(xi, yi) ɿ f(xi+1, yi+1). 

Ɍɨɞɿ 

   1 1 1, , , 0,1,...
2

i i i i i i

h
y y f x y f x y i             (7.9) 

ɐɟ ɧɟɹɜɧɚ ɫɯɟɦɚ. ȼɨɧɚ ɪɟɚɥɿɡɭєɬьɫɹ ɭ ɞɜɿ ɿɬɟɪɚɰɿʀ: ɫɩɨɱɚɬɤɭ 
ɡɧɚɯɨɞɢɬьɫɹ ɩɟɪɲɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɩɨ (7.8), ɜɜɚɠɚɸɱɢ yi ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɸ 

 1 ,i i i iy y hf x y     ,    (7.10) 

ɩɨɬɿɦ (7.10) ɩɿɞɫɬɚɜɥɹєɬьɫɹ ɜ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ (7.9) ɡɚɦɿɫɬь yi+1 

   1 1 1, , , 0,1,...
2

i i i i i i

h
y y f x y f x y i          (7.11) 

Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɚ ɿɧɬɟɪɩɪɟɬɚɰɿɹ ɦɟɬɨɞɭ: 

 

x1 x0 x 

y0 

y1 

h/2 h/2 

f(x0,y0) 

f(x1,y1) 
 

y 

?1 

 
Ɂɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɦɟɬɨɞɭ ȿɣɥɟɪɚ ɡ ɩɟɪɟɪɚɯɭɧɤɨɦ ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢ 

ɤɨɧɬɪɨɥь ɬɨɱɧɨɫɬɿ, ɩɨɪɿɜɧɸɸɱɢ yi+1  ɬɚ ỹi+1. 
ɇɚ ɨɫɧɨɜɿ ɰьɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɜɢɛɢɪɚɬɢ ɤɪɨɤ. əɤɳɨ ɜɟɥɢɱɢɧɚ |ỹi+1 – yi+1| 

ɫɩɿɜɪɨɡɦɿɪɧɚ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ , ɬɨ ɤɪɨɤ ɦɨɠɧɚ ɡɛɿɥьɲɭɜɚɬɢ, ɹɤɳɨ 
ɛɿɥьɲɚ, ɬɨ ɡɦɟɧɲɭɜɚɬɢ, ɬɨɛɬɨ ɦɚє ɦɿɫɰɟ ɫɯɟɦɚ ɩɨɞɜɿɣɧɨɝɨ 
ɩɟɪɟɪɚɯɭɧɤɭ ɡ ɨɰɿɧɤɨɸ ɩɨɯɢɛɤɢ ɡɚ ɜɟɥɢɱɢɧɨɸ 

*1

3
i iy y   * ( )i iy y x , 

ɞɟ y(xi)  – ɬɨɱɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɭ ɬɨɱɰɿ ɯ = xi, ɚ yi ɬɚ y*
i – ɧɚɛɥɢɠɟɧɿ 

ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɨɬɪɢɦɚɧɿ ɡ ɤɪɨɤɨɦ h ɿ h/2 ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ. 
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2. Ɇɟɬɨɞ Ɋɭɧɝɟ–Кɭɬɬɚ 

 
ɇɚ ɣɨɝɨ ɨɫɧɨɜɿ ɦɨɠɭɬь ɛɭɬɢ ɩɨɛɭɞɨɜɚɧɿ ɪɿɡɧɢɰɟɜɿ ɫɯɟɦɢ ɪɿɡɧɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ ɬɨɱɧɨɫɬɿ. ȱɞɟɹ ɣɨɝɨ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɩɿɞɝɨɧɰɿ ɪɹɞɭ Ɍɟɣɥɨɪɚ 
ɩɪɢ ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɿ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ y = y(x) ɜ ɨɤɨɥɿ ɜɭɡɥɿɜ ɫɿɬɤɢ ɜ ɩɥɚɧɿ 
ɩɿɞɜɢɳɟɧɧɹ ɬɨɱɧɨɫɬɿ ɰьɨɝɨ ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɹ, ɚ ɫɚɦɟ, ɡɛɿɥьɲɟɧɧɹ ɱɢɫɥɚ 
ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɜɢɳɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɛɟɡ ʀɯ ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧьɨɝɨ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɱɟɪɟɡ 
ɫɤɥɚɞɧɿɫɬь ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɯ ɜɢɪɚɡɿɜ ɩɨɜɧɢɯ ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɩɨ x ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ 
f(x,y). 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɪɿɡɧɢɰɟɜɭ ɫɯɟɦɭ ɱɟɬɜɟɪɬɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɳɨ ɧɚɣɛɿɥьɲ 
ɲɢɪɨɤɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭєɬьɫɹ ɧɚ ɩɪɚɤɬɢɰɿ. 

Ȳʀ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɧɚɫɬɭɩɧɨɦɭ: 
1

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4

;

0,1,2,...1
( );

6

i i i

i i i i
i

y y y

i
y k k k k

    
 

     

  (7.12) 

ɞɟ ( )
1 ( , )i

i ik hf x y ;    
( ) ( )
2 1( / 2, / 2)i i

i ik hf x h y k   ; 
( ) ( )
3 2( / 2, / 2)i i

i ik hf x h y k   ;   
( ) ( )
4 3( , )i i

i ik hf x h y k   . 

ɍ ɰɿɣ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɨɜɿɣ ɫɯɟɦɿ Ɋɭɧɝɟ–Ʉɭɬɬɚ ɧɚ ɤɨɠɧɨɦɭ ɤɪɨɰɿ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ yi ɩɨɬɪɿɛɧɨ 4 ɪɚɡɢ ɡɜɟɪɧɭɬɢɫɹ ɞɨ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
f(x, y), ɬɨɛɬɨ ɦɟɬɨɞ Ɋɭɧɝɟ–Ʉɭɬɬɚ (7.12) ɜɢɦɚɝɚє ɛɿɥьɲɨɝɨ ɨɛɫɹɝɭ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧь, ɨɞɧɚɤ ɜɿɧ ɦɚє ɩɿɞɜɢɳɟɧɭ ɬɨɱɧɿɫɬь, ɳɨ ɞɨɡɜɨɥɹє ɩɪɨɜɨɞɢɬɢ 
ɪɨɡɪɚɯɭɧɨɤ ɡ ɜɟɥɢɤɢɦ ɤɪɨɤɨɦ. 

Ɇɨɠɧɚ ɩɨɤɚɡɚɬɢ, ɳɨ ɦɟɬɨɞ ȿɣɥɟɪɚ ɿ ɣɨɝɨ ɦɨɞɢɮɿɤɨɜɚɧɢɣ ɜɚɪɿɚɧɬ є 
ɚɧɚɥɨɝɨɦ ɦɟɬɨɞɭ Ɋɭɧɝɟ–Ʉɭɬɬɚ ɩɟɪɲɨɝɨ ɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɩɪɨɬɟ ɞɥɹ 
ɞɨɫɹɝɧɟɧɧɹ ɨɞɧɚɤɨɜɨʀ ɬɨɱɧɨɫɬɿ ɭ ɧɢɯ ɤɪɨɤ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɭ ɛɭɞɟ ɡɧɚɱɧɨ 
ɦɟɧɲɢɦ. 

Ⱦɥɹ ɞɚɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɭ ɤɪɨɤ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɭ ɦɨɠɧɚ ɡɦɿɧɸɜɚɬɢ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɿ 
ɜɿɞ ɨɞɧɿєʀ ɬɨɱɤɢ ɞɨ ɿɧɲɨʀ. Ⱦɥɹ ɤɨɧɬɪɨɥɸ ɩɪɚɜɢɥьɧɨɫɬɿ ɜɢɛɨɪɭ ɤɪɨɤɭ h 
ɪɟɤɨɦɟɧɞɭєɬьɫɹ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɞɪɿɛ 

( ) ( )
2 3

( ) ( )
1 2

i i

i i

k k
Q

k k





 . 

ȼɟɥɢɱɢɧɚ Q ɧɟ ɩɨɜɢɧɧɚ ɩɟɪɟɜɢɳɭɜɚɬɢ ɞɟɤɿɥьɤɨɯ ɫɨɬɢɯ. ȼ ɿɧɲɨɦɭ 
ɜɢɩɚɞɤɭ h ɫɥɿɞ ɡɦɟɧɲɭɜɚɬɢ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



94 
 

ɇɚɣɱɚɫɬɿɲɟ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬьɫɹ ɝɪɭɛɚ ɨɰɿɧɤɚ ɩɨɯɢɛɤɢ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 
*

* ( )
15

n n

n n

y y
y y x


  , ɞɟ y(xn) – ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

(7.3) ɜ ɬɨɱɰɿ xn, ɚ y *
n , yn – ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɡ ɤɪɨɤɨɦ 

h/2 ɿ h. 
ɉɪɢ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɧɚ ȿɈɆ ɦɟɬɨɞɭ Ɋɭɧɝɟ–Ʉɭɬɬɚ ɡ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɧɢɦ 

ɜɢɛɨɪɨɦ ɤɪɨɤɭ, ɡɚɡɜɢɱɚɣ ɭ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ xi ɪɨɛɥɹɬь ɩɨɞɜɿɣɧɢɣ 
ɩɟɪɟɪɚɯɭɧɨɤ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɡ ɤɪɨɤɨɦ h, ɩɨɬɿɦ ɡ h/2. əɤɳɨ ɨɬɪɢɦɚɧɟ yi ɩɪɢ 
ɰьɨɦɭ ɡɧɚɯɨɞɢɬьɫɹ ɜ ɦɟɠɚɯ ɞɨɩɭɫɬɢɦɨʀ ɬɨɱɧɨɫɬɿ, ɬɨ ɤɪɨɤ h ɞɥɹ 
ɧɚɫɬɭɩɧɨʀ ɬɨɱɤɢ xi+1 ɩɨɞɜɨɸɸɬь, ɜ ɿɧɲɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɛɟɪɭɬь ɩɨɥɨɜɢɧɧɢɣ 
ɤɪɨɤ. 

 
7.2.2. Чɢɫɟɥьɧɟ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɭ 

MATLAB 

 

Ⱦɥɹ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɁȾɊ ɜ MATLAB ɿɫɧɭɸɬь ɪɿɡɧɿ 
ɦɟɬɨɞɢ. Ȳɯ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɧɚɡɜɚɧɿ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɱɚɦɢ (solvers) ɁȾɊ. ȼɫɿ ɡɚɫɨɛɢ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɁȾɊ (ode45, ode23, ode133, ode15s, 
ode23s, ode23t, ode23tb) ɦɨɠɭɬь ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɿɜɧɹɧь 
ɹɜɧɨɝɨ ɜɢɞɭ y '= f (t, y):  

0 0

'( ) ( , ( )),

( ) .

y x f x y x

y x y

 


 
 

Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɱɿ ode15s, ode23s, ode23t, ode23tb ɦɨɠɭɬь 
ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɟɹɜɧɨɝɨ ɜɢɞɭ F(t, y, y ') = 0.  

Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɱɿ ȾɊ ɜ MatLab: 
ode45 – ɨɞɧɨɤɪɨɤɨɜɿ ɹɜɧɿ ɦɟɬɨɞɢ Ɋɭɧɝɟ-Ʉɭɬɬɚ 4-ɝɨ ɿ 5-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

ɍ ɛɚɝɚɬьɨɯ ɜɢɩɚɞɤɚɯ ɜɿɧ ɞɚє ɯɨɪɨɲɿ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ; 
ode23 – ɨɞɧɨɤɪɨɤɨɜɿ ɹɜɧɿ ɦɟɬɨɞɢ Ɋɭɧɝɟ-Ʉɭɬɬɚ 2-ɝɨ ɿ 3-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

ɉɪɢ ɩɨɦɿɪɧɨʀ ɠɨɪɫɬɤɨɫɬɿ ɫɢɫɬɟɦɢ ɁȾɊ ɿ ɧɢɡьɤɢɯ ɜɢɦɨɝɚɯ ɞɨ ɬɨɱɧɨɫɬɿ 
ɰɟɣ ɦɟɬɨɞ ɦɨɠɟ ɞɚɬɢ ɜɢɝɪɚɲ ɭ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ; 

ode133 – ɛɚɝɚɬɨɤɪɨɤɨɜɢɣ ɦɟɬɨɞ Ⱥɞɚɦɫɚ–Ȼɚɲɜɨɪɬɚ–Ɇɭɥɬɨɧɚ 
ɡɦɿɧɧɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. ɐɟ ɚɞɚɩɬɢɜɧɢɣ ɦɟɬɨɞ, ɹɤɢɣ ɦɨɠɟ ɡɚɛɟɡɩɟɱɢɬɢ 
ɜɢɫɨɤɭ ɬɨɱɧɿɫɬь ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ; 

ode15s – ɛɚɝɚɬɨɤɪɨɤɨɜɢɣ ɦɟɬɨɞ ɡɦɿɧɧɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ (ɜɿɞ 1-ɝɨ ɞɨ 5-
ɝɨ, ɡɚ ɡɚɦɨɜɱɭɜɚɧɧɹɦ 5), ɳɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭє ɮɨɪɦɭɥɢ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ. ɐɟ ɚɞɚɩɬɢɜɧɢɣ ɦɟɬɨɞ, ɣɨɝɨ ɜɚɪɬɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ, 
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ɹɤɳɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɱ ode45 ɧɟ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ (ɞɥɹ ɠɨɪɫɬɤɢɯ 
ɫɢɫɬɟɦ); 

ode23s – ɨɞɧɨɤɪɨɤɨɜɢɣ ɦɟɬɨɞ, ɳɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭє ɦɨɞɢɮɿɤɨɜɚɧɭ 
ɮɨɪɦɭɥɭ Ɋɨɡɟɧɛɪɨɤɚ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. Ɇɨɠɟ ɡɚɛɟɡɩɟɱɢɬɢ ɜɢɫɨɤɭ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɨɛɱɢɫɥɟɧь ɩɪɢ ɧɢɡьɤɿɣ ɬɨɱɧɨɫɬɿ (ɞɥɹ ɠɨɪɫɬɤɢɯ ɫɢɫɬɟɦ); 

ode23t – ɦɟɬɨɞ ɬɪɚɩɟɰɿɣ ɡ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿєɸ. ɐɟɣ ɦɟɬɨɞ ɞɚє ɯɨɪɨɲɿ 
ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɩɪɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɿ ɡɚɜɞɚɧь, ɳɨ ɨɩɢɫɭɸɬь ɨɫɰɢɥɹɬɨɪɢ ɡ ɦɚɣɠɟ 
ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɢɦ ɜɢɯɿɞɧɢɦ ɫɢɝɧɚɥɨɦ; 

ode23tb – ɧɟɹɜɧɢɣ ɦɟɬɨɞ Ɋɭɧɝɟ-Ʉɭɬɬɚ ɧɚ ɩɨɱɚɬɤɭ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɿ 
ɦɟɬɨɞ, ɳɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭє ɮɨɪɦɭɥɢ ɡɜɨɪɨɬɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ 2-ɝɨ 
ɩɨɪɹɞɤɭ ɜ ɩɨɞɚɥьɲɨɦɭ. ɉɪɢ ɧɢɡьɤɿɣ ɬɨɱɧɨɫɬɿ ɰɟɣ ɦɟɬɨɞ ɦɨɠɟ 
ɜɢɹɜɢɬɢɫɹ ɛɿɥьɲ ɟɮɟɤɬɢɜɧɢɦ, ɧɿɠ ode15s. 

ɍ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɨɦɭ ɜɚɪɿɚɧɬɿ ɞɥɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦ 
ɡɜɢɱɚɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɞɨɫɢɬь ɫɤɨɪɢɫɬɚɬɢɫɹ ɤɨɦɚɧɞɨɸ 

[T, X] = solver ('F', [DT], X0), 
ɚɛɨ [T, X] = solver ('F', [DT], X0, opt), 

ɞɟ DT – ɞɿɚɩɚɡɨɧ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ, X0 – ɜɟɤɬɨɪ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ ɡɧɚɱɟɧь, F – 
ɿɦ'ɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɪɚɜɢɯ ɱɚɫɬɢɧ ɫɢɫɬɟɦɢ (ɿ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɿɦ'ɹ m-
ɮɚɣɥɚ), solver – ɧɚɡɜɚ ɮɭɧɤɰɿʀ (ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɱɚ). ȼɟɪɫɿʀ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɱɿɜ 
ɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬьɫɹ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ (ɡɚ ɡɚɦɨɜɱɭɜɚɧɧɹɦ 
ɜɿɞɧɨɫɧɚ ɩɨɯɢɛɤɚ 10-3 ɿ ɚɛɫɨɥɸɬɧɚ 10-6) ɿ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɱɚɫɨɦ ɬɚ 
ɭɫɩɿɲɧɿɫɬɸ ɪɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ. ɉɿɞ ɠɨɪɫɬɤɿɫɬɸ ɬɭɬ ɪɨɡɭɦɿɸɬь ɩɿɞɜɢɳɟɧɭ 
ɜɢɦɨɝɭ ɞɨ ɬɨɱɧɨɫɬɿ – ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɦɿɧɿɦɚɥьɧɨɝɨ ɤɪɨɤɭ ɭ ɜɫɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. ɉɪɢ ɜɿɞɫɭɬɧɨɫɬɿ ɿɧɮɨɪɦɚɰɿʀ ɩɪɨ ɠɨɪɫɬɤɿɫɬь 
ɪɟɤɨɦɟɧɞɭєɬьɫɹ ɫɩɪɨɛɭɜɚɬɢ ɨɬɪɢɦɚɬɢ ɪɿɲɟɧɧɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ode45 ɿ 
ɩɨɬɿɦ ode15s.  

əɤɳɨ ɞɿɚɩɚɡɨɧ DT ɡɚɞɚɧɢɣ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɦ ɿ ɤɿɧɰɟɜɢɦ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ [to, 
tn], ɬɨ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɟɥɟɦɟɧɬɿɜ ɭ ɦɚɫɢɜɿ Ɍ (ɿ ɜ ɦɚɫɢɜɿ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɿɜ ɏ) 
ɜɢɡɧɚɱɚєɬьɫɹ ɧɟɨɛɯɿɞɧɢɦ ɞɥɹ ɡɚɛɟɡɩɟɱɟɧɧɹ ɬɨɱɧɨɫɬɿ ɤɪɨɤɨɦ; ɩɪɢ 
ɡɚɞɚɧɧɿ DT ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ [to, t1, t2, ..., tn] ɚɛɨ [to: Δt: tn] – ɡɚɡɧɚɱɟɧɢɦɢ 
ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ.  

opt – ɚɪɝɭɦɟɧɬ, ɫɬɜɨɪɸɜɚɧɢɣ ɮɭɧɤɰɿєɸ odeset. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, 
ɤɨɦɚɧɞɚ  

opt=odeset('namel',valuel,'name2',value2,...) –
ɫɬɜɨɪɸє ɫɬɪɭɤɬɭɪɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ, ɜ ɹɤɿɣ ɡɚɡɧɚɱɟɧɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ 'name 
...' ɩɪɢɣɦɚɸɬь ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɡɚ ɧɢɦɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ. Ɂɨɤɪɟɦɚ, ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
odeset ɦɨɠɧɚ ɡɦɿɧɢɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɛɫɨɥɸɬɧɨʀ ɿ ɜɿɞɧɨɫɧɨʀ ɩɨɯɢɛɤɢ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ 
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opt=odeset('AbsTol', valuel) ɚɛɨ  
opt=odeset('RelTol', valuel) 
ɉɪɢɤɥɚɞ 1. Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ Ʉɨɲɿ 

 22
dy

x y
dx

  ɧɚ [0; 1]   0 1y  . 

Ɍɨɱɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 

  2 21,5 0,5xy x e x x    . 

Ɋɨɡɜ’ɹɠɟɦɨ ɰɸ ɡɚɞɚɱɭ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɦɟɬɨɞɭ ode45. ɋɩɨɱɚɬɤɭ ɜ Ɇ-
Ɏɚɣɥ ɡɚɩɢɫɭєɦɨ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 
ɋɬɜɨɪɢɦɨ Ɇ-Ɏɚɣɥ ɡ ɿɦ'ɹɦ F: 

function dydx = F(x, ɭ) 
dydx = zeros(1,1); 
dydx(1) = 2*(ɯ^2+ɭ(1)); 
Ⱦɥɹ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɭ ɜɿɤɧɿ ɤɨɦɚɧɞ ɧɚɛɢɪɚɸɬьɫɹ 

ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɨɩɟɪɚɬɨɪɢ. 
ɉɪɨɬɨɤɨɥ ɩɪɨɝɪɚɦɢ. 
>>[ɏ Y] = ode45(@F,[0 1],[1]); 
 % Ⱦɟɫɤɪɢɩɬɨɪ @ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɡɜ'ɹɡɨɤ ɡ ɮɚɣɥɨɦ-ɮɭɧɤɰɿєɸ ɩɪɚɜɨʀ 

ɱɚɫɬɢɧɢ 
 % [0 1] – ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɧɚ ɹɤɨɦɭ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɨɞɟɪɠɚɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ 
 % [1] – ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ 
>> plot(X,Y); 
% ɉɨɛɭɞɨɜɚ ɝɪɚɮɿɤɚ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ 
>> hold on; gtext('y(x)') 
 % Ʉɨɦɚɧɞɚ ɞɨɡɜɨɥɹє ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɦɢɲɤɢ ɧɚɧɟɫɬɢ ɧɚ ɝɪɚɮɿɤ ɧɚɩɢɫ 

y(x) 
>>[X Y] 
% Ɉɫɬɚɧɧɹ ɤɨɦɚɧɞɚ ɜɢɜɨɞɢɬь ɬɚɛɥɢɰɸ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ. 
Ɋɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. Ƚɪɚɮɿɤ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɩɨɤɚɡɚɧɢɣ ɧɚ 

ɪɢɫɭɧɤɭ. ɑɢɫɟɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɣ ɜ ɬɚɛɥɢɰɿ 7.1, ɞɟ 
ɧɚɜɟɞɟɧɿ ɬɿɥьɤɢ ɨɤɪɟɦɿ ɜɭɡɥɨɜɿ ɬɨɱɤɢ. ɍ ɦɟɬɨɞɿ ode45 ɡɚ 
ɡɚɦɨɜɱɭɜɚɧɧɹɦ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɪɨɡɛɢɜɚєɬьɫɹ ɧɚ 40 ɬɨɱɨɤ ɿɡ ɤɪɨɤɨɦ h = 1/40 = 
0.025. 
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Ɍɚɛɥɢɰɹ 7.1 
Xɿ Ɇɟɬɨɞ Ɋɭɧɝɟ–Ʉɭɬɬɚ Ɍɨɱɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 
0.0 1.0 1.0 

0.1 1.2221 1.2221 

0.2 1.4977 1.4977 

0.3 1.8432 1.8432 

0.4 2.2783 2.2783 

0.5 2.8274 2.8274 

0.6 3.5202 3.5202 

0.7 4.3928 4.3928 

0.8 5.4895 5.4895 

0.9 6.8645 6.8645 

1.0 8.5836 8.5836 

 
əɤ ɜɢɞɧɨ ɡ ɬɚɛɥ. 7.1, ɱɢɫɟɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɦɟɬɨɞɨɦ ode45 є 

ɬɨɱɧɢɦ. 

ɉɪɢɤɥɚɞ 2. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ  2
y y x

x
   ,  ( 1 ) 0y  , 

 1,1.5x . Ⱦɥɹ ɡɚɞɚɧɧɹ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɦɨ inline-ɮɭɧɤɰɿɸ:  

>>fun2=inline('(2/t)*y+t')  
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fun2 =  
    Inline function:  
    fun2(t, y)=(2/t)*y+t  
>>[T, Y]=ode45(fun2,[1 1.5],[0],[]) 
 

7.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ Ʉɨɲɿ ɪɿɡɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ. 

Ɉɰɿɧɢɬɢ ɩɨɯɢɛɤɭ. ɉɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
3. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɬɚ ɨɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ. 
 
7.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. ɉɪɨɱɢɬɚɬɢ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ ɝɪɭɩɢ 

ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB.  
4. Зɚɜɞɚɧɧɹ 1. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɜɢɱɚɣɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

( , )
dy

f x y
dx

  ɦɟɬɨɞɚɦɢ Ɋɭɧɝɟ – Ʉɭɬɬɚ ɞɪɭɝɨɝɨ ɿ ɱɟɬɜɟɪɬɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

Ɂɧɚɣɬɢ ɬɨɱɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨ, ɚɛɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ 
MATLAB.  

Ɂɧɚɣɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɟ ɪɿɲɟɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ [0; 1] ɡ ɤɪɨɤɨɦ 
h = 0.1 ɦɟɬɨɞɚɦɢ Ɋɭɧɝɟ-Ʉɭɬɬɚ 2-ɝɨ ɿ 4-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɿɜ. Ɂ ɰɿєɸ ɦɟɬɨɸ 
ɫɬɜɨɪɢɬɢ ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ m- ɮɚɣɥɢ MATLAB. 

ɉɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɬɚɛɥɢɰɿ ɡɧɚɱɟɧь ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɿ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɿɜ. ȼ 
ɨɞɧɿɣ ɫɢɫɬɟɦɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɣ ɬɨɱɧɨɝɨ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɿɜ. 

Ɉɰɿɧɢɬɢ ɩɨɯɢɛɤɭ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɿɜ ɡɚ ɩɪɚɜɢɥɨɦ Ɋɭɧɝɟ ɿ 
ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧьɨ. Ɋɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɡɜɟɫɬɢ ɜ ɬɚɛɥɢɰɸ ɿ ɩɪɨɚɧɚɥɿɡɭɜɚɬɢ. 

5. Зɚɜɞɚɧɧɹ 2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɥɹ ɫɜɨɝɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ ɛɭɞь-ɹɤɢɦ 
ɦɟɬɨɞɨɦ, ɩɪɢ ɰьɨɦɭ ɡɚɞɚɬɢ ɚɛɫɨɥɸɬɧɭ ɩɨɯɢɛɤɭ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ 10-7. 
ɉɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɬɚɛɥɢɰɿ ɬɚ ɝɪɚɮɿɤɢ ɲɭɤɚɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. ɉɟɪɟɤɨɧɚɬɢɫɹ, ɳɨ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɨɬɪɢɦɚɧɨ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ. ɉɪɨɚɧɚɥɿɡɭɜɚɬɢ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ. 

6. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
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7.5. ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɡɚɜɞɚɧь 

                            Ɍɚɛɥɢɰɹ 7.2 

ȼɚɪɿɚɧɬ f(x, y) ɭ0 

1. 3 sin 1x y   0.0 

2. 2 sin 1x y   0.1 

3. 3xe y  2.0 

4. 2 3y x  0.3 

5. 3 2y x  0.4 

6. 
2

2

1

1
x

y



 0.0 

7. 2

1

1
xy

y



 0.1 

8. cos y xy  0.2 

9. 2 cos 0.1x y   0.3 

10. 3 cos 0.1x y   0.4 

11. cos( ) 0.5xy   0.5 

12. 2y xe e    0.0 
13. 0.1y xe e    0.5 
14. 1xye   0.4 

15. 2 4y x  0.3 

16.  2
xy x  0.2 

17.   2cos x y x   0.1 

18.   2sin x y x   0.0 

19. sin( ) 1xy   0.1 

20. sin y xy  0.2 

21.  2 2x y x  0.3 

22.  1xe xy  0.4 

23.  1ye xy  0.5 

24.  2ln 1 x y   0.6 
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25. 
2

1 xye  0.7 

26. 2 2sin x y  0.0 

27. 2cos x xy  0.1 

28. 2
sin 1

1

y

x

    
 0.2 

29. 2ln(1 ) 1y   0.3 

30. 2

1 yxe  0.4 

  
7.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. əɤɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɦɢ? 
2. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɪɿɡɧɢɰɹ ɦɿɠ ɡɜɢɱɚɣɧɢɦ ȾɊ ɬɚ ȾɊ ɜ ɱɚɫɬɢɧɧɢɯ 

ɩɨɯɿɞɧɢɯ? 
3. ɓɨ ɬɚɤɟ ɩɨɪɹɞɨɤ ɁȾɊ ? 
4. Ɂɚɩɢɲɿɬь ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ɁȾɊ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 
5. ɑɨɦɭ єɞɢɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɜɢɱɚɣɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɿɫɧɭє ɥɢɲɟ ɡɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ ɭɦɨɜ? 
6. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɫɭɬь ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ? 
7. ɓɨ є ɡɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɁȾɊ? 
8. ɍ ɱɨɦɭ ɫɭɬь ɦɟɬɨɞɭ ȿɣɥɟɪɚ ɞɥɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɁȾɊ? 
9. ɉɨɹɫɧɿɬь ɫɭɬь ɦɟɬɨɞɭ Ɋɭɧɝɟ–Ʉɭɬɬɚ 4-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɞɥɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ 

ɁȾɊ. 
10.  əɤɿ ɨɫɨɛɥɢɜɨɫɬɿ ɦɟɬɨɞɭ Ɋɭɧɝɟ–Ʉɭɬɬɚ ɡ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɧɢɦ ɜɢɛɨɪɨɦ 

ɤɪɨɤɭ? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №8 

Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɝɨɧɭ 

 
8.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ ɞɥɹ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɝɨɧɭ.  

8.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
8.2.1. Зɚɝɚɥьɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɥɿɧɿɣɧɟ ȾɊ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ  

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x                              (8.1)  

ɞɟ ( ), ( ), ( )p x q x f x  – ɜɿɞɨɦɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a, b]  . 

Ʌɿɧɿɣɧɚ ɤɪɚɣɨɜɚ ɡɚɞɚɱɚ ɞɥɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.1) ɩɨɥɹɝɚє ɭ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɿ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ( )y y x , ɳɨ ɡɚɞɨɜɨɥьɧɹє ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.1) ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ [a ,b], 

ɹɤɳɨ ɧɚ ɤɿɧɰɹɯ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɡɚɞɚɧɿ ɥɿɧɿɣɧɿ ɤɪɚɣɨɜɿ ɭɦɨɜɢ: 
'

0 1

'
0 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

y a y a A

y b y b B

 

 

  


  
                                 (8.2) 

ɞɟ  0 1 0 1, , , , ,A B     – ɜɿɞɨɦɿ ɫɬɚɥɿ, ɩɪɢɱɨɦɭ 0 1 0 1, , ,     ɧɟ ɞɨɪɿɜɧɸɸɬь 
ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɧɭɥɸ  0 1 0 10; 0 .        

əɤɳɨ Ⱥ=ȼ=0, ɬɨ ɤɪɚɣɨɜɿ ɭɦɨɜɢ (8.2) ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦɢ. 
Ʌɿɧɿɣɧɭ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɸ, ɹɤɳɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ є 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.1) ( ( ) 0)f x   ɿ ɤɪɚɣɨɜɿ ɭɦɨɜɢ (8.2). ɍ 
ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ (8.1), (8.2) ɧɚɡɢɜɚɸɬь 
ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɸ. ɍɦɨɜɢ (8.2) ɩɨɜɢɧɧɿ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢɫɹ ɭ ɞɜɨɯ ɬɨɱɤɚɯ – ɧɚ 
ɤɿɧɰɹɯ ɜɿɞɪɿɡɤɚ [a, b], ɬɨɦɭ ʀɯ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɞɜɨɬɨɱɤɨɜɢɦɢ ɤɪɚɣɨɜɢɦɢ 
ɭɦɨɜɚɦɢ, ɚ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ – ɞɜɨɬɨɱɤɨɜɨɸ ɤɪɚɣɨɜɨɸ ɡɚɞɚɱɟɸ. 

ɇɚɛɥɢɠɟɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɥɿɧɿɣɧɨʀ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ 
ɩɨɞɿɥɹɸɬь ɧɚ ɪɿɡɧɢɰɟɜɿ ɣ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿ. 
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8.2.2. Ɇɟɬɨɞ ɫɤɿɧɱɟɧɧɢɯ ɪɿɡɧɢɰь 

 
Ɉɞɧɢɦ ɿɡ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɥɿɧɿɣɧɨʀ ɤɪɚɣɨɜɨʀ 

ɡɚɞɚɱɿ (8.1), (8.2) є ɡɜɟɞɟɧɧɹ ʀʀ ɞɨ ɫɢɫɬɟɦɢ ɫɤɿɧɱɟɧɧɨɪɿɡɧɢɰɟɜɢɯ 
ɪɿɜɧɹɧь. 

ɉɨɞɿɥɢɦɨ ɜɿɞɪɿɡɨɤ [a, b] ɧɚ n ɪɿɜɧɢɯ ɱɚɫɬɢɧ ɞɨɜɠɢɧɨɸ  

.
b a

h
n


  

ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ ɬɨɱɤɢ ɩɨɞɿɥɭ ɜɿɞɪɿɡɤɚ [a,b] 0 0, ,n ix a x b x x ih    , (i=1, 

2,…, n-1); 
 ' ' '' ''( ), ( ), ( ), ( ) , ( ) , ( ) .i i i i i i i i i i i ip p x q q x f f x y x y y x y y x y       

Ɂɚɦɿɧɢɦɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ix  ɜɿɞɪɿɡɤɚ [a,b] 

ɩɨɯɿɞɧɿ ' ( )iy x  ɬɚ '' ( )iy x  ɫɤɿɧɱɟɧɧɨɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦɢ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹɦɢ: 
 
(i=1, 2, …, n-1)                    (8.3) 

 
 
 
Ⱦɥɹ ɤɿɧɰɿɜ ɜɿɞɪɿɡɤɚ 0x a  ɬɚ nx b  ɜɿɡьɦɟɦɨ 

' '1 0 1
0 ; .n n

n

y y y y
y y

h h
 

                  (8.4) 

Ɂ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɦ (8.3) ɿ (8.4), ɧɚɛɥɢɠɟɧɨ ɡɚɦɿɧɢɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.1) ɿ 
ɤɪɚɣɨɜɿ ɭɦɨɜɢ (8.2) ɫɢɫɬɟɦɨɸ n+1 ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɡ 
n+1 ɧɟɜɿɞɨɦɢɦɢ 0 2, ,..., ,ny y y  ɳɨ є ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 

( )y y x  ɭ ɬɨɱɤɚɯ 0 1, ,..., :nx x x  

2 1 1

2

1 0
0 0 1

1
0 1

2

( 0,1, 2,..., 2),

,

.

i i i i i
i i i i

n n
n

y y y y y
p q y f

hh

i n

y y
y a A

h

y y
y B

h



 

  



      


  
 

  


   

                (8.5) 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɜɲɢ ɰɸ ɫɢɫɬɟɦɭ, ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɬɚɛɥɢɰɸ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧь 
ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  y y x . 

' 1

'' 2 1

2

;

2

i i
i

i i i
i

y y
y

h

y y y
y

h



 




 

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ɇɚ ɩɪɚɤɬɢɰɿ ɱɚɫɬɨ ɩɨɯɿɞɧɿ '( )iy x  ɿ ''( )iy x  ɭ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɯ ɬɨɱɤɚɯ ix  

ɜɿɞɪɿɡɤɚ  ,a b  ɡɚɦɿɧɸɸɬь ɰɟɧɬɪɚɥьɧɨ-ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦɢ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹɦɢ 

1 1
1 ;

2
i iy ɭ

y
h

    1 1
1 2

2
;i i iy y y

y
h

      (8.6) 

ɚ ɞɥɹ ɤɿɧɰɿɜ ɜɿɞɪɿɡɤɚ 0x a  ɬɚ nx b  ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɢɦɢ є ɮɨɪɦɭɥɢ (8.4) . 
Ɍɨɞɿ ɫɢɫɬɟɦɚ ɪɿɜɧɹɧь ɞɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ  0 2, ,..., ny y y   ɧɚɛɭɜɚє ɜɢɝɥɹɞɭ  

1 1 1 1

2

1 0
0 0 1

1
0 1

2

( 0,1, 2,..., 2),

,

.

i i i i i
i i i i

n n
n

y y y y y
p q y f

hh

i n

y y
y a A

h

y y
y B

h



 

   



      


  
 

  


   

                     (8.7) 

Ɉɰɿɧɤɭ ɩɨɯɢɛɤɢ ɦɟɬɨɞɭ ɫɤɿɧɱɟɧɧɢɯ ɪɿɡɧɢɰь ɩɪɨɜɨɞɹɬь ɿɡ 
ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹɦ ɬɚɤɨɝɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ: 

* *1
( ) ,

3
i i i iy y x y y    

ɞɟ ( )iy x  – ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɜ ɬɨɱɰɿ ,ix x  iy  

– ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ, ɨɛɱɢɫɥɟɧɟ ɜ ɬɨɱɰɿ ,ix x  ɡ ɤɪɨɤɨɦ 
h; *

iy  – ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ, ɨɛɱɢɫɥɟɧɟ ɜ ɬɨɱɰɿ ,ix x  ɡ 
ɤɪɨɤɨɦ h/2. 

Ⱦɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɿɡ 
ɡɚɞɚɧɨɸ ɬɨɱɧɿɫɬɸ , ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡ ɤɪɨɤɨɦ h ɱɢ h/2 ɿ 
ɩɨɪɿɜɧɹɬɢ ɨɬɪɢɦɚɧɿ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ. 

əɤɳɨ * 3i iy y   , ɬɨ * ( )i iy y x    ɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ *( 0,1,2,3,..., 2)iy i n   

ɦɨɠɧɚ ɜɡɹɬɢ ɡɚ ɲɭɤɚɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ. 
 
8.2.3. Ɇɟɬɨɞ ɩɪɨɝɨɧɭ 

 

əɤɳɨ ɱɢɫɥɨ n  є ɜɟɥɢɤɢɦ, ɬɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɫɢɫɬɟɦ (8.5), (8.7) ɫɬɚє 
ɞɨɫɢɬь ɝɪɨɦɿɡɞɤɢɦ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɝɨɧɭ (ɩɪɨɝɨɧɤɢ), 
ɪɨɡɪɨɛɥɟɧɢɣ ɫɩɟɰɿɚɥьɧɨ ɞɥɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɬɚɤɢɯ ɫɢɫɬɟɦ. 

ɇɟɯɚɣ ɦɚєɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ (8.5). Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɟɪɲɿ 1n    ɪɿɜɧɹɧь: 
2 1 1

2

2
( 0,1,2,..., 2).i i i i i

i i i i

y y y y y
p q y f i n

hh
    

      
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ɉɿɫɥɹ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɯ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧь ɨɞɟɪɠɢɦɨ: 
2 2

2 1( 2 ) (1 ) .i i i i i i iy hp y hp h q y h f                   (8.8) 

ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ 
22 ; 1

( 0,1,2,3,..., 2),

i i i i im hp k hp h q

i n

     
 

        (8.9) 

ɬɨɞɿ ɡɚɩɢɲɟɦɨ (8.8) ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 
2

2 1 .i i i i i iy m y k y h f       (8.10) 

Ɂ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.10), ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 
2

1 2

1
.i

i i i i

i i i

kh
y f y y

m m m
        (8.11) 

ȼɢɤɥɸɱɢɜɲɢ iy  ɡ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.11) ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɪɚɣɨɜɢɯ ɭɦɨɜ 
ɫɢɫɬɟɦɢ (8.5), ɨɞɟɪɠɢɦɨ: 

1 2( ), ( 0,1, 2,..., 2),i i i iy c d y i n                 (8.12) 

ɞɟ ,i iɫ d  – ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ. 
ɇɟɯɚɣ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɿ=0, ɬɨɞɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.11) ɦɚɬɢɦɟ ɜɢɝɥɹɞ 

2
0

1 0 2 0

0 0 0

1
.

kh
y f y y

m m m
     (8.13) 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɡ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɭɦɨɜɢ 1 0
0 0 1

y y
y A

h
 


      

1
0 1

0 1 0 1

Ah
y y

h h


   

  
 

 ɿ ɩɿɞɫɬɚɜɢɦɨ ɰɟɣ ɜɢɪɚɡ ɭ (8.13). 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 

21 0 0
1 0 2

0 1 0 0 1 1 0

.
( )

h k Ah
y h f y

m h k h

 
    

  
         

 

ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ 1 0
0

0 1 0 0 1

.
( )

h
c

m h k

 
  




 
  

20
0 0

1 0

.
k Ah

d h f
h 

 


                                            (8.14) 

ɇɚ ɨɫɧɨɜɿ (8.12) ɡɚɩɢɲɟɦɨ: 
1 1 1( ).i i i iy c d y     

ɉɿɞɫɬɚɜɢɜɲɢ ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɜɢɪɚɡ ɭ (8.10), ɨɞɟɪɠɢɦɨ 
2

2 1 1 1 1( ) ,i i i i i i i iy m y k ɫ d y h f         ɡɜɿɞɤɢ 
2

1 1 2
1

1

( )
.i i i i i

i

i i i

h f k c d y
y

m k c
  




 



                 (8.15) 
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Ɂ (8.12) ɿ (8.15), ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɪɟɤɭɪɟɧɬɧɿ ɮɨɪɦɭɥɢ ɞɥɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ iɫ  ɿ id : 

 2
1 1

1

1
; , ( 0,1,2, .., 2)i i i i i i

i i i

c d h f k c d i n
m k c

 


    


       (8.16)  

Ɂɚ ɮɨɪɦɭɥɚɦɢ (8.14) ɜɢɡɧɚɱɚєɦɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ 0ɫ  ɿ 0d , ɩɨɬɿɦ 
ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɱɢ ɪɟɤɭɪɟɧɬɧɿ ɮɨɪɦɭɥɢ (8.16), ɡɧɚɣɞɟɦɨ 
ɡɧɚɱɟɧɧɹ iɫ , id  (ɿ=1, 2, …, n-2). ɐɟ ɩɪɹɦɢɯ ɯɿɞ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɝɨɧɭ. 

Зɜɨɪɨɬɧɿɣ ɯɿɞ ɩɨɱɢɧɚєɬьɫɹ ɡ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ny . ɉɿɞɫɬɚɜɢɜɲɢ ɞɪɭɝɭ 
ɤɪɚɣɨɜɭ ɭɦɨɜɭ ɫɢɫɬɟɦɢ (8.5) ɭ ɮɨɪɦɭɥɭ (8.12) ɩɪɢ ɿ=n-2, ɫɤɥɚɞɟɦɨ 
ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь: 

1
0 1

1 2 2

;

( ).

n n
n

n n n n

y y
y B

h

y c d y

  

  

  

  

  (8.17) 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɜɲɢ ɰɸ ɫɢɫɬɟɦɭ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ 

1 2 2

1 2 0

.
(1 )

n n
n

n

c d Bh
y

c B h




 






 
   (8.18) 

ɉɿɞɫɬɚɜɢɜɲɢ ɭ (8.18) ɜɠɟ ɡɧɚɣɞɟɧɿ ɩɪɹɦɢɦ ɯɨɞɨɦ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 2nc  , 

2nd  , ɜɢɡɧɚɱɢɦɨ ny . ɉɨɬɿɦ ɨɛɱɢɫɥɢɦɨ 1ny  , 2ny  , 3ny  , … , 1y , 

ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɱɢ ɪɟɤɭɪɟɧɬɧɭ ɮɨɪɦɭɥɭ (8.12): 
1 2 2

2 3 3 1

1 0 0 2

( );

( );

......................

( ).

n n n n

n n n n

y c d y

y c d y

y c d y

  

   

 
 

 

    (8.19) 

Ɍɚɛɥɢɰɹ 8.1 
ɋɯɟɦɚ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɝɨɧɭ 

i xi mi ki fi 

ɉɪɹɦɢɣ ɯɿɞ Ɂɜɨɪɨɬɧɢɣ ɯɿɞ 

ic  id  iy  

0 x0 m0 k0 f0 c0 d0 y0 
1 x1 m1 k1 f1 c1 d1 y1 
2 x2 m2 k2 f2 c2 d2 Y2 
… … … … … … … … 
n-2 xn-2 mn-2 kn-2 fn-2 cn-2 dn-2 yn-2 
n-1 xn-1      yn-1 
n xn      yn 
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Ɂɧɚɱɟɧɧɹ 0y  ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 

1 1
0

1 0

,
y Ah

y
h


 





    (8.20) 

ɨɞɟɪɠɚɧɨɸ ɡ ɩɟɪɲɨʀ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɭɦɨɜɢ ɫɢɫɬɟɦɢ (8.5). 
Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɪɭɱɧɨ ɡɚɩɢɫɭɜɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɬɚɛɥɢɰɿ (ɬɚɛɥ. 8.1). 
ɉɟɪɟɜɚɝɨɸ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɨɝɨɧɭ є ɬɟ, ɳɨ ɩɨɯɢɛɤɢ ɨɤɪɭɝɥɟɧɧɹ ɧɟ 

ɩɪɢɡɜɨɞɹɬь ɞɨ ɧɟɨɛɦɟɠɟɧɨɝɨ ɡɪɨɫɬɚɧɧɹ ɩɨɯɢɛɤɢ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ. 
 
8.2.4. ɉɪɢɤɥɚɞ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɜ MATLAB 

 
Ɋɨɡɜ’ɹɠɟɦɨ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [0,1: 1,1], ɪɨɡɞɿɥɢɜɲɢ ɣɨɝɨ 

ɧɚ 10 ɪɿɜɧɢɯ ɱɚɫɬɢɧ 

2 ,
2

(0,1) 1,2 (0,1) 0,

2 (1,1) 2,5 '(1,1) 4.

x x
y e y y x

y y

y y

    


 
   


 

ɍ ɰɿɣ ɤɪɚɣɨɜɿɣ ɡɚɞɚɱɿ 01 1c   , 22 1,2c   , ɫ=Ⱥ=0,  01 2d   , 

12 2,5d    , d=ȼ=2,15; ɜɭɡɥɨɜɿ ɬɨɱɤɢ ɦɚɸɬь ɚɛɫɰɢɫɢ 0.1 *ix h i  ; 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ x
ip e , / 2i iq x ; 2

if x , (ɿ = 0, 1, 2,…, 10). 

Ɍɨɞɿ ɫɤɥɚɞɟɦɨ ɩɪɨɝɪɚɦɭ ɞɥɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɰɿєʀ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɜ 
Matlab ɡɚ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɦ, ɳɨ ɧɚɜɟɞɟɧɢɣ ɜɢɳɟ: 

N=10; 
p=inline('exp(x)'); 
q=inline('x/2'); 
f=inline('x^2'); 
 a=0.1; 
 b=1.1; 
 c1=1; 
 c2=-1.2; 
 c=0; 
 d1=2; 
 d2=-2.5; 
 d=-4; 
 h=(b-a)/N; 
 r1=h^2; 
 r2=h/2; 
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 p1(1)=-c2/(c1*h-c2); 
 for i=1:N 

i1=2*i; 
q1(1)=-c*h*p1(1)/c2; 
x=a; 
for i=2:N 

i1=i-1; 
x=x+h; 
t=1-p(x)*r2; 
p1(i)=(t-2)/(q(x)*r1+t*p1(i1)-2); 
q1(i)=(f(x)*r1-t*q1(i1))*p1(i)/(t-2); 

end; 
end; 
 p1(N+1)=0; 
 q1(N+1)=(d*h+d2*q1(N))/(d1*h+d2-d2*p1(N)); 
 y(N+1)=q1(N+1); 
for j=N:-1:1 

y(j)=p1(j)*y(j+1)+q1(j); 
for j=1:(N+1) 
x(j)=a+(j-1)*h; 
end; 

end; 
x=x’; 
y=y’; 
[x,y] 
plot(x,y) 
grid on 
 
ɍ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɩɪɨɝɪɚɦɢ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 
ans = 
    0.1000   -1.2746 
    0.2000   -1.3809 
    0.3000   -1.4732 
    0.4000   -1.5509 
    0.5000   -1.6135 
    0.6000   -1.6604 
    0.7000   -1.6917 
    0.8000   -1.7075 
    0.9000   -1.7081 
    1.0000   -1.6946 
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    1.1000   -1.6680 
 

 
 

8.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɨɦ ɫɤɿɧɱɟɧɧɢɯ ɪɿɡɧɢɰь ɬɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɝɨɧɭ 

ɞɥɹ ɱɢɫɟɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɅȾɊ. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ ɞɥɹ ɅȾɊ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɝɨɧɭ ɿɡ ɡɚɞɚɧɨɸ 

ɬɨɱɧɿɫɬɸ. Ɉɰɿɧɢɬɢ ɩɨɯɢɛɤɭ.  
3. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɬɚ ɨɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ. 
 
8.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. ɉɪɨɱɢɬɚɬɢ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ ɝɪɭɩɢ 

ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB.  
4. Зɚɜɞɚɧɧɹ. ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɦɟɬɨɞ ɩɪɨɝɨɧɭ, ɡɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ  

ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɡɜɢɱɚɣɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ 
410  ; ɤɪɨɤ 0,05h  . 

6. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
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8.5. ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɡɚɜɞɚɧь 

 
Ɍɚɛɥɢɰɹ 8.1 

ȼɚɪɿɚɧɬ Ʉɪɚɣɨɜɚ ɡɚɞɚɱɚ 

1. 

. 2 1,y xy y x      

(0,9) 0,5 (0,9) 2,

(1,2) 1.

y y

y

 
 

 

2. 

1,y xy y x      

(0,5) 2 (0,5) 1,

(0,8) 1,2.

y y

y

 
  

 

3. 

2 3,
y

y y
x

     

(0,2) 2,

0,5 (0,5) (0,5) 1.

y

y y


  

 

4. 

1
2

y
y y

x x
    , 

0,5 (0,9) (0,9) 1,5,

(1,2) 0,8.

y y

y

 
 

 

5. 

2
0,4,

y
y y x

x
      

(1,1) 0,5 (1,1) 2,

(1,4) 4.

y y

y

 
  

 

6. 

23 2
2

y
y y x


    , 

(1) 2 (1) 0,6,

(1,3) 1.

y y

y

 
 

 

7. 

3 2 1,5y xy y    , 

(0,7) 0,5,

0,5 (1) (1) 2.

y

y y

 
  

 

8. 

3 / 1,y y y x     

(0,4) 2,

(0,7) 2 (0,7) 0,7.

y

y y


  
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9. 

2 2 0,6y xy y    , 

(2) 1,

0,4 (2,3) (2,3) 1.

y

y y


  

 

10. 

0,8
2

y
y y x

x


    , 

(1,7) 1,2 (1,7) 2,

(2) 1.

y y

y

 
  

 

11. 

2 0,4y xy y    , 

2 (0,3) (0,3) 1,

(0,6) 2.

y y

y

 
  

 

12. 

0,8 1,4y y xy    , 

        
(1,8) 0,5,

2 (2,1) (2,1) 1,7.

y

y y


  

 

13. 

0,5 2y xy y    , 

(0,4) 1,2,

(0,7) 2 (0,7) 1,4.

y

y y


  

 

14. 

2

4 2

y y x
y

x


    , 

1,5 (1,3) (1,3) 0,6,

2 (1,6) 0,3.

y y

y

 
 

 

15. 

0,5 0,5 2y y xy x    , 

(1) 0,5,

2 (1,3) (1,3) 2.

y

y y

 
  

 

 

8.5. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 
 
1. ɓɨ ɬɚɤɟ ɤɪɚɣɨɜɚ ɡɚɞɚɱɚ? 
2. əɤɿ ɤɪɚɣɨɜɿ ɭɦɨɜɢ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦɢ? 
3. Ɂɚɩɢɲɿɬь ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɅȾɊ ɞɪɭɝɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ. 
4. əɤɭ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɞɜɨɬɨɱɤɨɜɨɸ? 
5. ɍ ɱɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚє ɦɟɬɨɞ ɩɪɨɝɨɧɭ? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №9 

Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨɝɨ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɿɞɧɨɫɬɿ ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ 

9.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
ɉɪɚɤɬɢɱɧɟ ɨɜɨɥɨɞɿɧɧɹ ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ 

ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɿɞɧɨɫɬɿ. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɿ ɡɚɞɚɱɿ. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɢɤɨɸ 
ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɩɪɨɝɪɚɦɧɢɯ ɩɪɨɞɭɤɬɿɜ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɮɭɧɤɰɿɣ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ 
ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ.  

9.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ. Ɋɟɚɥɿɡɚɰɿɹ ɦɟɬɨɞɭ ɜ ɩɚɤɟɬɿ 
MATLAB  

 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɭ ɦɨɞɟɥьɧɭ ɡɚɞɚɱɭ. ɉɪɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ: 

 (9.1) 

ɡɚɞɚɱɚ ɦɚє ɧɚɫɬɭɩɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ . 
ȼɜɟɞɟɦɨ ɪɿɜɧɨɦɿɪɧɭ ɫɿɬɤɭ ɡɚ ɡɦɿɧɧɢɦɢ x, t : 

 
ȼɢɤɨɧɚєɦɨ ɧɚ ɲɚɛɥɨɧɿ S{(xɿ-1,tj), (xi,tj), (xi+1,tj);(xi,tj+1)} ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɸ 

ɡɚɦɿɧɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɨɩɟɪɚɬɨɪɿɜ ɧɚ ɪɿɡɧɢɰɟɜɿ, ɡɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɦɟɬɨɞ 
“ɡɚɤɨɧɬɭɪɧɢɯ ɬɨɱɨɤ” ɞɥɹ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɡ ɩɨɪɹɞɤɨɦ Ɉ(h2) ɤɪɚɣɨɜɨʀ 
ɭɦɨɜɢ ɜ ɬɨɱɰɿ x=1. 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɹɜɧɭ ɪɿɡɧɢɰɟɜɭ ɫɯɟɦɭ ɡ ɩɨɪɹɞɤɨɦ Ɉ(τ+h2): 

  (9.2) 
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ɉɪɢ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɿ ɫɯɟɦɢ (9.2) ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɜɪɚɯɨɜɭɜɚɬɢ ɭɦɨɜɭ 
ɫɬɿɣɤɨɫɬɿ τ≤0.5h2. 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɲɚɛɥɨɧ S{(xɿ-1, tj), (xi, tj), (xi+1, tj); (xɿ-1, t j+1), (xi,tj+1), 
(xɿ+1,tj+1)}, ɿ ɱɢɫɥɨɜɢɣ ɩɚɪɚɦɟɬɪ 0< σ≤1 ɦɨɠɧɚ ɨɬɪɢɦɚɬɢ ɧɟɹɜɧɭ 
ɪɿɡɧɢɰɟɜɭ ɫɯɟɦɭ (ɩɨɪɹɞɨɤ ɚɩɪɨɤɫɢɦɚɰɿʀ ɡɚɥɟɠɢɬь ɜɿɞ σ ): 

 (9.3) 
Ɍɭɬ ɜɜɟɞɟɧɨ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɩɨɡɧɚɱɟɧɧɹ: 

 
Ⱦɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ j ɜ (9.2) ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɋɅȺɊ ɡ ɬɪɢɞɿɚɝɨɧɚɥьɧɨɸ 

ɦɚɬɪɢɰɟɸ, ɹɤɭ ɟɮɟɤɬɢɜɧɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɦɨ ɦɟɬɨɞɨɦ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨʀ ɩɪɨɝɨɧɤɢ 
m_progm. 

Ⱦɥɹ ɦɨɞɟɥьɧɨʀ ɡɚɞɚɱɿ (9.4), (9.1) ɧɢɠɱɟ ɧɚɜɨɞɢɬьɫɹ ɩɨɜɧɢɣ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ (lr60main – ɹɜɧɚ ɫɯɟɦɚ, lr6smain – ɧɟɹɜɧɚ ɫɯɟɦɚ), 
ɚ ɬɚɤɨɠ ɩɨɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɿ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. % lr60main.m 
% Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №9 ɡ ЧɆ 
% Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨɝɨ 
% ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɚɪɚɛɨɥɿɱɧɨɝɨ ɬɢɩɭ 
% ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ (ɹɜɧɚ ɫɯɟɦɚ) 
clc 
clear 
% ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɦɨɞɟɥьɧɨʀ ɡɚɞɚɱɿ : 
l=1; c1=1; d1=0; c2=0; d2=1; 
% ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɪɿɡɧɢɰɟɜɨʀ ɫɯɟɦɢ : 
N=51; N1=N-1; h=l/N1; x=[0:h:l]; x(N)=l; 
tau=2e-4; M=25000; 
% ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɞɚɬɤɨɜɢɯ ɤɨɧɫɬɚɧɬ (ɡ ɭɪɚɯɭɜɚɧɧɹɦ 
ɤɪɚɣɨɜɢɯ ɭɦɨɜ) : 
gam=tau./(h.*h); D2=2.*h./d2; 
% ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ ɭɦɨɜ ɩɪɢ t=0 : 
for k=1:N 
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Y(k)=lr6_u0(x(k)); 
end 
Y0=Y; % ɡɚɩɚɦ'ɹɬɨɜɭєɦɨ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɝɪɚɮɿɤɭ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɜ t=0 
for j=1:M 
% ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ Y(:) ɧɚ 
ɱɟɪɝɨɜɨɦɭ ɲɚɪɿ t=t(j) : 
t=(j-1).*tau; 
t1=t+0.5.*tau; 
yc=Y(1); 
Y(1)=lr6_fi1(t+tau); 
for k=2:N1 
yl=yc; yc=Y(k); 
Y(k)=yc+gam.*(yl-
2.*yc+Y(k+1))+tau.*lr6_f(x(k),t1); 
end 
yl=yc; yc=Y(N); yr=yl+D2.*lr6_fi2(t); 
Y(N)=yc+gam.*(yl-2.*yc+yr)+tau.*lr6_f(l,t1); 
if j*2==M 
Y1=Y; % ɡɚɩɚɦ'ɹɬɨɜɭєɦɨ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɝɪɚɮɿɤɭ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɜ t=M*tau/2 
end 
end 
% ɩɨɛɭɞɨɜɚ ɝɪɚɮɿɤɿɜ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɩɪɢ t=0, M*tau/2, 
M*tau : 
t=M.*tau; t1=t./2; T1=num2str(t1); T=num2str(t); 
plot(x,Y0,'b.-',x,Y1,'k.--',x,Y,'r*-'); 
xlabel('x'); 
ylabel('u'); 
legend('u(x,0)',strcat('u(x,',T1,')'),strcat('u(x,
',T,')'),'Location','Best'); 
pause 
% ɩɨɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ U(x,t)=x(1-x)exp(-
t) ɿ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ Y(:) 
% ɜ ɬɨɱɰɿ t=M*tau : 
u=@(x,t)(x.*(1-x).*exp(-t)); 
U=u(x,t); 
plot(x,Y,'b.-',x,U,'r*-'); 
xlabel('x'); 
ylabel('u'); 
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legend(strcat('u(x,',T,')'),strcat('U(x,',T,')'),'
Location','Best'); 
norm(Y-U,inf) % lr6smain.m 
% Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №9 ɡ ЧɆ 
% Ɋɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨɝɨ 
% ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɚɪɚɛɨɥɿɱɧɨɝɨ ɬɢɩɭ 
% ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ (ɧɟɹɜɧɚ ɫɯɟɦɚ) 
clc 
clear 
% ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɡɚɞɚɱɿ : 
l=1; c1=1; d1=0; c2=0; d2=1; 
% ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɪɿɡɧɢɰɟɜɨʀ ɫɯɟɦɢ : 
N=51; N1=N-1; h=l/N1; x=[0:h:l]; x(N)=l; 
tau=1e-2; M=500; 
sigma=0.5; 
% ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɞɚɬɤɨɜɢɯ ɤɨɧɫɬɚɧɬ (ɡ ɭɪɚɯɭɜɚɧɧɹɦ 
ɤɪɚɣɨɜɢɯ ɭɦɨɜ) : 
gam=tau./(h.*h); gs=gam.*sigma; gs2=2.*gs; s1=1-
sigma; gs1=gam.*s1; 
ck=1+gs2; ckj=1-2.*gs1; D2=2.*h./d2; D2gs=gs.*D2; 
% ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɯ ɭɦɨɜ ɩɪɢ t=0 ɿ ɦɚɬɪɢɰɿ 
ɋɅАɊ : 
for k=1:N 
Y(k)=lr6_u0(x(k)); 
A(k)=gs; C(k)=ck; B(k)=gs; 
end 
A(1)=0; C(1)=1; B(1)=0; % ɜɪɚɯɨɜɭєɦɨ ɤɪɚɣɨɜɿ ɭɦɨɜɢ 
ɩɪɢ x=0 
A(N)=gs2; B(N)=0; % ɜɪɚɯɨɜɭєɦɨ ɤɪɚɣɨɜɿ ɭɦɨɜɢ ɩɪɢ 
x=l 
Y0=Y; % ɡɚɩɚɦ'ɹɬɨɜɭєɦɨ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɝɪɚɮɿɤɭ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɜ t=0 
for j=1:M 
% ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ Y(:) ɧɚ 
ɱɟɪɝɨɜɨɦɭ ɲɚɪɿ t=t(j) : 
t=j.*tau; 
t1=t-0.5.*tau; 
% ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ ɋɅАɊ : 
F(1)=lr6_fi1(t); 
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for k=2:N1 
F(k)=gs1.*(Y(k-
1)+Y(k+1))+ckj.*Y(k)+tau.*lr6_f(x(k),t1); 
end 
F(N)=gs1.*(2.*Y(N-1)+D2.*lr6_fi2(ttau))+ 
ckj.*Y(N)+tau.*lr6_f(l,t1)+D2gs.*lr6_fi2(t); 
% ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɋɅАɊ, ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ Y(:) : 
[Y,alfa,err]=m_progm(A,C,B,F); 
if j*2==M 
Y1=Y; % ɡɚɩɚɦ'ɹɬɨɜɭєɦɨ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɝɪɚɮɿɤɭ 
ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɜ t=M*tau/2 
end 
end 
% ɩɨɛɭɞɨɜɚ ɝɪɚɮɿɤɿɜ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ ɩɪɢ t=0, M*tau/2, 
M*tau : 
t=M.*tau; t1=t./2; T1=num2str(t1); T=num2str(t); 
plot(x,Y0,'b.-',x,Y1,'k.--',x,Y,'r*-'); 
xlabel('x'); 
ylabel('u'); 
legend('u(x,0)',strcat('u(x,',T1,')'),strcat('u(x,
',T,')'),'Location','Best'); 
pause 
% ɩɨɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɭ U(x,t)=x(1-x)exp(-
t) ɿ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ Y(:) 
% ɜ ɬɨɱɰɿ t=M*tau : 
u=@(x,t)(x.*(1-x).*exp(-t)); 
U=u(x,t); 
plot(x,Y,'b.-',x,U,'r*-'); 
xlabel('x'); 
ylabel('u'); 
legend(strcat('u(x,',T,')'),strcat('U(x,',T,')'),'
Location','Best'); 
norm(Y-U,inf) function f=lr6_f(x,t) 
% Ɏɭɧɤɰɿɹ f(x,t) 
f=(2-x.*(1-x)).*exp(-t); 
return function u=lr6_u0(x) 
% Ɏɭɧɤɰɿɹ u0(x) 
u=x.*(1-x); 
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return function fi1=lr6_fi1(t) 
% Ɏɭɧɤɰɿɹ fi1(t) 
fi1=0; 
return function fi2=lr6_fi2(t) 
% Ɏɭɧɤɰɿɹ fi2(t) 
fi2=-exp(-t); 

return 
 
ɇɚ ɪɢɫ. 9.1 – 9.2 ɧɚɜɟɞɟɧɨ ɝɪɚɮɿɤɢ ɨɬɪɢɦɚɧɢɯ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɞɥɹ ɪɿɡɧɢɯ 

ɦɨɦɟɧɬɿɜ ɱɚɫɭ. 
 

 
Ɋɢɫ. 9.1. Ƚɪɚɮɿɤ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ U(x,t) ɞɥɹ ɪɿɡɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧь t. 
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Ɋɢɫ. 9.2. Ƚɪɚɮɿɤ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ u(x,t) ɿ ɬɨɱɧɨɝɨ U(x,t) ɞɥɹ t=5. 

 
9.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɨɦ ɪɿɲɟɧɧɹ ɤɪɚɣɨɜɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɞɥɹ 

ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɿɞɧɨɫɬɿ ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɋɅȺɊ ɡɚɫɨɛɚɦɢ Matlab ɡɝɿɞɧɨ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
3. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɬɚ ɨɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ. 
 
9.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 
 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ 

ɩɿɞɝɪɭɩɢ ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ 

ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
4. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
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9.5. Зɚɜɞɚɧɧɹ 

 
ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɪɿɡɧɢɰɟɜɢɣ ɫɿɬɤɨɜɢɣ ɦɟɬɨɞ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ 

ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ. 

 (9.4) 
 

Ɍɚɛɥɢɰɹ 9.1 
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9.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. ɋɮɨɪɦɭɥɸɣɬɟ ɡɚɞɚɱɭ Ʉɨɲɿ ɿ ɤɪɚɣɨɜɭ ɡɚɞɚɱɭ. ȼ ɱɨɦɭ ɜɿɞɦɿɧɧɿɫɬь 

ɭ ɩɨɫɬɚɧɨɜɰɿ ɰɢɯ ɡɚɞɚɱ? 
2. ɇɚɜɟɞɿɬь ɩɪɢɤɥɚɞɢ ɡɜɢɱɚɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь, ɹɤɿ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɭɸɬьɫɹ ɥɢɲɟ ɱɢɫɟɥьɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ. 
3. Ⱦɚɣɬɟ ɩɨɪɿɜɧɹɥьɧɭ ɨɰɿɧɤɭ ɿ ɜɢɡɧɚɱɬɟ ɨɛɥɚɫɬɿ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ 

ɦɟɬɨɞɿɜ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɡɜɢɱɚɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь. 
4.  ɑɢ ɦɨɠɥɢɜɚ ɤɪɚɣɨɜɚ ɡɚɞɚɱɚ ɞɥɹ ɪɿɜɧɹɧь ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ? 
5. ɓɨ ɬɚɤɟ ɩɨɯɢɛɤɚ ɡɪɿɡɚɧɧɹ (ɨɛɦɟɠɟɧɧɹ) ? ɑɢɦ ɜɢɡɧɚɱɚєɬьɫɹ 

ɩɨɪɹɞɨɤ ɩɨɯɢɛɤɢ ɦɟɬɨɞɭ ? 
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Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɧɚ ɪɨɛɨɬɚ №10 

Ɇɟɬɨɞɢ ɛɟɡɭɦɨɜɧɨʀ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ 
 

5.1. Ɇɟɬɚ ɪɨɛɨɬɢ 
 
ȼɢɜɱɢɬɢ ɨɫɧɨɜɢ ɦɟɬɨɞɭ ɛɟɡɭɦɨɜɧɨʀ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ. ɇɚɜɱɢɬɢɫɹ 

ɪɨɡɜ'ɹɡɭɜɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɧɚɛɭɬɿ ɡɧɚɧɧɹ. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ 
ɦɟɬɨɞɢɤɨɸ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɩɪɨɝɪɚɦɧɢɯ ɩɪɨɞɭɤɬɿɜ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɮɭɧɤɰɿɣ 
ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɟɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ ɞɚɧɢɯ. 

10.2. Ɍɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
10.2.1. Зɚɝɚɥьɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ 
 

Ɉɩɬɢɦɿɡɚɰɿєɸ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɩɪɨɰɟɫ ɜɢɛɨɪɭ ɧɚɣɤɪɚɳɨɝɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ ɡ ɭɫɿɯ 
ɦɨɠɥɢɜɢɯ. ɉɪɢ ɿɧɠɟɧɟɪɧɢɯ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɚɯ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿɹ ɞɨɡɜɨɥɹє ɜɢɛɪɚɬɢ 
ɧɚɣɤɪɚɳɢɣ ɜɚɪɿɚɧɬ ɤɨɧɫɬɪɭɤɰɿʀ, ɧɚɣɤɪɚɳɢɣ ɪɨɡɩɨɞɿɥ ɪɟɫɭɪɫɿɜ ɬɨɳɨ.  

Ɉɩɬɢɦɿɡɚɰɿɹ ɡɞɿɣɫɧɸєɬьɫɹ ɡɚɜɞɹɤɢ ɡɦɿɧɿ ɞɟɹɤɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɡɚɞɚɱɿ, 
ɹɤɿ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ. ɑɢɫɥɨ ɰɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ є 
ɪɨɡɦɿɪɧɿɫɬɸ ɡɚɞɚɱɿ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ. Ɉɩɬɢɦɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɫɩɟɰɿɚɥьɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɿɞ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ, ɹɤɭ 
ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɮɭɧɤɰɿєɸ ɦɟɬɢ, ɚɛɨ ɤɪɢɬɟɪɿєɦ ɹɤɨɫɬɿ. ȼ ɩɪɨɰɟɫɿ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ 
ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɟɬɢ ɞɨɫɹɝɚє ɟɤɫɬɪɟɦɚɥьɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɬɨɛɬɨ ɦɚɤɫɢɦɚɥьɧɨɝɨ 
ɱɢ ɦɿɧɿɦɚɥьɧɨɝɨ. ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ є 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɡɚɞɚɱɿ. Ⱦɨ ɪɟɱɿ, ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ ɫɩɿɜɩɚɞɚє ɡ 
ɦɿɧɿɦɭɦɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ ɡ ɨɛɟɪɧɟɧɢɦ ɡɧɚɤɨɦ.  

Ɉɬɠɟ, ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɚ ɡɚɞɚɱɚ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ f=f(x1, x2,..., xn) ɡɚ n-ɜɢɦɿɪɧɢɦ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ 
ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ  
x=(x1, x2,..., xn) ɭ ɦɟɠɚɯ ɨɛɥɚɫɬɿ Ω:  

1 2
1 2 1 2

( , ,..., ) Ω
( , ,..., ) arg min ( , ,..., )

n
opt n opt n

x x x
x x x x f x x x


  . 

Є ɞɜɚ ɬɢɩɢ ɡɚɞɚɱ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ – ɛɟɡɭɦɨɜɧɿ ɬɚ ɭɦɨɜɧɿ.  
Ɂɚɞɚɱɚ (7.1) є ɛɟɡɭɦɨɜɧɨɸ. ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ xopt ɧɚɡɢɜɚɸɬь 

ɝɥɨɛɚɥьɧɢɦ ɦɿɧɿɦɭɦɨɦ. ɉɪɢɤɥɚɞɨɦ ɛɟɡɭɦɨɜɧɨʀ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ є 
ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɋɅȺɊ ɡɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɧɚɣɦɟɧɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɿɜ (2.5). Ɍɭɬ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ є ɫɤɥɚɞɨɜɿ ɜɟɤɬɨɪɚ x=(x1, x2), ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɟɬɢ 

f(x1, x2)=
3

2
1 1 2 2

1

( )i i i
i

a x a x b


  ,  
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ɚ ɨɛɥɚɫɬь Ω – ɰɟ ɜɫɹ ɨɛɥɚɫɬь ɞɿɣɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ.  
ɋɤɥɚɞɧɿɲɢɦɢ є ɭɦɨɜɧɿ ɡɚɞɚɱɿ, ɞɟ ɧɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɧɚɤɥɚɞɟɧɨ 

ɨɛɦɟɠɟɧɧɹ  
ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɪɿɜɧɹɧь 

1 2( , ,..., )=0; =1,i ng x x x i m  

ɿ (ɚɛɨ) ɧɟɪɿɜɧɨɫɬɟɣ 

1 2( , ,..., ) ; =1,i i n ia x x x b i k  . 

Ɉɛɦɟɠɟɧɧɹ ɡɚɝɚɥɨɦ ɡɜɭɠɭɸɬь ɨɛɥɚɫɬь ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ. Ɂɚɞɚɱɭ (7.1)-
(7.3) ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɭɦɨɜɧɨɸ ɡɚɞɚɱɟɸ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ, ɚ ʀʀ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ – 
ɥɨɤɚɥьɧɢɦ ɦɿɧɿɦɭɦɨɦ.  

ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɩɪɨɫɬɭ ɡɚɞɚɱɭ ɭɦɨɜɧɨʀ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ. 
Ɍɪɟɛɚ ɫɩɪɨɟɤɬɭɜɚɬɢ ɤɨɧɬɟɣɧɟɪ ɭ ɮɨɪɦɿ ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɨɝɨ ɩɚɪɚɥɟɩɿɩɟɞɚ 

ɨɛ’єɦɨɦ 1ɦ3, ɩɪɢɱɨɦɭ ɡ ɦɿɧɿɦɚɥьɧɢɦɢ ɜɢɬɪɚɬɚɦɢ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ. Ɂɚ 
ɧɟɡɦɿɧɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ ɫɬɿɧɨɤ ɨɫɬɚɧɧɹ ɭɦɨɜɚ ɨɡɧɚɱɚє ɦɿɧɿɦɚɥьɧɭ 
ɩɨɜɟɪɯɧɸ ɤɨɧɬɟɣɧɟɪɚ. əɤɳɨ ɩɨɡɧɚɱɢɬɢ ɯ1, ɯ2, ɯ3 ɞɨɜɠɢɧɢ ɪɟɛɟɪ 
ɤɨɧɬɟɣɧɟɪɚ, ɬɨ ɡɚɞɚɱɚ ɩɨɥɹɝɚє ɭ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ  
f=2(ɯ1ɯ2+ɯ1ɯ3+ɯ2ɯ3) ɡɚ ɬɪьɨɦɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ  ɯ1, ɯ2, ɯ3  
ɡ ɨɛɦɟɠɟɧɧɹɦ  ɯ1ɯ2ɯ3=1. 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ-ɨɛɦɟɠɟɧɧɹ ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɬɢ ɞɥɹ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹ ɨɞɧɨɝɨ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ:  ɯ3=1/ɯ1ɯ2;  f=2(ɯ1ɯ2+1/ɯ1+1/ɯ2). Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɡɚɞɚɱɚ ɫɬɚɥɚ 
ɛɟɡɭɦɨɜɧɨɸ ɡ ɞɜɨɦɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ. Ȳʀ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ є ɫɭɦɿɫɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ 
ɞɜɨɯ ɪɿɜɧɹɧь ɡ ɞɜɨɦɚ ɧɟɜɿɞɨɦɢɦɢ:  ∂f/∂x1=2(ɯ2–1/ɯ1

2)=0;  ∂f/∂x2=2(ɯ1–
1/ɯ2

2)=0.  Ɇɚɣɠɟ ɨɱɟɜɢɞɧɢɣ ʀɯ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ:  ɯ1=ɯ2=1. Ɂ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɯ3=1/ɯ1ɯ2  
ɦɚєɦɨ ɯ3=1. Ɉɬɠɟ, ɲɭɤɚɧɢɣ ɤɨɧɬɟɣɧɟɪ ɦɚє ɮɨɪɦɭ ɤɭɛɚ ɡ ɪɟɛɪɚɦɢ 1ɦ.  

ȼɢɜɱɚє ɬɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɭє ɡɚɞɚɱɿ ɭɦɨɜɧɨʀ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ ɜɚɠɥɢɜɢɣ ɪɨɡɞɿɥ 
ɩɪɢɤɥɚɞɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ – ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɟ ɩɪɨɝɪɚɦɭɜɚɧɧɹ.  

Ɋɨɡɝɥɹɞ ɦɟɬɨɞɿɜ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ ɩɨɱɧɟɦɨ ɡ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɯ: ɛɟɡɭɦɨɜɧɢɯ 
ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɡɚɞɚɱ, ɬɨɛɬɨ ɡɚɞɚɱ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɨɞɧɨɝɨ 
ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ f(x), ɹɤɳɨ x ɥɟɠɢɬь ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a,b] (a≤x≤b).  

ɒɭɤɚɬɢ ɟɤɫɬɪɟɦɚɥьɧɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x) ɥɟɝɤɨ, ɹɤɳɨ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ 
[a,b] ɿɫɧɭє ɩɨɯɿɞɧɚ df(x)/dx. Ɍɨɞɿ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ ɡɧɚɯɨɞɢɬьɫɹ ɚɛɨ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɿ 
ɜɿɞɪɿɡɤɚ [a,b], ɚɛɨ ɭ ɬɨɱɤɚɯ, ɳɨ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɚɦɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ df(x)/dx=0.  

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɪɢɤɥɚɞ. ɇɟɯɚɣ ɬɪɟɛɚ ɡɧɚɣɬɢ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ 
f(x)=x3/3–x2 ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ [1,3]. ɉɨɯɿɞɧɚ df(x)/dx=x2–2x. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɢ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ  x2–2x=0 ɬɚɤɿ:  x1=0;  x2=2. Ⱥɥɟ ɬɨɱɤɚ x1=0 є ɩɨɡɚ ɜɿɞɪɿɡɤɨɦ 
[1,3]. Ɉɬɠɟ, ɟɤɫɬɪɟɦɚɥьɧɢɦɢ ɦɨɠɭɬь ɛɭɬɢ ɬɨɱɤɢ:  a=1;  x2=2;  b=3. 
Ɂɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x) ɭ ɰɢɯ ɬɨɱɤɚɯ ɬɚɤɿ:  f(1)=–2/3;  f(2)=–4/3;  f(3)=0. 
ɉɪɨɫɬɢɦ ɩɨɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ, ɳɨ fmin=f(2)=–4/3, ɚ 
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fmax=f(3)=0. ɇɚ ɪɢɫ. 10.1 ɩɨɤɚɡɚɧɨ ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɟɤɫɬɪɟɦɚɥьɧɿ 
ɬɨɱɤɢ. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ɋɢɫ. 10.1. Ƚɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ f(x)=x3/3–x2 ɡ ɬɨɱɤɚɦɢ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɿɜ ɧɚ 
ɜɿɞɪɿɡɤɭ [a,b] 

 
Ɉɞɧɚɤ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɩɨɯɿɞɧɭ ɦɨɠɧɚ ɧɟ ɡɚɜɠɞɢ. ɑɚɫɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɟɬɢ 

ɡɚɞɚɧɚ ɥɢɲɟ ɫɭɤɭɩɧɿɫɬɸ ɡɧɚɱɟɧь ɜ ɩɟɜɧɢɯ ɬɨɱɤɚɯ. Ɇɨɠɥɢɜɢɣ ɜɢɯɿɞ – 
ɿɧɬɟɪɩɨɥɸɜɚɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ ɦɟɬɢ ɫɬɟɩɟɧɟɜɢɦ ɩɨɥɿɧɨɦɨɦ ɚɛɨ ɫɩɥɚɣɧɨɦ, 
ɞɥɹ ɹɤɢɯ ɥɟɝɤɨ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɩɨɯɿɞɧɭ. ɇɟɞɨɥɿɤ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯ 
ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ – ɭ ɩɨɹɜɿ ɩɨɯɢɛɨɤ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿʀ. 

Ɂɚɝɚɥьɧɚ ɿɞɟɹ ɱɢɫɥɨɜɢɯ ɩɨɲɭɤɨɜɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ ɩɨɥɹɝɚє ɭ 
ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɦɭ ɡɜɭɠɟɧɧɿ ɿɧɬɟɪɜɚɥɭ ɡ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɨɦ, ɩɨɤɢ ɪɨɡɦɿɪ 
ɿɧɬɟɪɜɚɥɭ ɧɟ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɬɢɦɟ ɡɚɞɚɧɿɣ ɬɨɱɧɨɫɬɿ  İ.  

ɉɪɹɦɢɣ ɩɟɪɟɛɿɪ ɩɨɥɹɝɚє ɭ ɩɨɞɿɥɿ ɜɿɞɪɿɡɤɚ [a,b] ɧɚ n=2(b-a)/İ 
ɱɚɫɬɢɧ, ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿ ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ f(x) ɭ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɩɨɞɿɥɭ ɬɚ 
ɩɨɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɡɧɚɱɟɧь ɜɢɞɿɥɢɬɢ ɬɨɱɤɢ ɡ ɧɚɣɦɟɧɲɢɦ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ. Ɇɟɬɨɞ 
ɝɪɚɧɢɱɧɨ ɩɪɨɫɬɢɣ, ɚɥɟ ɜɢɦɚɝɚє ɨɛɱɢɫɥɟɧь ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ (n+1) ɪɚɡ. 
ɇɟɯɚɣ ɞɨɜɠɢɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɚ [a,b] ɪɿɜɧɚ 1, ɚ İ=0.001. Ɍɨɞɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɬɪɟɛɚ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ 2001 ɪɚɡ.  

Ⱦɟɹɤɟ ɭɫɤɥɚɞɧɟɧɧɹ ɦɟɬɨɞɭ ɩɪɹɦɨɝɨ ɩɟɪɟɛɨɪɭ ɡɧɚɱɧɨ ɡɦɟɧɲɭє 
ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ. ɉɨɞɿɥɢɦɨ ɜɿɞɪɿɡɨɤ [a,b] ɧɟ ɧɚ 2000, ɚ ɧɚ 20 
ɱɚɫɬɢɧ ɿ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɬɨɱɤɭ ɡ ɧɚɣɦɟɧɲɢɦ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɮɭɧɤɰɿʀ (21 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ). Ⱦɚɥɿ ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɭɬɜɨɪɟɧɢɣ ɫɭɫɿɞɧɿɦɢ ɞɨ 
ɟɤɫɬɪɟɦɚɥьɧɨʀ ɬɨɱɤɚɦɢ, ɩɨɞɿɥɢɦɨ ɳɟ ɧɚ 20 ɱɚɫɬɢɧ ɿ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɬɨɱɤɭ ɡ 
ɦɿɧɿɦɭɦɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɠɟ ɭ ɦɟɠɚɯ ɰьɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ (ɳɟ 19 ɨɛɱɢɫɥɟɧь 
ɮɭɧɤɰɿʀ). ɇɚɫɬɭɩɧɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɡɚɞɚɧɭ ɬɨɱɧɿɫɬь 
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ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ, ɚ ɡɚɝɚɥьɧɚ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɨɛɱɢɫɥɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɜɫьɨɝɨ 59 ɩɪɨɬɢ 2001 ɩɪɢ ɩɪɹɦɨɦɭ ɩɟɪɟɛɨɪɿ.  

Ɇɟɬɨɞ „ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɿɱɟɧɧɹ” є ɧɚɣɨɳɚɞɥɢɜɿɲɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɝɥɨɛɚɥьɧɨʀ 
ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ ɮɭɧɤɰɿɣ ɨɞɧɿєʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. Ɍɭɬ ɜɩɨɜɧɿ ɪɟɚɥɿɡɨɜɚɧɨ ɨɫɧɨɜɧɭ 
ɿɞɟɸ ɩɨɲɭɤɨɜɢɯ ɦɟɬɨɞɿɜ – ɩɨɛɭɞɨɜɚ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ ɜɤɥɚɞɟɧɢɯ 
ɜɿɞɪɿɡɤɿɜ, ɳɨ ɫɬɹɝɭɸɬьɫɹ ɞɨ ɬɨɱɤɢ ɦɿɧɿɦɭɦɚ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ 
ɧɚɫɬɭɩɧɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɨɛɱɢɫɥɸєɬьɫɹ ɥɢɲɟ ɨɞɢɧ ɪɚɡ. ɐɟ 
ɦɨɠɥɢɜɨ ɡɚɜɞɹɤɢ ɩɪɨɫɬɨɦɭ ɩɪɚɜɢɥɭ ɩɨɞɿɥɭ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɧɚ ɛɿɥьɲɭ ɿ ɦɟɧɲɭ 
ɱɚɫɬɢɧɢ ɡɚ ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ „ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɿɱɟɧɧɹ”: ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧɢ 
ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɞɨ ɣɨɝɨ ɛɿɥьɲɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ ɞɨɪɿɜɧɸє ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɸ ɛɿɥьɲɨʀ 
ɱɚɫɬɢɧɢ ɞɨ ɦɟɧɲɨʀ (ɞɢɜɢɫь ɪɢɫ. 10.2). 

 

 
Ɋɢɫ. 10.2. ɉɪɚɜɢɥɨ „ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɿɱɟɧɧɹ” 

 
ɐɟ ɩɪɚɜɢɥɨ ɜɩɟɪɲɟ ɡɭɫɬɪɿɱɚєɬьɫɹ ɜ ɩɪɚɰɹɯ ɞɚɜɧьɨɝɪɟɰьɤɨɝɨ 

ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ ɿ ɮɿɥɨɫɨɮɚ ȿɜɤɥɿɞɚ (EνțȜİȚįȘȗ, Euclid, 3-ɬє ɫɬ. ɞɨ ɧ. ɟ.), ɚ 
ɜɿɞɨɦɟ ɛɭɥɨ ɳɟ ɉɿɮɚɝɨɪɭ (Πυșαγορασ, Pythagoras, 6-ɬɟ ɫɬ. ɞɨ ɧ. ɟ.). 
ɇɚɡɜɭ „ɡɨɥɨɬɟ ɫɿɱɟɧɧɹ” ɞɚɜ ɡɧɚɦɟɧɢɬɢɣ ɿɬɚɥɿɣɫьɤɢɣ ɦɢɬɟɰь, ɿɧɠɟɧɟɪ ɿ 
ɮɿɥɨɫɨɮ ɤɿɧɰɹ 15-ɝɨ – ɩɨɱɚɬɤɭ 16-ɝɨ ɫɬɨɪɿɱ Ʌɟɨɧɚɪɞɨ ɞɚ ȼɿɧɱɿ 
(Leonardo da Vinci). Ɂ ɣɨɝɨ ɥɟɝɤɨʀ ɪɭɤɢ ɛɚɝɚɬɨ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɦɢɬɰɿɜ ɬɚ 
ɞɨɫɥɿɞɧɢɤɿɜ ɜɛɚɱɚɥɢ ɜ „ɡɨɥɨɬɨɦɭ ɫɿɱɟɧɧɿ” ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥьɧɟ 
ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɠɢɜɨʀ ɬɚ ɧɟɠɢɜɨʀ ɩɪɢɪɨɞɢ, ɯɨɱɚ ɨɛ’єɤɬɢɜɧɢɯ ɩɿɞɫɬɚɜ 
ɞɥɹ ɰьɨɝɨ ɜɤɪɚɣ ɦɚɥɨ.  

ɉɨɲɭɤ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɨɱɢɧɚєɬьɫɹ „ɡɨɥɨɬɢɦ ɫɿɱɟɧɧɹɦ” 
ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɧɚ ɱɚɫɬɢɧɢ, ɹɤ ɩɨɤɚɡɚɧɨ ɧɚ ɪɢɫ. 21. ɋɟɪɟɞ 
ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɱɨɬɢɪьɨɯ ɬɨɱɤɚɯ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɦɿɧɿɦɚɥьɧɟ ɿ ɧɚɫɬɭɩɧɢɣ 
ɜɿɞɪɿɡɨɤ ɭɬɜɨɪɸɸɬь ɬɨɱɤɚ ɦɿɧɿɦɭɦɭ ɬɚ ɳɟ ɞɜɿ ɧɚɣɛɥɢɠɱɿ ɞɨ ɧɟʀ ɬɨɱɤɢ. 
Ⱦɥɹ „ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɿɱɟɧɧɹ” ɰьɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɬɪɟɛɚ ɡɧɚɣɬɢ ɥɢɲɟ ɨɞɧɭ ɧɨɜɭ 
ɬɨɱɤɭ. ɋɚɦɟ ɬɨɦɭ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɨɛɱɢɫɥɟɧь є ɦɿɧɿɦɚɥьɧɨɸ. ɉɨɲɭɤ ɬɪɢɜɚє, 
ɩɨɤɢ ɞɨɜɠɢɧɚ ɱɟɪɝɨɜɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɧɟ ɫɬɚɧɟ ɦɟɧɲɨɸ ɡɚɞɚɧɨʀ ɬɨɱɧɨɫɬɿ.  

ɉɪɚɤɬɢɱɧɿ ɦɟɬɨɞɢ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨʀ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ є, ɹɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, 
ɤɨɦɛɿɧɨɜɚɧɢɦɢ, ɬɨɛɬɨ ɩɨєɞɧɭɸɬь, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɣ ɬɚ 
ɦɟɬɨɞ „ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɿɱɟɧɧɹ”.  

Ɂɧɚɱɧɨ ɫɤɥɚɞɧɿɲɢɦɢ є ɦɟɬɨɞɢ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɛɚɝɚɬьɨɯ 
ɚɪɝɭɦɟɧɬɿɜ. əɤɳɨ ɨɛɦɟɠɟɧь ɧɟɦɚє, ɬɨ ɦɿɧɿɦɭɦ ɮɭɧɤɰɿʀ f=f(x1, x2,..., xn) 
ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɫɟɪɟɞ ɬɨɱɨɤ, ɳɨ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɚɦɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɿɜɧɹɧь 
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f(x1, x2,..., xn)/xi=0, (i=1,…,n). ɉɪɢɤɥɚɞ ɬɚɤɨʀ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ ɩɨɤɚɡɚɧɨ 
ɬɪьɨɦɚ ɫɬɨɪɿɧɤɚɦɢ ɪɚɧɿɲɟ ɩɪɢ ɩɨɲɭɤɭ ɩɚɪɚɥɟɥɟɩɿɩɟɞɚ ɡ ɧɚɣɦɟɧɲɨɸ 
ɩɨɜɟɪɯɧɟɸ. Ⱥɥɟ ɞɚɥɟɤɨ ɧɟ ɡɚɜɠɞɢ ɦɨɠɧɚ ɥɟɝɤɨ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɩɨɯɿɞɧɿ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ. Ɍɨɞɿ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬь ɱɢɫɥɨɜɿ ɩɨɲɭɤɨɜɿ ɦɟɬɨɞɢ.  

Ɉɞɪɚɡɭ ɦɨɠɧɚ ɜɿɞɤɢɧɭɬɢ ɦɟɬɨɞɢ ɩɟɪɟɛɨɪɭ, ɹɤɿ є ɧɟɩɪɢɩɭɫɬɢɦɨ 
ɝɪɨɦɿɡɞɤɢɦɢ ɞɥɹ ɛɚɝɚɬɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɡɚɞɚɱ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ. ɇɟɨɛɯɿɞɧɿ 
ɫɩɟɰɿɚɥьɧɿ ɱɢɫɥɨɜɿ ɦɟɬɨɞɢ ɰɿɥɟɫɩɪɹɦɨɜɚɧɨɝɨ ɩɨɲɭɤɭ.  

ɉɨɪɿɜɧɹɧɨ ɩɪɨɫɬɢɦ є ɦɟɬɨɞ ɩɨɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ. ɉɨɲɭɤ 
ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ f=f(x1, x2,..., xn) ɩɨɱɢɧɚєɦɨ ɡ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨʀ ɬɨɱɤɢ ɡ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ x1

(0), x2
(0),..., xn

(0). Ɂɚɮɿɤɫɭєɦɨ ɭ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɜɫɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ, 
ɤɪɿɦ ɩɟɪɲɨʀ. Ɍɨɞɿ f=f(x1,x2

(0),..., xn
(0)) є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɥɢɲɟ ɨɞɧɿєʀ ɡɦɿɧɧɨʀ x1, 

ɿ ɡɚɞɚɱɚ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬьɫɹ ɦɟɬɨɞɚɦɢ, ɳɨ ɪɨɡɝɥɹɧɭɬɿ ɜɢɳɟ. 
Ɂɧɚɣɞɟɧɚ ɬɨɱɤɚ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɡ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ x1

(1), x2
(0),..., xn

(0) є 
ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɸ ɞɥɹ ɧɚɫɬɭɩɧɨɝɨ ɤɪɨɤɭ, ɞɟ ɦɿɧɿɦɿɡɭєɬьɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɟɬɢ 
f=f(x1

(1), x2, x3
(0),..., xn

(0)) ɡɚ ɞɪɭɝɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ. ɉɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬь ɤɪɨɤɿɜ 
ɩɪɨɞɨɜɠɭєɬьɫɹ, ɩɨɤɢ ɡɚɞɚɧɚ ɬɨɱɧɿɫɬь ɧɟ ɞɨɫɹɝɧɟɧɚ. Ɇɟɬɨɞ є 
ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬɸ ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɢɯ ɡɚɞɚɱ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ, ɚɥɟ ɿɫɧɭє ɤɥɚɫ ɡɚɞɚɱ, 
ɹɤɿ ɜɿɧ ɩɪɢɧɰɢɩɨɜɨ ɧɟ ɦɨɠɟ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ. ɑɚɫɬɨ ɝɪɚɮɿɱɧɟ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ ɦɚє ɹɪɨɩɨɞɿɛɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ, ɳɨ ɭ ɞɜɨɜɢɦɿɪɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ 
ɧɚɝɚɞɭє ɜɭɡьɤɢɣ ɹɪ ɡɿ ɫɬɪɿɦɤɢɦɢ ɫɬɿɧɤɚɦɢ ɿ ɩɨɥɨɝɢɦ ɞɧɨɦ. Ɇɟɬɨɞ 
ɩɨɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ ɲɜɢɞɤɨ ɞɨɫɹɝɚє ɞɧɚ ɹɪɭ, ɚɥɟ ɩɨɞɚɥьɲɢɣ ɪɭɯ 
ɞɨ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɡɚ ɣɨɝɨ ɞɧɨɦ ɪɿɡɤɨ ɫɩɨɜɿɥьɧɸєɬьɫɹ ɚɛɨ ɣ ɡɨɜɫɿɦ 
ɡɭɩɢɧɹєɬьɫɹ. Ɇɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨ ɰɟ ɨɡɧɚɱɚє, ɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɟɬɢ ɞɨɫɹɝɥɚ 
ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɡɚ ɤɨɠɧɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ ɡɨɤɪɟɦɚ, ɚɥɟ ɰɟ ɳɟ ɧɟ є ɦɿɧɿɦɭɦ ɡɚ ɜɫɿɦɚ 
ɡɦɿɧɧɢɦɢ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ.  

ɍɫɩɿɲɧɨ ɫɩɪɚɜɥɹєɬьɫɹ ɡ ɹɪɨɩɨɞɿɛɧɢɦɢ ɡɚɞɚɱɚɦɢ ɦɟɬɨɞ 
ɝɪɚɞɿєɧɬɧɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ. ȼ ɩɪɢɪɨɞɿ є ɱɢɦɚɥɨ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿɣɧɢɯ ɡɚɞɚɱ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɜɨɞɚ ɫɬɿɤɚє ɧɚ ɞɧɨ ɹɦɢ ɡɚ ɧɚɣɤɨɪɨɬɲɢɦɢ ɬɪɚєɤɬɨɪɿɹɦɢ, ɳɨ 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬь ɧɚɣɛɿɥьɲɿɣ ɤɪɭɬɢɡɧɿ ɫɬɿɧɨɤ ɹɦɢ. ɐɹ ɤɪɭɬɢɡɧɚ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨ ɜɢɪɚɠɚєɬьɫɹ ɩɨɧɹɬɬɹɦ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ. Ƚɪɚɞɿєɧɬɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ 
f=f(x1, x2,..., xn) ɭ ɬɨɱɰɿ (x1

(0), x2
(0),..., xn

(0)) є ɜɟɤɬɨɪ, ɫɤɥɚɞɨɜɿ ɹɤɨɝɨ є 
ɱɚɫɬɢɧɧɢɦɢ ɩɨɯɿɞɧɢɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɡɚɞɚɧɿɣ ɬɨɱɰɿ: 

(0) (0) (0)
1 2(0) (0) (0) 1 2

1 2

1 2 , ,..., 
, ,..., 

grad ( , ,..., )=( , ,..., )
n n

n

f f f

n x x x x x x
x x x

f x x x   
   . 

ȼɟɤɬɨɪ ɝɪɚɞɿєɧɬɭ ɩɨɤɚɡɭє ɧɚɩɪɹɦ ɧɚɣɛɿɥьɲɨɝɨ ɡɪɨɫɬɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
Ɉɬɠɟ, ɹɤɳɨ ɡɪɨɛɢɬɢ ɤɪɨɤ ɭ ɧɚɩɪɹɦɿ ɚɧɬɢɝɪɚɞɿєɧɬɚ, ɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɚɝɚɥɨɦ 
ɡɦɟɧɲɭєɬьɫɹ. ȼɟɥɢɱɢɧɭ ɤɪɨɤɭ ɜɢɡɧɚɱɚɸɬь ɫɩɟɰɿɚɥьɧɿ ɚɞɚɩɬɢɜɧɿ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦɢ. ɇɨɜɚ ɬɨɱɤɚ (x1

(1), x2
(1),..., xn

(1)), ɭ ɹɤɿɣ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ 
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ɡɦɟɧɲɢɥɨɫь, є ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɸ ɞɥɹ ɧɚɫɬɭɩɧɨɝɨ ɤɪɨɤɭ. ɍ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɡɧɨɜɭ 
ɨɛɱɢɫɥɸɸɬь ɝɪɚɞɿєɧɬ 

(1) (1) (1)
1 2(1) (1) (1) 1 2

1 2

1 2 , ,..., 
, ,..., 

grad ( , ,..., )=( , , ..., )
n n

n

f f f

n x x x x x x
x x x

f x x x
  

        (7.5) 

ɬɚ ɡɞɿɣɫɧɸɸɬь ɤɪɨɤ ɭ ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ. ɉɪɨɰɟɫ ɩɨɲɭɤɭ 
ɧɟɭɯɢɥьɧɨ ɧɚɛɥɢɠɭєɬьɫɹ ɞɨ ɬɨɱɤɢ ɦɿɧɿɦɭɦɚ, ɞɟ ɜɫɿ ɫɤɥɚɞɨɜɿ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ 
ɪɿɜɧɿ ɧɭɥɸ. ɇɟɞɨɥɿɤɨɦ ɝɪɚɞɿєɧɬɧɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ є ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ 
(7.5) ɧɚ ɤɨɠɧɨɦɭ ɤɪɨɰɿ. Ⱥɧɚɥɿɬɢɱɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ 
ɦɨɠɥɢɜɟ ɭ ɜɢɤɥɸɱɧɢɯ ɜɢɩɚɞɤɚɯ. əɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɫɤɥɚɞɨɜɿ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ 
ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɧɚɛɥɢɠɟɧɨ: 

1 1

1
( ( ,..., Δ ,..., ) ( ,..., ,..., )); 1,

Δ i i n i n

i i

f
f x x x x f x x x i n

x x


   


.    (7.6) 

Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ ɧɚ ɤɨɠɧɨɦɭ ɤɪɨɰɿ ɨɛɬɹɠɥɢɜɟ. Ɇɟɬɨɞ 
ɧɚɣɲɜɢɞɲɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ, ɜɩɟɪɲɟ ɡɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɢɣ ɡɧɚɦɟɧɢɬɢɦ 
ɪɚɞɹɧɫьɤɢɦ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɨɦ ɿ ɟɤɨɧɨɦɿɫɬɨɦ Ʌ. ȼ. Ʉɚɧɬɨɪɨɜɢɱɟɦ, є 
ɩɨɲɢɪɟɧɨɸ ɦɨɞɢɮɿɤɚɰɿєɸ ɝɪɚɞɿєɧɬɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɚ. Ɂɚ ɦɟɬɨɞɨɦ 
ɧɚɣɲɜɢɞɲɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ ɪɭɯ ɭ ɧɚɩɪɹɦɿ ɚɧɬɢɝɪɚɞɿєɧɬɚ ɬɪɢɜɚє ɧɟ ɨɞɢɧ 
ɤɪɨɤ, ɚ ɩɨɤɢ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɟɬɢ ɡɦɟɧɲɭєɬьɫɹ. Ʉɨɥɢ ɦɿɧɿɦɭɦ ɞɨɫɹɝɧɟɧɨ, ɪɭɯ 
ɩɪɨɞɨɜɠɭєɬьɫɹ ɡɚ ɧɨɜɢɦ ɧɚɩɪɹɦɨɦ, ɳɨ ɜɤɚɡɭє ɨɛɱɢɫɥɟɧɢɣ 
ɚɧɬɢɝɪɚɞɿєɧɬ ɭ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ. Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɬɨɱɨɤ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ 
ɡɧɚɱɧɨ ɦɟɧɲɟ. ɉɨ ɫɭɬɿ, ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɲɜɢɞɲɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ ɩɨєɞɧɭє ɦɟɬɨɞɢ 
ɩɨɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨɝɨ ɿ ɝɪɚɞɿєɧɬɧɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ. Ɇɿɧɿɦɿɡɚɰɿɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ ɡɚ 
ɚɧɬɢɝɪɚɞɿєɧɬɨɦ є ɨɞɧɨɜɢɦɿɪɧɨɸ ɡɚɞɚɱɟɸ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ ɜɡɞɨɜɠ ɧɚɩɪɹɦɚ 
ɚɧɬɢɝɪɚɞɿєɬɚ, ɚ ɜ ɦɟɬɨɞɿ ɩɨɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ ɧɚɩɪɹɦ ɫɩɿɜɩɚɞɚє ɩɨ 
ɱɟɪɡɿ ɡ ɨɫɹɦɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ.  

 
10.2.2. Ɉɩɬɢɦɿɡɚɰɿɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɨɞɧɿєʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɭ ɫɢɫɬɟɦɿ MATLAB 

 

ɍ ɫɢɫɬɟɦɿ MATLAB є ɱɢɦɚɥɨ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɳɨ ɪɟɚɥɿɡɭɸɬь ɪɿɡɧɿ ɦɟɬɨɞɢ 
ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ. ȼɢɜɱɢɦɨ ɨɞɧɭ ɡ ɧɢɯ, ɳɨ ɲɭɤɚє ɦɿɧɿɦɭɦ ɞɿɣɫɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɨɞɧɿєʀ ɞɿɣɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɚ ɤɨɪɨɬɤɚ MATLAB-ɩɪɨɝɪɚɦɚ 
ɧɚɜɟɞɟɧɚ ɧɢɠɱɟ.  

%***********************************************
********************** 

% Optimization (golden section and parabolic 
interpolation) 

%***********************************************
********************** 
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clear; 
x=[-pi:0.01:4*pi]; 
f=sin(x)+x/10; 
plot(x,f);  grid; 
options=optimset('display', 'iter'); 
[xmin,fmin,exitflag,output]=fminbnd('sin(x)+x/10

', 0, 4*pi, options),  
 
MATLAB-ɩɪɨɝɪɚɦɚ ɩɿɫɥɹ ɨɱɢɳɟɧɧɹ ɪɨɛɨɱɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ ɩɚɦ’ɹɬɿ ɛɭɞɭє 

ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ f ɡɚ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ ɜ ɦɚɫɢɜɿ x  ɜɿɞ –π ɞɨ 4π 
ɡ ɤɪɨɤɨɦ 0.01 (ɪɢɫ. 10.3).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ɋɢɫ. 10.3. Ƚɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɦɿɧɿɦɭɦ ɹɤɨʀ ɲɭɤɚє fminbnd 
 
Ⱦɚɥɿ ɣɞɟ ɡɜɟɪɬɚɧɧɹ ɞɨ ɮɭɧɤɰɿʀ MATLAB fminbnd. ɐɹ ɮɭɧɤɰɿɹ 

ɧɚɞɿɣɧɨ ɡɧɚɯɨɞɢɬь ɦɿɧɿɦɭɦ ɞɿɣɫɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɿɣɫɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ ɡɚ 
ɤɨɦɛɿɧɨɜɚɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ, ɳɨ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɡɜɭɠɭє ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɩɨɲɭɤɭ ɦɟɬɨɞɨɦ 
„ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɿɱɟɧɧɹ”, ɚ ɩɨɬɿɦ ɭɬɨɱɧɸє ɪɿɲɟɧɧɹ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɦ 
ɩɚɪɚɛɨɥɿɱɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ.  

ɑɨɬɢɪɦɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ fminbnd є: ɫɬɪɿɱɤɨɜɢɣ ɜɢɪɚɡ, ɳɨ 
ɡɚɞɚє ɮɭɧɤɰɿɸ ɦɟɬɢ; ɧɢɠɧɹ ɬɚ ɜɟɪɯɧɹ ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɦɟɠɿ ɿɧɬɟɪɜɚɥɭ 
ɩɨɲɭɤɭ; ɦɚɫɢɜ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ, ɡɚɞɚɧɢɣ ɮɭɧɤɰɿєɸ optimset ɭ 
ɩɨɩɟɪɟɞɧьɨɦɭ ɨɩɟɪɚɬɨɪɿ ɩɪɨɝɪɚɦɢ. Ɏɭɧɤɰɿɹ optimset ɡɚɞɚє ɜɢɜɿɞ ɭ  
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ɤɨɦɚɧɞɧɟ ɜɿɤɧɨ MATLAB ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɭɫɿɯ ɿɬɟɪɚɰɿɣ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɡ 
ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɨɲɭɤɭ ɧɚ ɤɨɠɧɨɦɭ ɤɪɨɰɿ (ɞɢɜɢɫь ɬɚɛɥɢɰɸ 1).  

Ʉɿɧɰɟɜɿ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɢ ɩɨɲɭɤɭ ɜɢɜɨɞɢɬь ɜ ɤɨɦɚɧɞɧɟ ɜɿɤɧɨ ɮɭɧɤɰɿɹ 
fminbnd ɜ ɧɚɫɬɭɩɧɨɦɭ ɩɨɪɹɞɤɭ: ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ ɭ ɬɨɱɰɿ ɦɿɧɿɦɭɦɚ 
xmin; ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ ɭ ɬɨɱɰɿ ɦɿɧɿɦɭɦɚ fmin; ɥɨɝɿɱɧɚ ɡɦɿɧɧɚ 
ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ exitflag; ɩɿɞɫɭɦɤɨɜɿ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɩɨɲɭɤɭ output 
(ɤɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ, ɤɿɥьɤɿɫɬь ɨɛɱɢɫɥɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɟɬɢ, ɧɚɡɜɚ ɦɟɬɨɞɭ 
ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ). 

 

10.3. ɉɪɨɝɪɚɦɚ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɦɟɬɨɞɨɦ ɛɟɡɭɦɨɜɧɨʀ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ. 
2. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɞɚɱɭ ɡɚɫɨɛɚɦɢ Matlab ɡɝɿɞɧɨ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
3. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɬɚ ɨɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ. 
 
10.4. ɉɨɪɹɞɨɤ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ 

 
1. Ɉɡɧɚɣɨɦɢɬɢɫɹ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɦɢ ɜɿɞɨɦɨɫɬɹɦɢ. 
2. ȼɢɛɪɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ ɜɚɪɿɚɧɬɭ (ɡɚ ɧɨɦɟɪɨɦ ɭ ɠɭɪɧɚɥɿ 

ɩɿɞɝɪɭɩɢ ɚɛɨ ɡɚ ɜɤɚɡɿɜɤɨɸ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚ). 
3. Ɂɚɜɚɧɬɚɠɢɬɢ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ MATLAB. Ɋɨɡɜ'ɹɡɚɬɢ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡɝɿɞɧɨ 

ɜɚɪɿɚɧɬɭ. 
4. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ. Ɉɮɨɪɦɢɬɢ ɡɜɿɬ ɩɪɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɪɨɛɨɬɢ.  
 
10.5. Зɚɜɞɚɧɧɹ 
 
1.  ɇɚɛɪɚɬɢ ɜ ɫɢɫɬɟɦɿ MATLAB ɬɚ ɜɿɞɥɚɝɨɞɢɬɢ ɬɟɤɫɬ ɩɪɨɝɪɚɦɢ 

ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɨɞɧɿєʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. 
2.  ɉɿɞɿɛɪɚɬɢ ɬɚɤɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɢɠɧьɨʀ ɦɟɠɿ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ, ɡɚ 

ɹɤɨɝɨ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ ɞɨ ɥɨɤɚɥьɧɨɝɨ 
ɱɢ ɝɥɨɛɚɥьɧɨɝɨ ɦɿɧɿɦɭɦɚ (ɪɢɫɭɧɨɤ 10.3). ȼɿɞɡɧɚɱɢɬɢ ɤɿɥьɤɿɫɬь ɿɬɟɪɚɰɿɣ 
ɜ ɤɨɠɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɬɚ ɩɟɪɟɛɿɝ ɿɬɟɪɚɰɿɣɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɭ (ɬɚɛɥɢɰɹ 1).  

3.   ɉɨɹɫɧɢɬɢ ɜɫɿ ɨɩɟɪɚɬɨɪɢ MATLAB-ɩɪɨɝɪɚɦɢ. 
ɇɢɠɧɹ ɦɟɠɚ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ є ɞɪɭɝɢɦ 

ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ fminbnd. Ɂɚɥɟɠɧɨ ɜɿɞ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɰɿєʀ ɧɢɠɧьɨʀ ɦɟɠɿ 
ɮɭɧɤɰɿɹ fminbnd ɡɧɚɯɨɞɢɬь ɚɛɨ ɥɨɤɚɥьɧɿ ɦɿɧɿɦɭɦɢ ɡ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ  
(10.8954, 0.0946) ɬɚ (4.6122, -0.5338), ɚɛɨ ɝɥɨɛɚɥьɧɢɣ ɦɿɧɿɦɭɦ ɡ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ (-1.6710, -1.1621) (ɞɢɜɢɫь ɬɚɛɥɢɰɸ 2).  
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Ɍɪɟɛɚ ɡɚɞɚɜɚɬɢ ɪɿɡɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ ɿ ɫɥɿɞɤɭɜɚɬɢ ɡɚ 
ɤɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ ɦɿɧɿɦɭɦɚ (xmin, fmin), ɹɤɢɣ ɡɧɚɯɨɞɢɬь ɮɭɧɤɰɿɹ fminbnd. 
Ⱦɨɫɬɚɬɧьɨ ɡɚɮɿɤɫɭɜɚɬɢ ɹɤɿ-ɧɟɛɭɞь ɬɪɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɢɠɧьɨʀ ɦɟɠɿ, ɳɨ 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬь ɬɪьɨɦ ɦɿɧɿɦɭɦɚɦ.  

 
Ɍɚɛɥɢɰɹ 1. ȼɢɜɿɞ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ sin(x)+x/10, 

ɹɤɳɨ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɩɨɲɭɤɭ [0, 4*pi]. 
Func-count     x f(x)             

Procedure 
         1 4.79993 -0.516178           

initial 
         2 7.76644 1.77282            

golden 
         3 2.96652 0.470834           

golden 
         4 4.86953 -0.500727           

parabolic 
         5 4.55691 -0.532246           

parabolic 
         6 3.94943 -0.327853           

golden 
         7 4.61212 -0.533765           

parabolic 
         8 4.61209 -0.533765           

parabolic 
         9 4.61222 -0.533765           

parabolic 
       10 4.68392 -0.531203           

golden 
       11 4.61219 -0.533765           

parabolic 
       12 4.61226 -0.533765           

parabolic 
 
Optimization terminated successfully: the 

current x satisfies the termination criteria using 
OPTIONS. TolX of 1.000000e-004  

xmin = 4.6122  
fmin = -0.5338 
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exitflag = 1 
output =     iterations: 9      funcCount: 9      

algorithm: 'golden section search, parabolic 
interpolation'  

 
ȼɚɪɿɚɧɬ 1 
ȼɢɜɿɞ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ cos(x)+x2, ɹɤɳɨ 

ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɩɨɲɭɤɭ [0, 10]. 
ȼɚɪɿɚɧɬ 2 
ȼɢɜɿɞ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ x2-tg(x+5), ɹɤɳɨ 

ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɩɨɲɭɤɭ [0, 8]. 
ȼɚɪɿɚɧɬ 3 

ȼɢɜɿɞ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ 2 2x  , ɹɤɳɨ 
ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɩɨɲɭɤɭ [2, 5].  

ȼɚɪɿɚɧɬ 4 
ȼɢɜɿɞ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ   2cos x y x  , ɹɤɳɨ 

ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɩɨɲɭɤɭ [1, 8].  
ȼɚɪɿɚɧɬ 5 
ȼɢɜɿɞ ɪɟɡɭɥьɬɚɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ ɦɿɧɿɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɿʀ 0,5 lg( )x x , ɹɤɳɨ 

ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɿɧɬɟɪɜɚɥ ɩɨɲɭɤɭ [1, 6]. 
  
10.6. Ʉɨɧɬɪɨɥьɧɿ ɡɚɩɢɬɚɧɧɹ 

 
1. ȼ ɱɨɦɭ ɜɿɞɦɿɧɧɿɫɬь ɛɟɡɭɦɨɜɧɢɯ ɬɚ ɭɦɨɜɧɢɯ ɡɚɞɚɱ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ? 
2. ɑɨɦɭ ɩɨєɞɧɭɸɬь ɦɟɬɨɞɢ „ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɿɱɟɧɧɹ” ɬɚ ɿɧɬɟɪɩɨɥɹɰɿɣɧɢɣ? 
3. ɉɨɹɫɧɿɬь ɝɪɚɞɿєɧɬɧɢɣ ɦɟɬɨɞ ɬɚ ɦɟɬɨɞ ɧɚɣɲɜɢɞɲɨɝɨ ɫɩɭɫɤɭ. 

 

       

      


