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Вɫɬɭɩ 

Ʉɭɪɫ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɝɨ ɚɧɚɥɿɡɭ є ɨɞɧɢɦ ɿɡ ɫɩɨɫɨɛɿɜ ɪɨɡɜɢɬɤɭ 
ɥɨɝɿɱɧɨɝɨ ɿ ɚɥɝɨɪɢɬɦɿɱɧɨɝɨ ɦɢɫɥɟɧɧɹ ɫɬɭɞɟɧɬɿɜ, ɨɜɨɥɨɞɿɧɧɹ 
ɨɫɧɨɜɧɢɦɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɬɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɡɚɞɚɱ, ɜɢɪɨɛɥɟɧɧɹ ɭɦɿɧɧɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨ 
ɪɨɡɲɢɪɸɜɚɬɢ ɫɜɨʀ ɡɧɚɧɧɹ ɡ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɿ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɣ ɚɩɚɪɚɬ ɞɨ ɚɧɚɥɿɡɭ ɬɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɩɪɚɤɬɢɱɧɢɯ 
ɡɚɞɚɱ. 

Ⱦɢɫɰɢɩɥɿɧɚ ɫɩɪɹɦɨɜɚɧɚ ɧɚ ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ ɡɚɝɚɥьɧɨɧɚɭɤɨɜɢɯ, 
ɿɧɫɬɪɭɦɟɧɬɚɥьɧɢɯ, ɡɚɝɚɥьɧɨ-ɩɪɨɮɟɫɿɣɧɢɯ ɬɚ ɫɩɟɰɿɚɥɿɡɨɜɚɧɨ-

ɩɪɨɮɟɫɿɣɧɢɯ ɤɨɦɩɟɬɟɧɰɿɣ. 
 

1. Вɫɬɭɩ ɞɨ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɝɨ ɚɧɚɥɿɡɭ 
 

ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ  y f x  ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ X  

ɬɨɱɤɢ 
0x , ɤɪɿɦ, ɦɨɠɥɢɜɨ, ɫɚɦɨʀ ɬɨɱɤɢ 

0x . 

ɑɢɫɥɨ A  ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɝɪɚɧɢɰɟɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  y f x  ɜ ɬɨɱɰɿ 

0x , ɹɤɳɨ ɞɥɹ ɞɨɜɿɥьɧɨʀ ɡɛɿɠɧɨʀ ɞɨ 
0x  ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ  nx , ɞɟ 

n
x X , 

0n
x x , ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬь   nf x  ɦɚє ɝɪɚɧɢɰɸ, ɹɤɚ 

ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɢɫɥɭ A , ɿ ɡɚɩɢɫɭɸɬь  
 

0

lim
x x

f x A


 . 

ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ  y f x  ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɧɚ 

ɩɪɨɦɿɠɤɭ  ;  . 
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ɑɢɫɥɨ A  ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɝɪɚɧɢɰɟɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  y f x  ɩɪɢ 

x  ɿ ɩɢɲɭɬь  lim
x

f x A


 , ɹɤɳɨ ɞɥɹ ɞɨɜɿɥьɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ 

0   ɿɫɧɭє ɬɚɤɟ ɱɢɫɥɨ   0M M   , ɳɨ ɩɪɢ x M  

ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬь 

 f x A   . 

Ɏɭɧɤɰɿɹ  y f x  ɩɪɢ 
0x x  ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ 

ɜɟɥɢɤɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ, ɹɤɳɨ  
0

lim
x x

f x


  .  

Ɏɭɧɤɰɿɹ  y f x  ɩɪɢ 
0x x  ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ 

ɦɚɥɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ, ɹɤɳɨ  
0

lim 0
x x

f x


 . 

Ɉɫɧɨɜɧɿ ɬɟɨɪɟɦɢ ɩɪɨ ɝɪɚɧɢɰɿ. 
Ɍɟɨɪɟɦɚ 1. (ɩɪɨ ɝɪɚɧɢɰɸ ɫɭɦɢ, ɞɨɛɭɬɤɭ ɿ ɱɚɫɬɤɢ). əɤɳɨ 

ɤɨɠɧɚ ɡ ɮɭɧɤɰɿɣ  f x  ɿ  x  ɦɚє ɫɤɿɧɱɟɧɧɭ ɝɪɚɧɢɰɸ ɜ ɬɨɱɰɿ 

0x , ɬɨ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɿɫɧɭɸɬь ɬɚɤɨɠ ɝɪɚɧɢɰɿ ɮɭɧɤɰɿɣ    f x x , 

   f x x , 
 
 

f x

x
 (ɨɫɬɚɧɧɹ ɡɚ ɭɦɨɜɢ, ɳɨ  

0

lim 0
x x

x


 ) ɿ 

ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɿ ɮɨɪɦɭɥɢ 

        
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x x f x x 
  

   ; 

        
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x x f x x 
  

   ; 

 
 
 

 
 

0

0

0

lim
lim

lim

x x

x x

x x

f xf x

x x 





 . 

ɇɚɫɥɿɞɤɢ ɡ ɬɟɨɪɟɦɢ 1:  
1)    

0 0

lim lim ,
x x x x

c f x c f x c R
 

  ; 

2)    
0 0

lim lim
n

n

x x x x
f x f x

 

      
, ɡɨɤɪɟɦɚ  
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0 0
0 0lim lim ,n n n

x x x x
x x x n N

 
   ; 

3) ɹɤɳɨ  f x  ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ, ɬɨ  

     
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
 

  . 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 2. 
0

sin
lim 1
x

x

x
 . 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 3. 
1

lim 1

x

x
e

x

   
 

, ɞɟ e  - ɿɪɪɚɰɿɨɧɚɥьɧɟ ɱɢɫɥɨ, 

ɧɚɛɥɢɠɟɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɹɤɨɝɨ, ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɞɨ 1510
 ɞɨɪɿɜɧɸє 

2,718281828459045. 

ɇɚɫɥɿɞɤɢ ɡ ɬɟɨɪɟɦɢ 3: 

1) 

2

1 21lim 1

k x

k k

x

k
e

x

   
 

, ɞɟ 
1k  ɿ 

2k  - ɞɿɣɫɧɿ ɱɢɫɥɚ; 

2)  
1

0
lim 1 y

y
y e


  . 

ɉɪɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿ ɝɪɚɧɢɰь, ɩɨɜ’ɹɡɚɧɢɯ ɡ ɱɢɫɥɨɦ e , ɱɚɫɬɨ 
ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬь ɬɚɤɟ ɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ: ɹɤɳɨ ɿɫɧɭɸɬь ɝɪɚɧɢɰɿ 

 
0

lim 0
x x

f x


 ,  
0

lim
x x

x


, ɬɨ ɿɫɧɭє ɬɚɤɨɠ ɝɪɚɧɢɰɹ  

         
0

0 0

lim

lim lim
x x

x
x

x x x x
f x f x


 

 
 . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 1.1. Ɂɧɚɣɬɢ ɝɪɚɧɢɰɿ: 

ɚ) 
5

6 31

4 9 7
lim

3 1x

x x

x x

 
 

;       ɛ) 
2

2

6 5 1
lim

2 3 7x

x x

x x

 
 

; 

ɜ) 
2

22

2 10
lim

3 5 2x

x x

x x

 
 

;       ɝ) 
4

2
lim

3 2 1x

x

x


 

. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. ɚ) 
5

6 31

4 9 7
lim

3 1x

x x

x x

 
 

. 
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Ƚɪɚɧɢɰɿ ɱɢɫɟɥьɧɢɤɚ ɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ ɿɫɧɭɸɬь ɿ ɝɪɚɧɢɰɹ 
ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ ɧɟ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ, ɬɨɦɭ ɦɨɠɧɚ ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɬɢɫɹ 
ɬɟɨɪɟɦɨɸ 1: 

 
 

5
5

1

6 3 6 31

1

lim 4 9 74 9 7
lim

3 1 lim 3 1

x

x

x

x xx x

x x x x






  
 

   
 

5

1 1 1

6 3

1 1 1

4lim 9lim lim7 4 9 7
4

3lim lim lim1 3 1 1

x x x

x x x

x x

x x

  

  

   
  

   
. 

ɛ) 
2

2

6 5 1
lim

2 3 7x

x x

x x

 
 

. 

ɉɪɢ x  ɦɚєɦɨ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɿɫɬь ɜɢɞɭ 


, ɬɨɦɭ 

ɩɨɞɿɥɢɦɨ ɱɢɫɟɥьɧɢɤ ɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɧɚ 2
x , ɚ ɩɨɬɿɦ ɫɤɨɪɢɫɬɚєɦɨɫɹ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɦɢ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɹɦɢ ɝɪɚɧɢɰь. Ɇɚɬɢɦɟɦɨ  

2 2

2

2 2

55 1
lim 0,6

6 5 1 6
lim lim 3

3 7 12 3 7 2
2 lim 0

x

x x

x

x x xx x

x x

x x x



 



  
   

    
. 

ɜ) 
2

22

2 10
lim

3 5 2x

x x

x x

 
 

. 

Ɍɭɬ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɬɟɨɪɟɦɭ ɩɪɨ ɝɪɚɧɢɰɸ ɱɚɫɬɤɢ ɧɟ ɦɨɠɧɚ, 
ɬɨɦɭ ɳɨ ɝɪɚɧɢɰɹ ɱɢɫɟɥьɧɢɤɚ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ ɿ ɝɪɚɧɢɰɹ 

ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ, ɬɨɛɬɨ ɦɚєɦɨ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɿɫɬь ɜɢɞɭ 0

0
. 

Ɋɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɱɢɫɟɥьɧɢɤ ɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɧɚ ɥɿɧɿɣɧɿ ɦɧɨɠɧɢɤɢ, 
ɫɤɨɪɢɫɬɚɜɲɢɫь ɮɨɪɦɭɥɨɸ:   2

1 2ax bx c a x x x x     , ɞɟ 

1x  ɿ 
2x  - ɧɭɥɿ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɝɨ ɬɪɢɱɥɟɧɚ. 

    2 5
2 10 2 2 2 2 5

2
x x x x x x

         
 

, 
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    2 1
3 5 2 3 2 2 3 1

3
x x x x x x

         
 

. 

Ɉɫɤɿɥьɤɢ ɩɪɢ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɿ ɝɪɚɧɢɰɿ ɮɭɧɤɰɿɣ ɜ ɬɨɱɰɿ 2x   

ɪɨɡɝɥɹɞɚɸɬьɫɹ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 2x  , ɬɨ ɞɚɧɢɣ ɞɪɿɛ ɦɨɠɧɚ ɫɤɨɪɨɬɢɬɢ 
ɧɚ 2x , ɬɨɦɭ  

  
  

 
 

2

22 2 2

2 2 5 2 52 10 9
lim lim lim

3 5 2 2 3 1 3 1 7x x x

x x xx x

x x x x x  

   
  

    
. 

ɝ) 
4

2
lim

3 2 1x

x

x


 

. 

ɉɪɢ 4x   ɦɚєɦɨ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɿɫɬь ɜɢɞɭ 0

0
 . ɉɨɦɧɨɠɢɜɲɢ 

ɱɢɫɟɥьɧɢɤ ɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɧɚ ɜɢɪɚɡ   2 3 2 1x x    ɬɚ 

ɫɤɨɪɢɫɬɚɜɲɢɫь ɮɨɪɦɭɥɨɸ    2 2
a b a b a b     ɨɬɪɢɦɚєɦɨ:  

   
   4 4

2 2 3 2 12
lim lim

3 2 1 2 3 2 1 3 2 1x x

x x xx

x x x x 

   
 

      

  
  

  
  4 4

4 3 2 1 4 3 2 1
lim lim

2 9 2 1 2 8 2x x

x x x x

x x x x 

     
  

    
 

  
  

 
 4 4

4 3 2 1 3 2 1 6 3
lim lim

2 4 42 8 2 2 2x x

x x x

x x x 

    
   

  
. 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ 1.2. Ɂɧɚɣɬɢ ɝɪɚɧɢɰɿ: 

ɚ) 
20

1 cos 4
lim
x

x

x


;        ɛ) 

1 5
2 1

lim
2 3

x

x

x

x





 
  

; 

ɜ) 
0

6
lim

2x

x

arctg x
;      ɝ)       lim 6 5 ln 3 2 ln 3 1

x
x x x


    . 
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Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. ɚ) 
20

1 cos 4
lim
x

x

x


. 

20

1 cos 4
lim
x

x

x


 20

,1 cos 2sin
0 2

 
2

20

2sin 2
lim
x

x

x
   

2

2

0 0

8sin 2 sin 2 sin 2
lim 8lim 8 1 8

2 2 2x x

x x x

x x x 

        
. 

ɛ) 
1 5

2 1
lim

2 3

x

x

x

x





 
  

. 

1 5 1 5
2 1 2 1

lim lim 1 1
2 3 2 3

x x

x x

x x

x x

 

 

              
 

2 3 4 1 5

4 2 3 1

1 5
4 1

lim 1 lim 1
2 32 3

4

x x

x

x

x x xx

  
 

 


 

 
            
  

 

4
20

lim
20 4 3

lim 2
102 3

x

x

x
x

x xe e e









   .  

ɜ) 
0

6
lim

2x

x

arctg x
. 

0

6
lim

2x

x

arctg x


2 , 2 ,

1
, 0 0

2

arctg x t x tgt

x tgt ɩɪɢ x t

 

  
    

0 0 0 0

3 sin sin 1
lim 3lim 3lim lim 3

cos cost t t t

tgt t t

t t t t t   
     . 

ɝ)       lim 6 5 ln 3 2 ln 3 1
x

x x x


    .         

      lim 6 5 ln 3 2 ln 3 1
x

x x x


       3 2
lim 6 5 ln

3 1x

x
x

x


 


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6 5 6 5
3 2 3 1 3

lim ln ln lim
3 1 3 1

x x

x x

x x

x x

 

 

              
 

 3 1 3
6 5

3 3 1

6 5
3 1

ln lim 1 ln lim 1
3 13 1

3

x
x

x

x

x x xx


  




 

 
            
 

 

18 15
lim

3 1 3 1
3

18 15
lim

3 1
1

ln lim 1 ln
3 1

3

x

x

x
x x

x

x

x
e

x






 






 
   
                

 

 

15
18

18 15 18
lim ln lim 6

13 1 3
3

x x

x xe
x

x

 


    

 
.  

 

2. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɱɢɫɥɟɧɧя ɮɭɧɤɰɿɣ ɨɞɧɿєʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 
 

ɇɟɯɚɣ ɡɚɞɚɧɨ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ  y f x  ɡ ɨɛɥɚɫɬɸ 

ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ  D y . ɇɚɞɚɦɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ x  ɞɨɜɿɥьɧɨɝɨ ɩɪɢɪɨɫɬɭ 

x  ɬɚɤɨɝɨ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɚ x x  ɬɚɤɨɠ ɧɚɥɟɠɚɥɚ  D y . Ɂɧɚɣɞɟɦɨ 

ɩɪɢɪɿɫɬ ɮɭɧɤɰɿʀ:    y f x x f x     . 

ɉɨɯɿɞɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  y f x  ɜ ɬɨɱɰɿ x  ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ 
ɝɪɚɧɢɰɹ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɮɭɧɤɰɿʀ y   ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɞɨ 
ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ x , ɤɨɥɢ ɩɪɢɪɿɫɬ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ ɩɪɹɦɭє ɞɨ 
ɧɭɥɹ, ɬɨɛɬɨ  

   
0 0

lim lim
x x

f x x f xy
y

x x   

   
 

. 
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ɉɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ  y f x  ɜ ɬɨɱɰɿ x  ɩɨɡɧɚɱɚɸɬь ɳɟ ɣ 

ɬɚɤɢɦɢ ɫɢɦɜɨɥɚɦɢ:  
x

y ; 
dy

dx
; 

df

dx
;  f x . 

ɇɟɯɚɣ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ f  є ɮɭɧɤɰɿɹ  u x , ɬɨɞɿ 

  y f u x  - ɫɤɥɚɞɟɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡ ɩɪɨɦɿɠɧɢɦ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɦ u  ɿ 
ɤɿɧɰɟɜɢɦ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɦ x . ɉɨɯɿɞɧɚ ɫɤɥɚɞɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɨɛɱɢɫɥɸєɬьɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ:  

x u x
y y u    . 

Ɍɚɛɥɢɰя ɩɨɯɿɞɧɢɯ 

  11 u u u
 

  .                        
2

1 1
2 u

u u


     
 

.     

2
3

a a
u

u u


     
 

.                             1
4

2
u u

u


 .   

 
1

1
5 n

n n
u u

n u



 .                     6 u u u

  . sin cos    

 7 u u u
   . cos sin                      2

1
8 tg u u

u

  .
cos

    

  2

1
9 ctg u u

u

   .
sin

           
2

1
10

1
u u

u

  


. arcsin      

 
2

1
11

1
u u

u

   


. arccos        2

1
12

1
arctg u u

u

  


.  

  2

1
13

1
arcctg u u

u

   


.           1
14 u u

u

  . ln    

  1
15

10
u u

u

  . lg
ln

                    1
16

a
u u

u a

  . log
ln

 

 17 u u
a a a u


 . ln                      18 u u

e e u


 .  
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ȼɜɚɠɚɬɢɦɟɦɨ, ɳɨ  u u x ,  v v x  - ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɿ 
ɮɭɧɤɰɿʀ, C - ɫɬɚɥɚ ɜɟɥɢɱɢɧɚ.  

ɉɪɚɜɢɥɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ: 

1. 0C  ;       2.  C u C u    ;       3.  u v u v     ;    

4.  uv u v uv    ;                          5. 
2

u u v u v

v v

     
 

; 

6.  y f x , ɨɛɟɪɧɟɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  x y , ɬɨɞɿ 
1

x

y

y
x

 


; 

7. Ɏɭɧɤɰɿɹ ɡɚɞɚɧɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨ:  y y t ,  x x t , ɬɨɞɿ  

t
x

t

y
y

x


 


. 

ɉɪɢɤɥɚɞ 2.1. Ɂɧɚɣɬɢ ɩɨɯɿɞɧɿ ɮɭɧɤɰɿɣ: 

ɚ) 3siny x ;    ɛ) 2x
y e tg x  ;   ɜ) 

5

2x

x
y  ; 

ɝ)  4lny ctg x ;    ɞ) 2cosx a t , 
2siny a t . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. ɚ) 23sin cosy x x    

ɛ)     2

2
2 2 2

cos 2

x
x x x e

y e tg x e tg x e tg x
x

         ; 

ɜ) 
 

4 5 4 5

2

5 2 2 ln 2 5 ln 2

22

x x

x
x

x x x x
y

      ; 

ɝ) 
3 3

3

4 2 4 4 4 4

1 1 4 8
4

sin cos sin sin 2

x x
y x

ctg x x x x x

          
 

; 

ɞ) 
 
 

2
2

2

2
2

cos 2 cos

2 sin
sin

t
x

t

a t at t
y ctg t

at t
a t


    


.  
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ɓɨɛ ɩɪɨɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɬɢ  ɧɟɹɜɧɨ ɡɚɞɚɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ, 
ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɜɡɹɬɢ ɩɨɯɿɞɧɭ ɩɨ x   ɜɿɞ ɨɛɨɯ ɱɚɫɬɢɧ ɪɿɜɧɨɫɬɿ 
 , 0F x y  , ɜɜɚɠɚɸɱɢ y  ɮɭɧɤɰɿєɸ ɜɿɞ x , ɿ ɨɞɟɪɠɚɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɜɿɞɧɨɫɧɨ 
x

y . ɉɨɯɿɞɧɚ ɧɟɹɜɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɢɪɚɠɚєɬьɫɹ 
ɱɟɪɟɡ ɧɟɡɚɥɟɠɧɭ ɡɦɿɧɧɭ x  ɿ ɫɚɦɭ ɮɭɧɤɰɿɸ y . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 2.2. Ɂɧɚɣɬɢ ɩɨɯɿɞɧɭ 
x

y , ɹɤɳɨ  
2 2 2 3 1x y y x    . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. 2 2 2 3 0x y y y    ,     

 2 2 2 3y y x     ,      
2 3 2 3

2 2 2 2

x x
y

y y

    
 

 . 

ɉɨɯɿɞɧɿ ɜɢɳɢɯ ɩɨɪɹɞɤɿɜ ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɚɦɢ: 

ɹɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  y f x , ɬɨ   y y x   ,   y y x   ; 

ɹɤɳɨ ɡɚɞɚɧɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨ, ɬɨ  

 x t
xx

t

y
y

x


 


, ɚɛɨ  

 3

tt t t tt
xx

t

y x y x
y

x

      


, 
 xx t

xxx

t

y
y

x


 


. 

Ɂ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɨɯɿɞɧɨʀ  
0

lim
x

y
y

x 

 


 ɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ 

ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɦɚɥɢɯ ɜɟɥɢɱɢɧ ɜɢɩɥɢɜɚє ɪɿɜɧɿɫɬь: 

 ,
y

y x x
x

   


, ɞɟ  , 0x x    ɩɪɢ 0x  , ɡɜɿɞɤɢ  

 ,y y x x x x      . 

ɉɟɪɲɢɣ ɡ ɞɨɞɚɧɤɿɜ ɥɿɧɿɣɧɢɣ ɜɿɞɧɨɫɧɨ x , ɚ ɞɪɭɝɢɣ 
ɞɨɞɚɧɨɤ — ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɦɚɥɚ ɜɢɳɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɧɿɠ x , ɬɨɦɭ ɳɨ  

   
0 0

,
lim lim , 0
x x

x x x
x x

x




   

 
  


. 

ɐɟɣ ɞɨɞɚɧɨɤ ɧɟ є ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɜɿɞɧɨɫɧɨ x , ɬɨɛɬɨ ɦɿɫɬɢɬь 
x  ɜ ɫɬɟɩɟɧɿ ɜɢɳɨɦɭ ɜɿɞ ɨɞɢɧɢɰɿ. Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɩɟɪɲɢɣ 

ɞɨɞɚɧɨɤ є ɝɨɥɨɜɧɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
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Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ dy  ɮɭɧɤɰɿʀ  y f x
 

ɜ ɬɨɱɰɿ    
ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɝɨɥɨɜɧɚ , ɥɿɧɿɣɧɚ ɜɿɞɧɨɫɧɨ x , ɱɚɫɬɢɧɚ ɩɪɢɪɨɫɬɭ 
ɮɭɧɤɰɿʀ f  ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ:   

 dy f x x  , ɚɛɨ  dy f x dx  , ɨɫɤɿɥьɤɢ dx x  . 

Ⱦɥɹ ɞɨɫɬɚɬɧьɨ ɦɚɥɢɯ ɡɧɚɱɟɧь x  ɩɪɢɪɿɫɬ y dy  . 

Ⱦɿɫɬɚɧɟɦɨ  ɮɨɪɦɭɥɭ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ: 
     f x x f x f x x     . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 2.3.  Ʉɨɪɢɫɬɭɸɱɢɫь ɩɨɧɹɬɬɹɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚ, 
ɡɧɚɣɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  

5
2

2

x
y

x





  ɜ ɬɨɱɰɿ 0,15x  . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. ɓɨɛ ɫɤɨɪɢɫɬɚɬɢɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɸ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨɝɨ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɿɡьɦɟɦɨ ɡɚ 0x  , ɚ 0,15x  . Ɍɨɞɿ 

 
 

4
4

5
5

2

41 2 2 1 2

5 2 2 5 2 2

x x x
y

x x x x

                          
; 

  1
0

5
y   ,      

1
0,15 0,03

5
dy      . 

Ɉɫɬɚɬɨɱɧɨ, ɦɚєɦɨ  
   0,15 0 1 0,03 0,97y y dy     . 

Ɍɨɱɧɿɲɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ  0,15 0,97039y   ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɞɨ 510
. 

Ȼɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɦɢ ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɪɟɡɭɥьɬɚɬ ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɞɨ 310
. 

Ɍɨɱɤɢ ɥɨɤɚɥьɧɨɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɭ ɿ ɥɨɤɚɥьɧɨɝɨ ɦɿɧɿɦɭɦɭ 
ɧɚɡɢɜɚɸɬьɫɹ ɬɨɱɤɚɦɢ ɥɨɤɚɥьɧɨɝɨ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ. Ɍɨɱɤɢ, ɜ ɹɤɢɯ 
ɩɨɯɿɞɧɚ  f x  ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ ɚɛɨ ɧɟ ɿɫɧɭє, ɧɚɡɢɜɚɸɬьɫɹ 
ɤɪɢɬɢɱɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ.  

ɇɟɨɛɯɿɞɧɚ ɭɦɨɜɚ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ: 
ɜ ɬɨɱɤɚɯ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ ɩɨɯɿɞɧɚ  f x  ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ ɚɛɨ 

ɧɟ ɿɫɧɭє.  
Ⱦɨɫɬɚɬɧɿ ɭɦɨɜɢ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ: 
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I. ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ f ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 
0x . 

1) ɹɤɳɨ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɿ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ 
0x  ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ 

ɡ + ɧɚ —, ɬɨ ɜ ɬɨɱɰɿ 
0x  ɮɭɧɤɰɿɹ ɞɨɫɹɝɚє ɦɚɤɫɢɦɭɦɭ; 

2)  ɹɤɳɨ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɿ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ 
0x  ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ 

ɡ — ɧɚ +, ɬɨ ɜ ɬɨɱɰɿ 
0x  ɮɭɧɤɰɿɹ ɞɨɫɹɝɚє ɦɿɧɿɦɭɦɭ; 

3) ɹɤɳɨ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɿ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ 
0x  ɩɨɯɿɞɧɚ ɧɟ ɡɦɿɧɸє 

ɡɧɚɤɭ, ɬɨ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ ɧɟɦɚє. 
II. ɇɟɯɚɣ ɜ ɤɪɢɬɢɱɧɿɣ ɬɨɱɰɿ 

0x  ɮɭɧɤɰɿɹ f  ɞɜɿɱɿ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ (ɰɟ ɨɡɧɚɱɚє, ɳɨ  0 0f x  ) ɿ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 
0x  

ɿɫɧɭє ɞɪɭɝɚ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ, ɩɪɢɱɨɦɭ   0 0f x  . əɤɳɨ 

 0 0f x  , ɬɨ 
0x  — ɬɨɱɤɚ ɥɨɤɚɥьɧɨɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɭ; ɹɤɳɨ 

 0 0f x  , ɬɨ 
0x  — ɬɨɱɤɚ ɥɨɤɚɥьɧɨɝɨ ɦɿɧɿɦɭɦɭ. 

Іɧɬɟɪɜɚɥɢ ɨɩɭɤɥɨɫɬɿ ɿ ɜɝɧɭɬɨɫɬɿ ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɡ ɭɦɨɜɢ. 
ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ  y f x

 
є ɞɜɿɱɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɸ ɧɚ 

 ;a b , ɬɨɞɿ: 

1) ɹɤɳɨ   0f x  , ɬɨ ɤɪɢɜɚ  y f x  ɨɩɭɤɥɚ ɧɚ  ;a b ; 

2) ɹɤɳɨ   0f x  , ɬɨ ɤɪɢɜɚ  y f x  ɜɝɧɭɬɚ ɧɚ  ;a b . 

əɤɳɨ  0 0f x   ɚɛɨ ɧɟ ɿɫɧɭє, ɚɥɟ  0f x  ɿɫɧɭє ɿ ɩɪɢ 

ɰьɨɦɭ, ɞɪɭɝɚ ɩɨɯɿɞɧɚ  f x  ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɿ ɱɟɪɟɡ 

ɬɨɱɤɭ 
0x , ɬɨ ɬɨɱɤɚ   0 0;x f x  є ɬɨɱɤɨɸ ɩɟɪɟɝɢɧɭ ɤɪɢɜɨʀ . 

ɉɪɹɦɚ ɥɿɧɿɹ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɸ ɞɥɹ ɤɪɢɜɨʀ  y f x , 

ɹɤɳɨ ɜɿɞɫɬɚɧь ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ Ɇ, ɳɨ ɥɟɠɢɬь ɧɚ ɤɪɢɜɿɣ, ɞɨ ɰɿєʀ ɩɪɹɦɨʀ 
ɩɪɹɦɭє ɞɨ ɧɭɥɹ ɩɪɢ ɪɭɫɿ ɬɨɱɤɢ Ɇ ɜɡɞɨɜɠ ɹɤɨʀ-ɧɟɛɭɞь ɝɿɥɤɢ 
ɤɪɢɜɨʀ ɜ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɿɫɬь. 

Є ɬɪɢ ɜɢɞɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬ: ɜɟɪɬɢɤɚɥьɧɿ, ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥьɧɿ ɿ ɩɨɯɢɥɿ: 
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1) ɹɤɳɨ ɯɨɱɚ ɛ ɨɞɧɚ ɿɡ ɨɞɧɨɫɬɨɪɨɧɧɿɯ ɝɪɚɧɢɰь ɮɭɧɤɰɿʀ f  ɜ 
ɬɨɱɰɿ 

0x  ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ, ɬɨ ɩɪɹɦɚ  
0x x  — 

ɜɟɪɬɢɤɚɥьɧɚ ɚɫɢɦɩɬɨɬɚ; 
2) ɹɤɳɨ  lim

x
f x A


 , ɬɨ ɩɪɹɦɚ y A  — ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥьɧɚ 

ɚɫɢɦɩɬɨɬɚ ( ɩɪɚɜɚ ɩɪɢ x   ɿ ɥɿɜɚ ɩɪɢ x ); 

3) ɹɤɳɨ ɿɫɧɭɸɬь ɝɪɚɧɢɰɿ  
 

1lim
x

f x
k

x
 ,        1 1lim

x
f x k x b


  , 

ɬɨ ɩɪɹɦɚ 
1 1y k x b    — ɩɨɯɢɥɚ ɚɫɢɦɩɬɨɬɚ (ɩɪɚɜɚ). 

əɤɳɨ ɿɫɧɭɸɬь ɝɪɚɧɢɰɿ  
 

2lim
x

f x
k

x
 ,        2 2lim

x
f x k x b


  , 

ɬɨ ɩɪɹɦɚ 
2 2y k x b    — ɩɨɯɢɥɚ ɚɫɢɦɩɬɨɬɚ (ɥɿɜɚ). 

Ɂɚɝɚɥьɧɟ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɬɚ ɩɨɛɭɞɨɜɭ ʀɯ ɝɪɚɮɿɤɿɜ 
ɡɪɭɱɧɨ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ,  ɡɚ ɬɚɤɨɸ ɫɯɟɦɨɸ. 

1. Ɂɧɚɣɬɢ ɨɛɥɚɫɬь ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
2. Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ ɧɚ ɩɟɪɿɨɞɢɱɧɿɫɬь, ɩɚɪɧɿɫɬь ɿ 

ɧɟɩɚɪɧɿɫɬь. 
3. Ɂɧɚɣɬɢ ɬɨɱɤɢ ɪɨɡɪɢɜɭ ɬɚ ɞɨɫɥɿɞɢɬɢ ʀɯ. 
4. Ɂɧɚɣɬɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢ ɝɪɚɮɿɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
5. Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɪɜɚɥɢ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɿ, ɬɨɱɤɢ ɥɨɤɚɥьɧɢɯ 

ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɿɜ ɬɚ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɰɢɯ ɬɨɱɤɚɯ. 
6. Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɪɜɚɥɢ ɨɩɭɤɥɨɫɬɿ, ɜɝɧɭɬɨɫɬɿ ɬɚ ɬɨɱɤɢ 

ɩɟɪɟɝɢɧɭ, ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɰɢɯ ɬɨɱɤɚɯ.  
7. Ɂɧɚɣɬɢ ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɬɢɧɭ ɝɪɚɮɿɤɚ ɡ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɦɢ ɨɫɹɦɢ. 
8. ɉɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɜɪɚɯɨɜɭɸɱɢ  ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ. 
 

ɉɪɢɤɥɚɞ 2.4. Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ  ɬɚ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɝɪɚɮɿɤ ɮɭɧɤɰɿʀ  
3

21

x
y

x



. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 1. Ɉɛɥɚɫɬь ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ  – ɜɫɹ ɱɢɫɥɨɜɚ ɜɿɫь, ɤɪɿɦ 
ɬɨɱɨɤ 1x   . 

2. Ɏɭɧɤɰɿɹ ɧɟ ɩɟɪɿɨɞɢɱɧɚ. Ɉɫɤɿɥьɤɢ  
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   
 

 
3 3

2 211

x x
f x f x

xx


     

 
,  

ɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɧɟɩɚɪɧɚ, ɬɨɦɭ ɞɨɫɥɿɞɠɭɜɚɬɢɦɟɦɨ ʀʀ ɥɢɲɟ ɞɥɹ 
0x  . 

3. Ɏɭɧɤɰɿɹ ɜ ɬɨɱɰɿ 1x   ɦɚє ɪɨɡɪɢɜ ɞɪɭɝɨɝɨ ɪɨɞɭ ɿ  

 
3

21 0 1 0
lim lim

1x x

x
f x

x   
  


,   

3

21 0 1 0
lim lim

1x x

x
f x

x   
  


. 

4. Ɂ ɩ. 3 ɜɢɩɥɢɜɚє, ɳɨ ɩɪɹɦɚ 1x   – ɩɪɚɜɚ ɜɟɪɬɢɤɚɥьɧɚ 
ɚɫɢɦɩɬɨɬɚ ɤɪɢɜɨʀ. Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ, ɩɪɹɦɚ 1x    ɛɭɞɟ ɥɿɜɨɸ  
ɜɟɪɬɢɤɚɥьɧɨɸ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɸ  ɤɪɢɜɨʀ. Ⱦɨɫɥɿɞɢɦɨ ɤɪɢɜɭ  ɧɚ 
ɧɚɹɜɧɿɫɬь ɩɨɯɢɥɨʀ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢ. Ɉɫɤɿɥьɤɢ   

 
 

3 3

32

2

1
lim lim lim lim 1

11 1
x x x x

f x x x
k

x x xx x

x

   
     

  
,  

 
3

2 2
lim 1 lim 0

1 1x x

x x
b x

x x 

 
        

, 

ɬɨ ɩɪɢ x  ɡɚɞɚɧɚ ɤɪɢɜɚ ɦɚє ɩɨɯɢɥɭ ɚɫɢɦɩɬɨɬɭ 
y x     

Ƚɨɪɢɡɨɧɬɚɥьɧɢɯ ɚɫɢɦɩɬɨɬ ɧɟɦɚє, ɨɫɤɿɥьɤɢ  
3

2
lim lim

1x x

x
y

x 
  


. 

5. ɉɨɯɿɞɧɚ 
 

 

2 2

2
2

3

1

x x
y

x

 
 


 ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ ɩɪɢ 0x  , 

3x    ɿ ɧɟ ɿɫɧɭє ɜ ɬɨɱɤɚɯ 1x   , ɚɥɟ ɨɫɬɚɧɧɿ ɧɟ ɜɯɨɞɹɬь ɜ 
ɨɛɥɚɫɬь ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɬɨɦɭ ɤɪɢɬɢɱɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ  є ɬɨɱɤɢ 

1 3x   , 
2 0x  , 

3 3x   . 

ɇɚ  ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ  0;  ɦɚєɦɨ: 
ɹɤɳɨ  0;1x , ɬɨ   0f x   – ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɪɨɫɬɚє; 

ɹɤɳɨ  1; 3x , ɬɨ   0f x   – ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɪɨɫɬɚє; 
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ɹɤɳɨ  3;x  , ɬɨ   0f x   – ɮɭɧɤɰɿɹ ɫɩɚɞɚє; 

ɜ ɬɨɱɰɿ  
3 3x    ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɥɨɤɚɥьɧɢɣ  ɦɚɤɫɢɦɭɦ: 

 max 3 2,6y f   ; 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɜ ɬɨɱɰɿ 
1 3x    ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɥɨɤɚɥьɧɢɣ 

ɦɿɧɿɦɭɦ:  min 3 2,6y f   . 

6. Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ ɞɪɭɝɭ ɩɨɯɿɞɧɭ: 
 

 

2

3
2

2 3

1

x x
y

x


 


. 

ɉɨɯɿɞɧɚ   0f x   ɩɪɢ 0x   ɿ ɧɟ ɿɫɧɭє ɩɪɢ  1x   . 

Ɉɫɤɿɥьɤɢ ɬɨɱɤɢ 1x    ɧɟ ɜɯɨɞɹɬь ɜ ɨɛɥɚɫɬь ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ, 
ɬɨ 0x   – єɞɢɧɚ ɤɪɢɬɢɱɧɚ ɬɨɱɤɚ. Ɇɚєɦɨ: 

ɹɤɳɨ  1; 0x  , ɬɨ   0f x   – ɤɪɢɜɚ ɨɩɭɤɥɚ; 
ɹɤɳɨ  0;1x , ɬɨ   0f x   – ɤɪɢɜɚ ɜɝɧɭɬɚ; 
ɹɤɳɨ  1;x  , ɬɨ   0f x   – ɤɪɢɜɚ ɨɩɭɤɥɚ; 
ɬɨɱɤɚ  0; 0O  – ɬɨɱɤɚ ɩɟɪɟɝɢɧɭ. 
7. əɤɳɨ  0x  , ɬɨ 0y  , ɬɨɦɭ  ɝɪɚɮɿɤ ɩɟɪɟɬɢɧɚє ɨɫɿ 

ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɜ ɬɨɱɰɿ  0; 0O . 

8. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɨɜɟɞɟɧɟ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɿ ɧɟɩɚɪɧɿɫɬь 
ɮɭɧɤɰɿʀ, ɛɭɞɭєɦɨ ɝɪɚɮɿɤ (ɪɢɫ. 1). 

 
                Ɋɢɫ. 1. 
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3. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɱɢɫɥɟɧɧя ɮɭɧɤɰɿɣ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ 

 

əɤɳɨ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ  ;M x y D  ɡɚ ɩɟɜɧɢɦ ɡɚɤɨɧɨɦ f  

ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɨɞɧɟ ɿ ɬɿɥьɤɢ ɨɞɧɟ ɞɿɣɫɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ z , ɬɨ ɤɚɠɭɬь, ɳɨ 
ɧɚ ɦɧɨɠɢɧɿ D  ɜɢɡɧɚɱɟɧɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ɜɿɞ ɞɜɨɯ ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɯ 
ɡɦɿɧɧɢɯ x  ɿ y , ɿ ɡɚɩɢɫɭɸɬь  ,z f x y ,  ɚɛɨ  ,z z x y .  

ɉɪɢ ɰьɨɦɭ ɦɧɨɠɢɧɭ D  ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɨɛɥɚɫɬɸ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɮɭɧɤɰɿʀ, ɚɛɨ ɨɛɥɚɫɬɸ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  ,z f x y .  

Ƚɪɚɮɿɤɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ є ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɟ ɦɿɫɰɟ ɬɨɱɨɤ 
  ; ; ,x y z x y  ɬɪɢɜɢɦɿɪɧɨɝɨ ɩɪɨɫɬɨɪɭ 

3R  , ɬɨɛɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹ 

 , yz f x ,  ;x y D  ɜɢɡɧɚɱɚє ɞɟɹɤɭ ɩɨɜɟɪɯɧɸ, ɩɪɨɟɤɰɿɹ ɹɤɨʀ 
ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɭ Oxy  є ɨɛɥɚɫɬɸ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ D . 

Ȼɿɥьɲ ɩɪɨɫɬɨɸ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨɸ ɿɥɸɫɬɪɚɰɿєɸ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ 
ɡɦɿɧɧɢɯ є ɥɿɧɿʀ ɪɿɜɧɹ, ɹɤɿ ɜɢɡɧɚɱɚɸɬьɫɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ   ,f x y c , 

ɞɟ c - ɞɨɜɿɥьɧɿ ɫɬɚɥɿ ɜɡɹɬɿ ɡ ɦɧɨɠɢɧɢ  E f  ɡɧɚɱɟɧь ɮɭɧɤɰɿʀ. 
Ⱦɚɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɚɞɚє ɞɟɹɤɭ ɨɞɧɨɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɭ ( c - ɩɚɪɚɦɟɬɪ) 
ɫɿɦ’ɸ ɤɪɢɜɢɯ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ Oxy . 

Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨ, ɥɿɧɿʀ ɪɿɜɧɹ – ɰɟ ɩɪɨɟɤɰɿʀ ɥɿɧɿɣ ɩɟɪɟɪɿɡɭ 

ɩɨɜɟɪɯɧɿ  ,z f x y  ɩɥɨɳɢɧɚɦɢ  z c  ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɭOxy .  

ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ  ,f x y  ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 

 0 0;x y . ȼɟɥɢɱɢɧɚ      000000 ,,, yxfyyxxfyxf    

ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ  ɩɨɜɧɢɦ ɩɪɢɪɨɫɬɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ  ,f x y  ɜ ɬɨɱɰɿ 

 0 0;x y . 

Ɏɭɧɤɰɿɹ  ,f x y  ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɸ ɜ ɬɨɱɰɿ 

 0 0;x y , ɹɤɳɨ ɩɨɜɧɢɣ  ɩɪɢɪɿɫɬ ʀʀ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɩɪɹɦɭє ɞɨ ɧɭɥɹ, 
ɩɪɢ  ɭɦɨɜɿ, ɳɨ ɩɪɢɪɨɫɬɢ ʀʀ ɚɪɝɭɦɟɧɬɿɜ x  ɬɚ y  ɩɪɹɦɭɸɬь ɞɨ 
ɧɭɥɹ, ɬɨɛɬɨ  0 0

0
0

lim , 0
x
y

z x y
 
 

  . 
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ɑɚɫɬɢɧɧɨɸ ɩɨɯɿɞɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɜ ɬɨɱɰɿ  0 0;x y  

ɩɨ ɡɦɿɧɧɿɣ x  ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɝɪɚɧɢɰɸ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɱɚɫɬɢɧɧɨɝɨ 
ɩɪɢɪɨɫɬɭ fx  ɞɨ ɩɪɢɪɨɫɬɭ x  ɩɪɢ ɩɪɹɦɭɜɚɧɧɿ x  ɞɨ ɧɭɥɹ ɿ 

ɩɨɡɧɚɱɚɸɬь: 
 0 0,z x y

x




 , ɚɛɨ  

 
x

yxf


 00 ,

, ɚɛɨ   0 0,xz x y .   

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ                                                   
     0 0 0 0 0 0

0 0

, , ,
lim limx

x x

z x y f x x y f x yf

x x x   

  
 

  
. 

ɑɚɫɬɢɧɧɨɸ ɩɨɯɿɞɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɩɨ ɡɦɿɧɧɿɣ y  ɜ 
ɬɨɱɰɿ  0 0;x y  ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɝɪɚɧɢɰɹ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɱɚɫɬɢɧɧɨɝɨ 

ɩɪɢɪɨɫɬɭ 
y f  ɞɨ ɩɪɢɪɨɫɬɭ y  ɩɪɢ ɩɪɹɦɭɜɚɧɧɿ y  ɞɨ ɧɭɥɹ ɿ 

ɩɨɡɧɚɱɚɸɬь:     
 0 0,z x y

y




, ɚɛɨ 

 0 0,f x y

y




, ɚɛɨ  00 , yxz y

 . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ    
 

     0 0 0 0 0 0

0 0

, , ,
lim lim

y

y y

fz x y f x y y f x y

y y y   

  
 

  
. 

ɓɨɛ ɡɧɚɣɬɢ ɱɚɫɬɢɧɧɭ ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɩɨ x , 

ɡɦɿɧɧɭ y  ɜɜɚɠɚєɦɨ ɫɬɚɥɨɸ, ɚ ɩɪɢ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɿ ɱɚɫɬɢɧɧɨʀ 

ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɩɨ y , ɡɦɿɧɧɭ x  ɜɜɚɠɚєɦɨ ɫɬɚɥɨɸ.  
z

x




 ɬɚ 
z

y




 

ɜɢɡɧɚɱɚɸɬь ɜɟɥɢɱɢɧɭ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɡ ɹɤɨɸ ɜɿɞɛɭɜɚєɬьɫɹ ɡɦɿɧɚ 
ɮɭɧɤɰɿʀ z  ɩɪɢ ɡɦɿɧɿ ɬɿɥьɤɢ x , ɚɛɨ ɬɿɥьɤɢ y , ɚ ɡɧɚɤ  ɱɚɫɬɢɧɧɨʀ 

ɩɨɯɿɞɧɨʀ  
z

x




 , ɚɛɨ 
z

y




 ɜɤɚɡɭє ɧɚ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɡɦɿɧɢ (ɡɪɨɫɬɚɧɧɹ ɱɢ 

ɫɩɚɞɚɧɧɹ) ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɧɚɩɪɹɦɿ ɨɫɿ Ox , ɚɛɨ Oy . 
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Ɏɭɧɤɰɿɹ  yxfz ,  ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɸ ɜ 
ɬɨɱɰɿ  ;x y D , ɹɤɳɨ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ U  ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ ʀʀ ɩɨɜɧɢɣ 
ɩɪɢɪɿɫɬ z  ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

1 2

( , ) ( , )f õ ó f õ ó
z õ ó õ ó

õ ó
  

        
 

, 

ɞɟ  1 1 ,x y     ɿ  2 2 ,x y     – ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɦɚɥɿ ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɩɪɢ 0x   ɿ 0y  . 

Ʌɿɧɿɣɧɭ (ɝɨɥɨɜɧɭ) ɜɿɞɧɨɫɧɨ  x  ɿ y  ɱɚɫɬɢɧɭ ɩɨɜɧɨɝɨ 
ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨʀ ɜ ɬɨɱɰɿ  ;x y  ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  

ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɩɨɜɧɢɦ  ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɿ 
ɩɨɡɧɚɱɚɸɬь:  

( , ) ( , )f õ ó f õ ó
dz dõ dó

õ ó

 
 

 
. 

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɢ ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɯ ɡɦɿɧɧɢɯ x ɬɚ y  ɧɚɡɜɟɦɨ 
ɩɪɢɪɨɫɬɢ ɰɢɯ ɡɦɿɧɧɢɯ x dx  , y dy  . 

Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɟ ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɬɨɦɭ, ɳɨ 
dz  є ɩɪɢɪɨɫɬɨɦ ɚɩɥɿɤɚɬɢ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ  

 yxfz ,  ɜ ɬɨɱɰɿ ɞɨɬɢɤɭ  ;x y . 

Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨʀ ɜ ɬɨɱɰɿ  ;x y  

ɩɨɜɧɢɣ ɩɪɢɪɿɫɬ  ( , ) ,z f x x y y f x y       . 

Ɂɜɿɞɫɢ  zyxfyyxxf  ),(),( .                              

Ⱦɥɹ ɞɨɫɬɚɬɧьɨ ɦɚɥɢɯ x  ɿ  y ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ ɧɚɛɥɢɠɟɧɚ 
ɪɿɜɧɿɫɬь: z dz  , 

ɞɟ     
z z

dz dx dy
x y

 
 
 

. 

Ɍɨɞɿ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɭ ɪɿɜɧɿɫɬь, ɹɤɚ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭєɬьɫɹ 
ɩɪɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɢɯ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɯ.: 

( , ) ( , )
z z

f x x y y f x y dx dy
x y

 
    

 
. 
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ɇɟɯɚɣ ɜ ɩɪɨɫɬɨɪɿ 
3R  ɡɚɞɚɧɨ ɩɨɜɟɪɯɧɸ ɧɟɹɜɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ 

 , , 0F x y z  , ɿ ɬɨɱɤɭ  0 0 0 0; ;x y z  ɧɚ ɰɿɣ ɩɨɜɟɪɯɧɿ. Ɏɭɧɤɰɿɹ  

 , ,F x y z  є ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɸ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ. Ɍɨɞɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɦɚɬɢɦɟ ɜɢɝɥɹɞ: 

        ' ' '

0 0 0 0 0 0 0x y zF P x x F P y y F P z z      ,  

ɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɨɪɦɚɥɿ : 

     
0 0 0

' ' '

0 0 0x y z

x x y y z z

F P F P F P

  
  . 

əɤɳɨ ɩɨɜɟɪɯɧɸ ɡɚɞɚɧɨ ɹɜɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ  ,z f x y , ɬɨ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ ɛɭɞɟ ɬɚɤɢɦ: 

       ' '

0 0 0 0 0 0 0, , 0x yf x y x x f x y y y z z      ,  

ɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɨɪɦɚɥɿ  :  
   

0 0 0

' '

0 0 0 0
1, ,

x y

x x y y z z

f x y f x y

  
 


. 

ɑɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ  ' ,xf x y  ɿ  ' ,yf x y  ɜ 
ɡɚɝɚɥьɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɬɚɤɨɠ є ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ ɜɿɞ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ x  ɿ y . 

əɤɳɨ ɰɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɳɟ ɪɚɡ ɩɪɨɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɬɢ ɩɨ x , ɚɛɨ ɩɨ y , ɬɨ 
ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ: 

2
''

2 xx

z z
z

x xx

        
,     

2
''

2 yy

z z
z

y yy

   
     

,  

2
''

xy

z z
z

x y y x

         
,        

2
''

yx

z z
z

y x x y

   
      

. 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 1. (ɉɪɨ ɪіɜɧіɫɬь ɦіɲɚɧɢх ɱɚɫɬɢɧɧɢх ɩɨхіɞɧɢх)  

əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  ,z f x y  ɬɚ ʀʀ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɪɭɝɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ ''

xyz  ɬɚ ''

yxz  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ  ;x y , ɬɨ 
'' ''

xy yxz z . 

Ɏɨɪɦɭɥɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 2
d z  ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 
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2 2 2
2 2 2

2 2
2

z z z
d z dx dx dy dy

x yx y

  
  

  
. 

Ɏɭɧɤɰɿɹ  ,z f x y  ɦɚє ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɜ ɬɨɱɰɿ   0 0;x y , 

ɹɤɳɨ     0 0, ,f x y f x y  ɞɥɹ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ  ;x y , ɹɤɿ ɧɚɥɟɠɚɬь 

ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɭ ɬɨɱɤɢ  0 0;x y . 

Ɏɭɧɤɰɿɹ  ,z f x y  ɦɚє ɦɿɧɿɦɭɦ ɜ ɬɨɱɰɿ   0 0;x y , ɹɤɳɨ  

   0 0, ,f x y f x y  ɞɥɹ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ  ;x y , ɹɤɿ ɧɚɥɟɠɚɬь 

ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɭ ɬɨɱɤɢ  0 0;x y . 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 2. (Нɟɨɛхіɞɧі ɭɦɨɜɢ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ). əɤɳɨ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  ,z f x y  ɦɚє ɜ ɬɨɱɰɿ  0 0;x y  

ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɬɨ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɩɨ 
ɡɦɿɧɧɢɦ x  ɿ y  ɞɨɪɿɜɧɸɸɬь ɧɭɥɸ: 

 0 0,
0

z x y

x





, 

 0 0,
0

z x y

y





. 

Ɍɨɱɤɚ  0 0 0;M x y  ɞɥɹ ɹɤɨʀ ɜɢɤɨɧɭєɬьɫɹ ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ ɭɦɨɜɢ 

ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ  ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɨɸ. 
ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ ɜɟɥɢɱɢɧɢ: 

 
2

0 02
,

z
A x y

x





,    
2

0 0,
z

B x y
x y



 

 ,  
2

0 02
,

z
C x y

y





. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɜɢɡɧɚɱɧɢɤ:  2
A B

AC B
B C

    . 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 3.  (Дɨɫɬɚɬɧі ɭɦɨɜɢ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ). əɤɳɨ ɞɥɹ 
ɮɭɧɤɰɿʀ   ,z f x y  ɜɢɤɨɧɚɧɿ ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ ɭɦɨɜɢ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ ɜ 

ɞɟɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ  0 0 0;M x y , ɬɨ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɮɭɧɤɰɿɹ: 
1) ɦɚє ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ ɹɤɳɨ 0  , ɩɪɢɱɨɦɭ – ɦɚє ɦɚɤɫɢɦɭɦ, 

ɹɤɳɨ 0A  , ɬɚ ɦɿɧɿɦɭɦ, ɹɤɳɨ 0A  ; 

2) ɧɟ ɦɚє ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ, ɹɤɳɨ 0  . 
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ɓɨɛ ɡɧɚɣɬɢ ɧɚɣɛɿɥьɲɟ ɿ ɧɚɣɦɟɧɲɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ 
ɡɚɦɤɧɟɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ: 

1) ɡɧɚɣɬɢ ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɿ ɬɨɱɤɢ, ɹɤɳɨ ɬɨɱɤɢ ɧɚɥɟɠɚɬь ɨɛɥɚɫɬɿ, 
ɬɨ ɨɛɱɢɫɥɸɸɬь ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɰɢɯ ɬɨɱɤɚɯ; ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ ɰɿ 
ɬɨɱɤɢ ɞɨɫɥɿɞɠɭɜɚɬɢ ɧɟ ɬɪɟɛɚ; 

2)  ɡɧɚɣɬɢ ɧɚɣɛɿɥьɲɟ ɿ ɧɚɣɦɟɧɲɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɦɟɠɿ 
ɨɛɥɚɫɬɿ; ɹɤɳɨ ɦɟɠɚ ɫɤɥɚɞɚєɬьɫɹ ɿɡ ɤɿɥьɤɨɯ ɦɟɠ – ɧɚ ɤɨɠɧɿɣ ɡ 
ɧɢɯ; 

3)  ɩɨɪɿɜɧɹɬɢ ɡɧɚɣɞɟɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿ ɜɫɬɚɧɨɜɢɬɢ ɹɤɟ ɡ ɧɢɯ 
ɧɚɣɛɿɥьɲɟ, ɚ ɹɤɟ ɧɚɣɦɟɧɲɟ. 

Ɉɛɥɚɫɬь ɩɪɨɫɬɨɪɭ, ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ M  ɹɤɨʀ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɨ ɭ 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬь ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɞɟɹɤɨʀ ɫɤɚɥɹɪɧɨʀ ɜɟɥɢɱɢɧɢ  u M  

ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɫɤɚɥɹɪɧɢɦ ɩɨɥɟɦ.   
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɩɨɥɟ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪ, ɩɨɥɟ ɝɭɫɬɢɧ ɪɟɱɨɜɢɧɢ.  
əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  u M  ɧɟ ɡɚɥɟɠɢɬь ɜɿɞ ɱɚɫɭ, ɬɨ ɫɤɚɥɹɪɧɟ 

ɩɨɥɟ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦ. əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  u M  

ɡɦɿɧɸєɬьɫɹ ɡ ɱɚɫɨɦ, ɬɨ ɩɨɥɟ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɧɟɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦ. əɤɳɨ 
ɮɭɧɤɰɿɹ  u M  ɡɚɥɟɠɢɬь ɜɿɞ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ, ɬɨ ɩɨɥɟ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ 
ɩɥɨɫɤɢɦ, ɚ ɜɿɞ ɬɪьɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ – ɩɪɨɫɬɨɪɨɜɢɦ. 

Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨ ɩɥɨɫɤɿ ɩɨɥɹ ɡɨɛɪɚɠɚɸɬьɫɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɥɿɧɿɣ ɪɿɜɧɹ, ɹɤɿ ɜɢɡɧɚɱɚɸɬьɫɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦɢ  ,u x y c , ɚ 

ɩɪɨɫɬɨɪɨɜɿ – ɩɨɜɟɪɯɨɧь ɪɿɜɧɹ   , ,u x y z c , ɞɟ c – ɫɬɚɥɚ 
ɜɟɥɢɱɢɧɚ. 

ȼɚɠɥɢɜɨɸ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɨɸ ɫɤɚɥɹɪɧɨɝɨ ɩɨɥɹ є ɲɜɢɞɤɿɫɬь 
ɡɦɿɧɢ ɩɨɥɹ ɜ ɡɚɞɚɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɿ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɥɨɫɤɟ ɫɤɚɥɹɪɧɟ ɩɨɥɟ ɜɢɡɧɚɱɟɧɟ ɮɭɧɤɰɿєɸ 
 ,z f x y  ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɳɨ ɦɿɫɬɢɬь ɬɨɱɤɭ  ;M x y . 

Ɂ ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ M  ɩɪɨɜɟɞɟɦɨ ɜɟɤɬɨɪ l , ɧɚɩɪɹɦɧɿ ɤɨɫɢɧɭɫɢ 
ɹɤɨɝɨ cos , cos .  

ɇɚ ɜɟɤɬɨɪɿ l  ɧɚ ɜɿɞɫɬɚɧɿ l  ɜɿɞ ɣɨɝɨ ɩɨɱɚɬɤɭ ɜɿɡьɦɟɦɨ 

ɬɨɱɤɭ  1 ;M x x y y    . Ɍɨɞɿ 2 2

1l MM x y      . ɉɪɢ 
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ɩɟɪɟɯɨɞɿ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ M  ɞɨ ɬɨɱɤɢ
1M  ɜ ɧɚɩɪɹɦɿ ɜɟɤɬɨɪɚ l  

ɮɭɧɤɰɿɹ  ,z f x y
 
ɨɬɪɢɦɚє ɩɪɢɪɿɫɬ    1lz z M z M   . 

əɤɳɨ ɿɫɧɭє  ɝɪɚɧɢɰɹ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɮɭɧɤɰɿʀ 
l

z  ɜ 
ɞɚɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɿ ɞɨ ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɞɨɜɠɢɧɢ l , ɹɤɳɨ l  ɩɪɹɦɭє ɞɨ 

ɧɭɥɹ, ɬɨ ɰɸ ɝɪɚɧɢɰɸ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɩɨɯɿɞɧɨɸ  ɮɭɧɤɰɿʀ  ,f x y
 
ɜ 

ɬɨɱɰɿ M ɡɚ ɞɚɧɢɦ ɧɚɩɪɹɦɨɦ l
 
ɿ ɩɨɡɧɚɱɚɸɬь z

l




, ɬɨɛɬɨ   

0
lim cos cosl

l

zz z z

l l x y
 

 

  
  

   
, 

ɞɟ  cos
x

l
 



,  cos
y

l
 



  – ɧɚɩɪɹɦɧɿ ɤɨɫɢɧɭɫɢ ɜɟɤɬɨɪɚ l . 

ȼɟɤɬɨɪ, ɳɨ ɜɢɡɧɚɱɚє ɧɚɩɪɹɦ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɲɜɢɞɤɿɫɬь ɡɦɿɧɢ 
ɫɤɚɥɹɪɧɨɝɨ ɩɨɥɹ ɜ ɞɚɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɧɚɣɛɿɥьɲɚ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɝɪɚɞɿєɧɬɨɦ 
ɿ ɩɨɡɧɚɱɚєɬьɫɹ: 

z z
grad z i j

x y

 
 
 

. 

Ƚɪɚɞɿєɧɬ ɩɨɥɹ ɜ ɞɚɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɧɨɪɦɚɥьɧɢɣ ɞɨ ɥɿɧɿʀ ɪɿɜɧɹ 

ɩɨɥɹ ɜ ɰɿɣ ɫɚɦɿɣ ɬɨɱɰɿ. əɤɳɨ ɜɟɤɬɨɪ l grad z , ɬɨ 0
z

l





. 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ 3.1. Ɂɧɚɣɬɢ ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ  ,z f x y  ɜ ɬɨɱɰɿ 

 ;A AA x y  ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɜɟɤɬɨɪɚ ɩɪɨɜɟɞɟɧɨɝɨ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ A  ɞɨ 

ɬɨɱɤɢ  ;B BB x y . Ɂ’ɹɫɭɜɚɬɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɡɦɿɧɢ ɩɨɥɹ ɜ ɞɚɧɨɦɭ 
ɧɚɩɪɹɦɿ. Ɂɧɚɣɬɢ ɧɚɩɪɹɦ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ ɜ ɰɿєʀ ɠ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɬɨɱɰɿ A .  

Ⱦɚɧɨ: ɮɭɧɤɰɿɹ 2 22 3 4z x y x y    ,   1; 2A ,  4; 6B . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя.  Ɂɧɚɣɞɟɦɨ  ɜɟɤɬɨɪ  AB   ɿ  ɣɨɝɨ ɧɚɩɪɹɦɧɿ  
ɤɨɫɢɧɭɫɢ:  AB =    4 1,6 2 3,4   ,     

2 23 4 5   , 
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3

cos 0,6
5

x     ,          
4

cos 0,8
5

y    . 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ  ɱɚɫɬɢɧɧɿ  ɩɨɯɿɞɧɿ  ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ z

x




 ɿ 
z

y




 :                   

4 1
z

x
x


 


 ,               6 4

z
y

y


 


. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɱɚɫɬɢɧɧɢɯ ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɜ ɬɨɱɰɿ Ⱥ: 

  4 1 1 3
z

A
x


   


 ,      6 2 4 8

z
A

y


   


. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ  ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ z  ɜ ɬɨɱɰɿ Ⱥ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ 
ɜɟɤɬɨɪɚ  ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ:  

     cos cos
z z z

A A A
x y

   
 

  
. 

Ɉɬɠɟ,        3 0,6 8 0,8 8,2
z

A


    


. 

Ɉɫɤɿɥьɤɢ   8,2 0
z

A


 


 , ɬɨ ɡɚɞɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ     

2 24 6z x x xy y       ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɜɟɤɬɨɪɚ   3,4  

ɡɪɨɫɬɚє.  
Ƚɪɚɞɿєɧɬ ɮɭɧɤɰɿʀ ɨɛɱɢɫɥɢɦɨ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ  

     z z
grad z A A i A j

x y

 
   
 

. 

Ɉɬɠɟ,    3 8grad z A i j    . 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ  3.2.  Ɏɭɧɤɰɿɸ 2 24 6z x x xy y       

ɞɨɫɥɿɞɢɬɢ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ. 
Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя.  Ɂɧɚɣɞɟɦɨ  ɱɚɫɬɢɧɧɿ  ɩɨɯɿɞɧɿ ɩɟɪɲɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ  
z

x




 ɿ z

y




 :         6 2
z

x y
x


  


  ,       2

z
x y

y


  


. 
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ɉɪɢɪɿɜɧɹєɦɨ ʀɯ ɞɨ ɧɭɥɹ ɿ ɪɨɡɜ’ɹɠɟɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь:  
6 2 0,

2 0

x y

x y

  
  

 . 

Іɡ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɭ ɬɨɱɤɭ:
0 4x  ,

0 2y   .  

Ɉɬɠɟ,  ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє  ɨɞɧɭ ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɭ ɬɨɱɤɭ  0 4; 2M  . 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɿ ʀɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɭ 
ɬɨɱɰɿ  

0M :  

 
2

2
2

z

x


 


,        

2

1
z

x y


 

 
,       

2

2
2

z

y


 


. 

ɑɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ є ɫɬɚɥɢɦɢ ɜɟɥɢɱɢɧɚɦɢ ɜ 
ɛɭɞь-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɨɛɥɚɫɬɿ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɜ ɬɨɦɭ ɱɢɫɥɿ ɿ ɜ ɬɨɱɰɿ 0M , 

ɬɨɦɭ 

 
2

02
2

z
A M

x


  


 ,

    

     
2

0 1
z

B M
x y


  
 

,  

 
2

02
2

z
C M

y


  


.    

ȼɢɡɧɚɱɧɢɤ 

     22 2 2 1
A B

AC B
B C

         =3 0 . 

Ɉɫɤɿɥьɤɢ   0   ɿ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ 0A  ,  ɬɨ ɜ ɬɨɱɰɿ   
 0 4, 2M    ɞɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  ɦɚє ɦɚɤɫɢɦɭɦ,  ɩɪɢɱɨɦɭ  

   max 0 4, 2 8z z M z    . 
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4. Іɧɬɟɝɪɚɥьɧɟ ɱɢɫɥɟɧɧя ɮɭɧɤɰɿɣ ɨɞɧɿєʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 
 

Ɍɚɛɥɢɰя ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ 

1. 

1

1

u
u du C








 
 , 1   .         2. 2

du
u C

u
  .   

3. 
2

1du
C

u u
   .                              4. 

du
u C

u
  ln .       

5. 
2 2

1du u
arctg C

a u a a
 

 .    6.
21

du
u C

u
 


 arcsin .   

7. 
21

du
arctg u C

u
 

 .       8. 
2 2

du u
C

aa u
 


 arcsin .   

9. 
2

1 1

1 2 1

du u
C

u u


 

  ln . 10. 
2

du u
tg C

u

   
  ln

sin
.   

11. 
2 4

du u
tg C

u

    
  ln

cos
 

12.
2

1 1

1 2 1

du u
C

u u


 

  ln .    13. 

u
u a

a du C
a

  ln
.   

14.
u u

e du e C  .                   15. u du u C   sin cos .   

16. u du u C cos sin .     17. tg u du u C   ln cos .  

18. ctg u du u C  ln sin .       19. 
2

du
tg u C

u
  cos

.      

20. 
2

du
ctg u C

u
   sin

. 21. 
2 2

1

2

du a u
C

a u a a u


 

  ln .    

22. 
2 2

1

2

du u a
C

u a a u a


 

  ln . 

23. 
2

2

du
u u a C

u a
   


 ln . 
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Вɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɭ 

ɚ)     f x dx f x

 ;           ɛ)     d f x dx f x dx ; 

ɜ)    df x f x C  ; ɝ)    Af x dx A f x dx  , A -ɫɬɚɥɚ. 

ɞ)        1 2 1 2f x f x dx f x dx f x dx        ; 

ɟ)    1
f ax b dx F ax b C

a
    , ɞɟ    f x dx F x C  . 

 

Ɂɪɚɡɤɢ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧя ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.1. Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
3

1
(2sin 3 )x

x dx
x

  , 

ɫɤɨɪɢɫɬɚɜɲɢɫь ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɸ:  
 

1 1 2 2 1 1 2 2( ( ) ( )) ( ) ( )k f x k f x dx k f x dx k f x dx     . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя.  
1

3

3

1
(2sin 3 ) 2 sin 3x x

x dx xdx dx x dx
x


          

2

33 3
2cos

ln3 2

x
x

x C     . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.2. Ɇɟɬɨɞɨɦ ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧьɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 

ɡɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ   2cos
2

x
dx . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. ɋɤɨɪɢɫɬɚєɦɨɫɹ ɬɚɤɨɸ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 

ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɿʀ: 2 1
cos (1 cos 2 )

2
   . Ɍɨɞɿ  

2cos
2

x
dx 

1
(1 cos )

2
x dx  

 
1 1 1 1

cos sin
2 2 2 2

dx x dx x x C      . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.3. Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  
21

x dx

x  ɦɟɬɨɞɨɦ 

ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ. 
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Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ 21t x  , 2dt xdx . Ɂɜɿɞɫɢ 
1

2
xdx dt . Ɍɨɞɿ 2

2

1 1 1
ln ln 1

1 2 2 2

xdx dt
t C x C

x t
     

  . 

ɐɟɣ ɠɟ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɿɞɜɟɞɟɧɧɹ ɩɿɞ 
ɡɧɚɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚ, ɜɪɚɯɨɜɭɸɱɢ, ɳɨ  21 2d x xdx  , ɬɨɛɬɨ 

 21
1

2
x dx d x  . Ɍɨɞɿ 

 2

2

2 2

11 1
ln 1

1 2 1 2

d xxdx
x C

x x


   

   .  

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.4. Ɇɟɬɨɞɨɦ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɱɚɫɬɢɧɚɦɢ ɡɧɚɣɬɢ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥ  2 sin3x xdx . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɮɨɪɦɭɥɭ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɱɚɫɬɢɧɚɦɢ: 
u dv uv v du       

 
2,

2 sin3 1
sin3 , cos3

3

u x du dx

x xdx
dv xdx v x

  
  

    

1 1
( 2)cos3 cos3

3 3
x x x dx

       
    

 1 1
2 cos3 sin3

3 9
x x x C     . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.5. Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
24 6 5

dx

x x  
 . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя.
2

2 3 54 6 5
4( )

2 4

dx dx

x x
x x

 
     

   

2
2

3

1 1 4

2 23 9 9 5 29 3( 2
4 16 16 4 16 4

d x
dx

x x x

  
   
         
 

   
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2 2

23 29 29
,arcsi / /, / /

4 16 4
n

du

ɋɤɨɪɢɫɬɚєɦɨɫя ɬɚɛɥɢɱɧɢɦ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ

u
a

x a
u

a
u

c
a


 

    




            

3

1 1 4 34arcsin arcsin .
2 229 29

4

x
x

C C

 
   

 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.6 . Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
2

3

2 4

x
dx

x x


  . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. 

 
2 2 2

1
(2 2) ( 3 1) 2 23 12

2 4 2 1 3 2 2 4

x x dxx
dx dx

x x x x x x

    
  

        
 

2

( 1)
4

( 1) 3

d x

x




  21 4 1
ln 2 4

2 3 3

x
x x arctg C


     . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.7 . Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
  2 3

x dx

x x  . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ 
  2 3

x

x x 
 є 

ɩɪɚɜɢɥьɧɢɦ  ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɦ ɞɪɨɛɨɦ. Ɋɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɰɟɣ ɞɪɿɛ ɧɚ ɫɭɦɭ 
ɩɪɨɫɬɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɞɪɨɛɿɜ: 

  
   
  

3 2

2 3 2 3 2 3

A x B xx A B

x x x x x x

  
  

     
. 

Ɂ ɪɿɜɧɨɫɬɿ ɞɜɨɯ ɞɪɨɛɿɜ ɜɢɩɥɢɜɚє ɪɿɜɧɿɫɬь:  
   3 2A x B x x    . 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ A  ɿ B : 

ɹɤɳɨ 2x  , ɬɨ 5 2A  , ɬɨɛɬɨ 2

5
A  ; 

ɹɤɳɨ 3x   , ɬɨ 5 3B   , ɬɨɛɬɨ 3

5
B  . 
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Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɞɪɿɛ 
  

2 3

5 5

2 3 2 3

x

x x x x
 

   
.  

Ɍɨɞɿ  

  
2 3

2 3 5 2 5 3

x dx dx dx

x x x x
  

     
2 3

ln 2 ln 3
5 5

x x C    . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.8.  Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
2cos 3sin 1

dx

x x  .   

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ɂɜɟɞɟɦɨ ɞɚɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɭ ɜɿɞ 
ɪɚɰɿɨɧɚɥьɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ  ɭɧɿɜɟɪɫɚɥьɧɨʀ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ 

2

x
t tg . Ɂɜɿɞɫɢ 

2

2

1

dt
dx

t



, 

2

2
sin

1

t
x

t



, 

2

2

1
cos

1

t
x

t





. 

Ɍɨɞɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  

2

2 2 2

2 2

2

1 2
1 22cos 3sin 3 2 2 6 3 3

2 3 3
1 1

dt

dx dtt

t tx x t t t

t t

  
      
 

    

2
2

6 5

dt

t t


   2

1 3 2
2 2 ln

2 2 3 23 4

dt t
C

tt

 
    

      

5
1 5 1 2ln ln
2 1 2

1
2

x
tg

t
C C

xt
tg


   

 
.  

 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.9. Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 3 2sin cosx x dx . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя.
   3 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin 1 cos cos cosx xdx x x xdx x xd x      

   2 2 4 2

cos

1

ɡɚɫɬɨɫɭєɦɨ
ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɭ t t dt t t dt

x t

     


   
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5 3

5 3

t t
C   

5 3cos cos

5 3

x
C  . 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.10 . Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
 31

dx

x x .   

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ɂɦɿɧɧɚ x  ɭ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɿɣ ɮɭɧɤɰɿʀ ɫɬɨʀɬь ɭ 
ɫɬɟɩɟɧɿ  1/3  ɿ  1/2 . ɋɩɿɥьɧɢɦ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɨɦ ɰɢɯ ɞɪɨɛɿɜ є ɱɢɫɥɨ 6. 
Ɍɨɦɭ ɬɭɬ  ɡɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɭ 6

x t . Ɍɨɞɿ 56dx t dt , 

23 x t , 
3

x t , 6t x .  ɉɿɞɫɬɚɜɥɹєɦɨ ɡɧɚɣɞɟɧɿ ɜɟɥɢɱɢɧɢ ɜ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥ.  

Ɇɚєɦɨ 

  

   
5 2 2

2 22 33

6 1 1
6 6

1 111

dx t dt t dt t
dt

t tt tx x

 
   

    

   6 6

2

1
6 1 6 6

1
dt t arctg t C x arctg x C

t

           .  

 

Вɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɿ ɣɨɝɨ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧя 

Ɂɪɚɡɤɢ ɪɨɡɜ’яɡɭɜɚɧɧя ɡɚɜɞɚɧь 

 
ɉɪɢɤɥɚɞ 4.11. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɧɟɜɥɚɫɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɩɟɪɲɨɝɨ 

ɪɨɞɭ  
2

1
1

dx

x



 , ɚɛɨ ɜɫɬɚɧɨɜɢɬɢ ɣɨɝɨ ɪɨɡɛɿɠɧɿɫɬь. 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ɂɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ, ɦɚєɦɨ  

2

1
1

dx

x



 2

1

lim
1

b

b

dx

x
 

 1
lim

b

b
arctg x




  lim 1
b

arctg b arctg


    
2 4 4

  
  . 

Ɉɬɠɟ, ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
2

1
1

dx

x



  ɡɛɿɝɚєɬьɫɹ. 
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ɉɪɢɤɥɚɞ 4.12. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɧɟɜɥɚɫɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɞɪɭɝɨɝɨ 

ɪɨɞɭ  
1

0 1

dx

x , ɚɛɨ ɜɫɬɚɧɨɜɢɬɢ ɣɨɝɨ ɪɨɡɛɿɠɧɿɫɬь.  

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ 1

1
y

x



 ɦɚє 

ɪɨɡɪɢɜ ɞɪɭɝɨɝɨ ɪɨɞɭ ɜ ɬɨɱɰɿ 1x  , ɬɨɦɭ ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ  

 

1

1 0 1 0 0
0 0

lim lim 2 1
1 1

b
b

b b

dx dx
x

x x   
    

  
    

1 0
2 lim 1 1 2 1 2

b
b

 
        . 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.13. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɩɥɨɳɭ ɩɥɨɫɤɨʀ ɮɿɝɭɪɢ, 

ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ ɩɚɪɚɛɨɥɨɸ  21
2

4
y x   ɿ ɩɪɹɦɨɸ 2 14 0x y   . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɬɢɧɭ ɞɚɧɢɯ ɥɿɧɿɣ. Ɂ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɪɹɦɨʀ 2 14 0x y    ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ 7
2

x
y   . ɋɤɥɚɞɚєɦɨ 

ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь  
 21

2 ,
4

7 .
2

y x

x
y

  

  


 ɉɿɞɫɬɚɜɥɹєɦɨ ɜ ɩɟɪɲɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɫɢɫɬɟɦɢ ɡɚɦɿɫɬь y  ɪɿɡɧɢɰɸ 7
2

x
 , ɨɬɪɢɦɚєɦɨ  21

7 2
2 4

x
x   , 

  
228 2 4 4x x x    ,   

2 2 24 0x x   . 

Ɂɚ ɬɟɨɪɟɦɨɸ ȼɿєɬɚ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɤɨɪɟɧɿ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ:
1 4x   , 

2 6x  . ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɨ,  
1

4
7 9

2
y


   , ɚ 

2 4y  .  

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɩɚɪɚɛɨɥɚ ɿ ɩɪɹɦɚ ɩɟɪɟɬɢɧɚɸɬьɫɹ ɜ ɬɨɱɤɚɯ 
 4;9A   ɿ  6;4B  (ɪɢɫ.2). 
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                       Ɋɢɫ. 2 

 

ɉɥɨɳɚ ɩɥɨɫɤɨʀ ɮɿɝɭɪɢ, ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ ɡɜɟɪɯɭ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɸ 
ɤɪɢɜɨɸ  y f x , ɡɧɢɡɭ – ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɸ ɤɪɢɜɨɸ  y x , ɡɥɿɜɚ 
– ɩɪɹɦɨɸ x a  ɿ ɫɩɪɚɜɚ – ɩɪɹɦɨɸ x b , ɨɛɱɢɫɥɸєɬьɫɹ ɡɚ 
ɮɨɪɦɭɥɨɸ   

    
b

a

S f x x dx  . 

Ɉɫɤɿɥьɤɢ ɡɜɟɪɯɭ  ɮɿɝɭɪɚ ɨɛɦɟɠɟɧɚ ɩɪɹɦɨɸ 7
2

x
y   , ɚ 

ɡɧɢɡɭ – ɩɚɪɚɛɨɥɨɸ  21
2

4
y x  , ɬɨ ɩɥɨɳɚ  

 
6

2

4

1
7 2

2 4

x
S x dx



      
 

6 2

4

7 1
2 4

x x
x dx



 
     

 
   

6 2

4

6
2 4

x x
dx



 
   

 


6
2 3

4

6
4 12

x x
x



 
    
 

 

16
36 9 18 24 4

3
      

2
41

3
 (ɤɜ. ɨɞ.) . 

 ɉɪɢɤɥɚɞ 4.14.  Ɂɧɚɣɬɢ ɩɥɨɳɭ ɮɿɝɭɪɢ, ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ ɤɪɢɜɨɸ  
 2cosa . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ⱦɚɧɚ ɩɥɨɫɤɚ ɮɿɝɭɪɚ ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɚ ɜɿɞɧɨɫɧɨ 
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ɩɨɥɹɪɧɨʀ ɨɫɿ  ɿ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɨɥɸɫɚ, ɫɤɥɚɞɚєɬьɫɹ ɡ ɱɨɬɢɪьɨɯ 
ɪɿɜɧɨɜɟɥɢɤɢɯ ɱɚɫɬɢɧ (ɪɢɫ.3),  ɬɨɦɭ ɩɥɨɳɚ ɡɝɿɞɧɨ ɮɨɪɦɭɥɢ 

 21

2
S d





      ɞɨɪɿɜɧɸє: 

 
4 4

2 2 2

0 0

1
4 cos 2 1 cos4

2
S a d a d

 

           

4
4sin

4

1 2
4

0

2 a
a









 



(ɤɜ. ɨɞ.). 

 

 

                                                       0                         

                   Ɋɢɫ. 3. 
ɉɪɢɤɥɚɞ 4.15. Ɂɧɚɣɬɢ ɞɨɜɠɢɧɭ ɞɭɝɢ ɤɚɪɞɿɨʀɞɢ   

 1 cosa   . 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ɉɫɤɿɥьɤɢ ɤɪɢɜɚ ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɚ ɜɿɞɧɨɫɧɨ 
ɩɨɥɹɪɧɨʀ ɨɫɿ ɿ   sin' a  , ɬɨ ɞɨɜɠɢɧɭ ɞɭɝɢ, ɨɛɱɢɫɥɢɦɨ ɡɚ 
ɮɨɪɦɭɥɨɸ:  

 22 'L d






    . 

ȼɫɹ ɤɪɢɜɚ, ɫɤɥɚɞɚєɬьɫɹ ɡ ɞɜɨɯ ɱɚɫɬɢɧ, ɪɿɜɧɢɯ ɡɚ ɞɨɜɠɢɧɨɸ, 
ɬɨɦɭ ɞɨɜɠɢɧɚ  ɞɭɝɢ 

   2 22

0

2 1 cos sinL a a d



        

= 
2 2

0

2 1 2cos cos sina d



                                                                  

      =  
00

2 2 2 cos 4 2 sin 8
2 2

a d a a

      (ɥɿɧ. ɨɞ.). 

       

      



36 

 

 
Ɋɢɫ. 4. Ʉɚɪɞɿɨʀɞɚ ɡ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ 2a  . 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ 4.16. Ɂɧɚɣɬɢ ɰɟɧɬɪ ɦɚɫɢ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨʀ ɩɥɨɫɤɨʀ 
ɮɿɝɭɪɢ ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ ɩɚɪɚɛɨɥɨɸ 2y x , ɩɪɹɦɨɸ 2x   ɿ ɜɿɫɫɸ 
Ɉɯ. 

Ɋɨɡɜ’яɡɚɧɧя. Ʉɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ɰɟɧɬɪɚ ɦɚɫɢ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨʀ  
ɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨʀ ɬɪɚɩɟɰɿʀ, ɳɨ ɩɪɢɥɹɝɚє ɞɨ ɨɫɿ Ɉɯ, ɡɧɚɯɨɞɹɬь ɡɚ 
ɮɨɪɦɭɥɚɦɢ: 

y

c

M
x

m
 , x

c

M
y

m
 , 

ɞɟ  
b

a

m f x dx   - ɦɚɫɚ ɩɥɨɫɤɨʀ ɮɿɝɭɪɢ;  

b

y

a

M x y dx   - ɫɬɚɬɢɱɧɢɣ ɦɨɦɟɧɬ ɩɥɨɫɤɨʀ ɮɿɝɭɪɢ ɜɿɞɧɨɫɧɨ 

ɨɫɿ Ɉɭ;  

  21

2

b

x

a

M f x dx   - ɫɬɚɬɢɱɧɢɣ ɦɨɦɟɧɬ ɩɥɨɫɤɨʀ ɮɿɝɭɪɢ 

ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɨɫɿ Ɉɯ.  
Ɂɪɨɛɢɦɨ ɪɢɫɭɧɨɤ ɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨʀ ɬɪɚɩɟɰɿʀ. 
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Ɋɢɫ. 5. 
Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ ɜɟɥɢɱɢɧɢ , ,y xm M M : 

22 3

2

0 0

2 2 2 2 2 2 8
2

3 3 3
m x dx x

 
    , 

22 5

2

0 0

2 2 2 2 2 4 16
2

5 5 5
yM x x dx x

  
    , 

 
2 2

2 2
2

0
0 0

1 1 1
2 2 2

2 2 2
xM x dx x dx x     . 

Ɉɬɠɟ, ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ɰɟɧɬɪɚ ɦɚɫɢ ɛɭɞɭɬь ɬɚɤɿ: 
16 3 6

1,2
5 8 5

y

c

M
x

m
     ,     

2 3 3
0,75

8 4

x

c

M
y

m


    . 

 

5. Ɂɚɜɞɚɧɧя ɞɥя ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

Ɂɚɜɞɚɧɧя 1. Ɂɧɚɣɬɢ ɝɪɚɧɢɰɿ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɧɟ ɤɨɪɢɫɬɭɸɱɢɫь 
ɩɪɚɜɢɥɨɦ Ʌɨɩɿɬɚɥɹ. 

1.  ɚ) 
3 2

3 2

2
lim

5 3 4x

x x x

x x xx

 
  

;       2. ɚ) 
5 2

5 2

2 3 5
lim

3 4x

x x

x x x

 
 

; 

      ɛ)   
2

22

3 2
lim

3 4 4x

x x

x x

 
 

;                 ɛ)   
2

23

2 5 3
lim

6x

x x

x x

 
 

; 
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      ɜ)   
0

3
lim

1 1x

x

x x   
;        ɜ)  

0

7 7
lim

7x

x x

x

  
; 

      ɝ)    
20

1 cos3
lim
x

x

x


;                 ɝ)   

0

sin 4 sin 2
lim

6x

x x

x


; 

      ɞ)   
2 1

1
lim

x

x

x

x





 
 
 

.                ɞ)   
 

0

ln 1
lim

2x

x

x


. 

3.   ɚ) 
6

6 2

4 5
lim

3 1x

x x

x x

 
 

;             4.  ɚ)  
5 2

5

6 4
lim

2 2 3x

x x x

x x

 
 

; 

      ɛ)   
2

23

9
lim

3 8 3x

x

x x


 

;                ɛ)   
2

25

3 14 5
lim

7 10x

x x

x x

 
 

; 

      ɜ)   
2

20

2 2
lim

1 1x

x

x

 

 
;              ɜ)   

4

2 1 3
lim

2 2x

x

x

 

 
; 

      ɝ)   
0

1 cos6
lim

7 sin 3x

x

x x


;                    ɝ)   

20

sin
lim

sinx

tg x x

x x


; 

      ɞ)   3 1
lim ln

3 2x

x
x

x





.                  ɞ)  

3
4

lim
8

x

x

x

x





 
  

.  

5.   ɚ)   
3 2

3

7 2 4
lim

2 1x

x x x

x

 


; 6.  ɚ)  
4 2

4

3
lim

3 2x

x x x

x x

  
 

;

    ɛ)   
2

22

2 3 2
lim

6 16x

x x

x x

 
 

;               ɛ)   
2

21

7 6
lim

2 5 7x

x x

x x

 
 

; 

      ɜ)   
2

4 1 3
lim

3 10 4x

x

x

 

 
;               ɜ)   

2

20

16 4
lim

1 1x

x

x

 

 
; 

      ɝ)    
0

lim sin 7 5
x

x ctg x


;               ɝ)   
2

21

sin ( 1)
lim

3 6 3x

x

x x


 

; 

      ɞ)   
5

2

0
lim (1 3 ) x

x
x




 .                   ɞ)   

5

sin

0
lim (1 2sin ) x

x
x


 . 
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7.   ɚ)   
4 2

4 2

6 5
lim

4 5 3x

x x

x x x

  
 

;        8.   ɚ)  
2

2

3 2
lim

6 4 1x

x x

x x

 
 

; 

      ɛ)   
2

22

3 14
lim

8 12x

x x

x x

 
 

;                 ɛ)  
2

25

6 5
lim

2 11 5x

x x

x x

 
 

; 

      ɜ)   
5

4 3
lim

1 2x

x

x

 
 

;                      ɜ)   
23

4 3 3
lim

9x

x

x

 


; 

      ɝ)    
3

0

cos cos
lim

4 sinx

x x

x x


;                ɝ)   

0

3
lim

1 cos 6x

x tg x

x 
; 

      ɞ)   
2 3

lim
1

x

x

x

x





 
  

.                    ɞ)  
3

cos

2

lim (1 cos ) x

x

x



 . 

9.  a)    

3

2

9
lim

7 10 5x

x

x x


 

;         10.  ɚ) 
4 2

5 3

10 3
lim

2 8x

x x

x x

 
 

; 

     ɛ)     
2

20

1 1
lim

7 6x

x

x x

 

 
;           ɛ)   

2

23

3 10 3
lim

2 5 3x

x x

x x

 
 

;                             

     ɜ)     
2

26

2 72
lim

7 6x

x

x x


 

;                  ɜ)    
2

20

2 4
lim

3x

x

x

 
;                 

     ɝ)    
0

cos 2 1
lim

3 sinx

x

x x


;                  ɝ)  

0

cos 4 cos 6
lim

3 sin 6x

x x

x x


; 

     ɞ)    lim 3 ln 4 ln
x

x x x


    .      ɞ)   
4

2
lim

1 2

x

x

x

x





 
  

. 

11.  ɚ)   
5 2

5 2

3 4 1
lim

2 5x

x x

x x x

 
 

;         12.  ɚ)  
5

5

6 1
lim

3 2 3x

x

x x


 

; 

       ɛ)     
2

21

2 3
lim

2x

x x

x x

 
 

;               ɛ)  
2

25

3 14 5
lim

6 5x

x x

x x

 
 

; 
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       ɜ) 
3

5 1 4
lim

3x

x

x

 


;      ɜ)  
1

5 4 3
lim

2 1 1x

x

x

 

 
; 

        ɝ)   
2

0

4
lim

sin 3x

tg x

x x
;                     ɝ)  

0

3
lim

4x

arctg x

x
; 

       ɞ) (11)       lim 3 ln 2 4 ln 1 4
x

x x x


      ;  

       ɞ) (12)   2 4

2
lim 7 3

x

x

x
x 


 . 

13. ɚ) 
6 2

6

3 2
lim

2 4 5x

x x

x x

 
 

;           14. ɚ)   
3 2

3 2

4 5
lim

3 2x

x x

x x x

 
 

; 

      ɛ)    
2

23

3 10 3
lim

2 3x

x x

x x

 
 

;            ɛ)  
2

27

2 13 7
lim

9 14x

x x

x x

 
 

; 

       ɜ)    
4

2
lim

2 1 3x

x

x


 

;               ɜ)   
2

2
lim

4 1 3x

x

x


 

; 

       ɝ)   2

0
lim sin 2 5
x

x x ctg x


 ;       ɝ)   
0

lim 7
x

x ctg x


; 

       ɞ)     
2

2

2
lim 3 5

x

x

x
x 


 ;            ɞ)     

2

3

3
lim 3 8 x

x
x 


 . 

15.  ɚ)  
3 2

3

4 3 1
lim

2 3 1x

x x

x x

 
 

; 16. ɚ) 
4 2

4

3 2
lim

5 3 2x

x x

x x

 
 

; 

       ɛ)     
2

22

2 3 2
lim

3 2x

x x

x x

 
 

;            ɛ)   
2

23

2 5 3
lim

5 6x

x x

x x

 
 

; 

        ɜ) 
0

4 3 4 3
lim

7x

x x

x

  
;     ɜ)  

5

1 2
lim

2 1 3x

x

x

 
 

; 

        ɝ)     
0

1 cos 4
lim

sin 3x

x

x x


;                 ɝ)    

0

arcsin 3
lim

5x

x

x
; 

        ɞ) (15)       lim 2 3 ln 2 ln 3
x

x x x


      ;  
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        ɞ) (16)        lim 5 ln 2 3 ln 2
x

x x x


     . 

17. ɚ)  
5 4

5

9 4 2
lim

3 2 1x

x x

x x

 
 

;           18.  ɚ) 
2

3 2

3 4 1
lim

2 1x

x x

x x

 
 

; 

      ɛ)    
2

25

2 11 5
lim

7 10x

x x

x x

 
 

;            ɛ)   

2

26

2 9 18
lim

7 6x

x x

x x

 
 

; 

      ɜ)    
20

9 3
lim
x

x

x x

 


;         ɜ)    
2

3 10 4
lim

2x

x

x

 


; 

      ɝ)    
0

1 cos5
lim

2x

x

x tg x


;      ɝ)     

0
lim sin 5 3
x

x ctg x


 ; 

      ɞ) (17)    
2

2

2
lim 2 3

x

x

x
x 


 ;  

      ɞ)  (18)     lim 3 ln 2 ln 2 3
x

x x x


    . 

19.  ɚ) 
5 2

5

4 3 1
lim

2 2 3x

x x

x x

 
 

;           20.  ɚ) 
3 2

3 2

3 5 2
lim

2 5x

x x

x x x

 
 

; 

         ɛ)   
0

5
lim

6x

x

arctg x
;          ɛ)   

2

21

2 1
lim

2 5 3x

x x

x x

 
 

; 

         ɜ)   
3

3
lim

4 3 3x

x

x


 

;                ɜ)    
0

2
lim

4x

arctg x

x
; 

         ɝ)  
2

27

3 17 28
lim

9 14x

x x

x x

 
 

;            ɝ)  
3

2 3 3
lim

2 1x

x

x

 

 
; 

         ɞ) (19)       lim 2 ln 1 ln 1
x

x x x


      ;   

         ɞ) (20)       lim 2 1 ln 3 ln
x

x x x


     .   

Ɂɚɜɞɚɧɧя 2.  Ɂɧɚɣɬɢ ɩɨɯɿɞɧɿ  
dx

dy
   ɡɚɞɚɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. 
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1.   ɚ)  3 4 5 xxy  ;                   ɛ)  1

1

tg x
y

tg x





 ;  

      ɜ)   

2

xy x ;                               ɝ)   xxarctgy  ;  

      ɞ)  sin cos 0x y y x  ;         ɟ)   
2 3

ln ,

3 2

x t t

y t t

 


 
. 

 2.  ɚ)   x
x

x
y 


 2

2
3 3

;    ɛ) 3sin 2y x ; 

      ɜ) 2arcsin 1y x x x   ;      ɝ)
x

e
xy  ; 

      ɞ) 2 2 0xy
e x y   ;                 ɟ)

ln cos ,

ln sin .

x t t

y t t

 
  

 

3.  ɚ)
2

2

1

1

x
y

x





;                          ɛ) 1 ln x

y e
 ;                     

     ɜ) 1
y arctg

x
 ;                           ɝ) arcsin x

y x ;                

     ɞ) sin cos cosy x x y  ;         ɟ)
2

2 sin 2 ,

sin .

x t t

y t

 



 

4.   a)

21

1

x
y

x





;                         ɛ) lny tg x ;  

      ɜ) cos3 x
y  ;                               ɝ) e x

y x
 ;         

      ɞ) cos( ) 2 4 0x y x y    ;  e) 
2

0,5sin 2 ,

cos .

x t t

y t

 



  

5.    ɚ)
2

1

1
y x

x x
 

 
;           ɛ) 2sin 1y x  ;  

       ɜ) 3lny ctg x ;                     ɝ) 2

1

xy x ;  
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       ɞ) y y
xe ye x y  ;                ɟ)











.18

,2

2

3

tty

ttx
 

6.    ɚ)
3

1

2 1
y

x



;                       ɛ) 2coslny x ;  

       ɜ) sin 2( 1)x
y e  ;                    ɝ) 2 x

y x ;   

       ɞ)
x

y
yx )(cos ;                 ɟ)

4 2

2

0,25 0,5

1
0,5 .

x t t t

y t
t

   



 

  

7.   ɚ)
3 33 4

1 5

2 1 ( 2)
y

x x
 

 
;  ɛ) 2coslny x ; 

      ɜ) sin 2( 1)x
y e  ;                     ɝ) 2 x

y x ; 

     ɞ) cos ( )
y

xy
x

 ;                       ɟ) 
2arcsin ( 1),

arccos 2 .

x t

y t

  



 

8.    ɚ) 3
2

1
y x

x



 ;                    ɛ) 

1 sin 3

1 sin 3

x
y

x





; 

       ɜ) 
1

12
x

xy


 ;                             ɝ) (ln )x

y x ; 

       ɞ) ln 2 ln 0xy y x   ;       ɟ) 
2

3

1,

.

x t t

y t t

   


 
 

9.   ɚ) 3 1 3y x x   ;              ɛ) 21 lny x  ;   

      ɜ) 2

1

xy e ;                    ɝ) cos(sin ) x
y x ;  

      ɞ) sinx y y
e

x

  ;                 ɟ) 











.
cos

1

,

2
t

y
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10.  ɚ) 
2

2

1 3

2 3

x
y

x





;                  ɛ) 

2 3cos (2 3)x
y e x  ; 

       ɜ) 3 5 lny xarctg x tg x  ; ɝ) (sin 3 ) x
y x ; 

       ɞ) ln lny x x y x y   ;      ɟ) 
2

2

2

2
,

2

2

t
x

t

t
y

t

  

 
 

                                                    

11.  ɚ) 
3

3
2 4 3

1
y x

x x
  

 
; ɛ) cos 2( 3)x

y e  ; 

       ɜ) lnsin (2 5)y x  ;                 ɝ) 
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y x ; 

       ɞ) 5
y

tg x
x

   
 

;                       ɟ) 
cos ,

2

sin .

t
x

y t t

    
 

  

 

12.  ɚ) 2 21y x x  ;                   ɛ) 
2

4sin

cos

x
y

x
 ; 

         ɜ) 2x
y arctg e ;             ɝ) 

1

xy x ;    

         ɞ) 0x y arctg y   ;           ɟ) 
3

5

8 ,

2 .

x t t

y t t

  


 
 

13.   ɚ) 
 
 

21

1

x
y x

x





;                  ɛ) 

2

1

2
y

tg x
 ; 

        ɜ) arcsin 1 3y x  ;             ɝ) ln x
y x ;  

        ɞ) sin cos ( )y x x y  ;          ɟ) 
cos ,

2

sin .

t
x

y t t

    
 

  

 

       

      



45 

 

14.  ɚ) 
 

2

3 6

5

x
y

x x





;                  ɛ) 2 cosy x x ;  

       ɜ) lnm
y x x ;                     ɝ) tg x

y x
 ;    

       ɞ) 
y x

arctg
x y

 
  

 
;                 ɟ) 

sin ,

1 cos .

x t t

y t

 
  

 

15.  ɚ) 
2 2

x
y

a x



;                   ɛ)  

2

2

sin

2 3cos

x
y

x



; 

       ɜ) 
 ln

1

x x
y

x



;                ɝ)  ln x

y arctg x ; 

       ɞ)   1 1 1 0x y
e e    ;     ɟ) 

2 ,

cos .

t
x e

y t

 



 

16.  ɚ) 
2

3
2

1

1

x
y

x





;                    ɛ) 21

ln cos
2

y tg x x
   
 

; 

       ɜ) 
2

;
1 1

x
y arctg

x


 
  ɝ)  2 ;

x

y x x   

       ɞ) 3 3 3 0;x y axy             ɟ) 
ln cos ,

ln sin .

x t t

y t t

 
  

 

17.  ɚ) 5 4
3

5
3 5y x x

x
   ;       ɛ) 

 
 
1 sin

ln
1 sin

x
y

x





; 

       ɜ) 1
arccos ;y

x
                  ɝ)  ln

sin ;
x

y x  

       ɞ) sin 0x y a y   ;             ɟ) 













 









.
1

2

1

,ln

t
ty

xx

 

18.  ɚ) 
3

3
3

1

1

x
y

x





;                       ɛ) 21 lny x  ; 
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        ɜ) 2ln arcsin 1y x  ;        ɝ) arctg x
y x ; 

        ɞ)  sin cos cosy x x y y   ; ɟ) 
,

2 ln .

x tg t ctg t

y ctg t

 
 

 

19.  ɚ) 32 31 1y x x    ;        ɛ) 31

3
y tg x tg x x   ; 

       ɜ) 
3

2

x
y arctg

x





;      ɝ)  ln

x
y x ; 

       ɞ) 0;y
x y e arctg x            ɟ) 

cos ,

sin .

x at t

y at t


 

 

20.  ɚ) 
2

1

1
y

x



;                         ɛ) 

2

ln

1

x
y

x



;                 

       ɜ) arccos ;x
y e               ɝ) arcsin ;x

y x   

       ɞ) ln ;
x

y arctg
y

          ɟ) 

2

3

,

1
.

3

x t

y t t

 

  


 

Ɂɚɜɞɚɧɧя 3. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɧɚɛɥɢɠɟɧɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  y f x  ɭ ɬɨɱɰɿ x . 

1. 3y x ; 7,76x  . 2. 
3 2 2 5y x x   ; 0,97x  . 

3.  21
5

2
y x x   ;   0,98x  .  

4. 
2 3y x x   ; 1,97x  . 

5. arcsiny x ; 0,08x  .        6. 3y x ; 1,21x  . 

7. 3y x ; 26,46x  . 8. 
3 2

y x ; 1,03x  . 

9. 
11

y x ; 1,021x  .       10. 3y x ; 8,24x  . 

11. 
21

y x ; 0,998x  . 12. 3y x ; 7,64x  . 

13. 
6

y x ; 2,01x  . 14. 
5

y x ;     2,007x  . 
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15. 
2

1

2 1
y

x x


 
; 1,016x  . 

16. 
7

y x ; 1,996x  .       17. 
1

y
x

 ; 4,16x  . 

18. 4 1y x  ;     2,06x  .  

19. 4 3y x  ; 1,08x  . 

20. 3y x ; 8,36x  . 

Ɂɚɜɞɚɧɧя 4. Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ʀɯɧɿ 
ɝɪɚɮɿɤɢ. 

1. ɚ)
12 


x

x
y ;               ɛ) 

x

e
y

x

 .   

2. ɚ)
2

1

1












x

x
y ;  ɛ)  32ln 2  xy .  

3. ɚ)
 31


x

x
y ;  ɛ) x

exy
 3

. 

4. ɚ)
 2

1

12





x

x
y ;  ɛ) 

1

1




x
e

y . 

5. ɚ)
12

2




x

x
y ;              ɛ)  1ln  xxy . 

6. ɚ)
 2

3

12 


x

x
y ;             ɛ) 2

1

 xey . 

7. ɚ)
x

x
y

162 
 ;             ɛ) 

1

1
2 


x

e
y . 

8. ɚ)
2

1

2












x

x
y ;  ɛ) xxy ln2 . 

9. ɚ)
2

3

4

1

x

x
y


 ;   ɛ) 

2

1
ln





x

x
y . 
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10. ɚ)
1

2
2 


xx

y ;  ɛ) xxy ln . 

11. ɚ)
x

x
y

12 
 ;  ɛ) 

x

x
y





1

1
ln . 

12. ɚ)
21

1

x
y


 ;  ɛ) x

xey
 . 

13. ɚ)
 

1

1
2

2





x

x
y ;  ɛ) xey

1

 . 

14. ɚ)
2

3 1

x

x
y


 ;  ɛ) 

x

x
y

ln
 . 

15. ɚ)
23 x

x
y


 ;  ɛ) xxy ln . 

16. ɚ)
21

1

x
y


 ;  ɛ)  4ln 2  xy . 

17. ɚ)
2

1

1












x

x
y ;  ɛ) 2 2lny x x  . 

18. ɚ)
 2

1


x

x
y ;  ɛ)   3 11 x

y x e
   . 

19. ɚ)
3

2 1

x
y

x



;               ɛ)   222 x

y x e
  . 

20. ɚ) 
 2

3

12 


x

x
y ;  ɛ)  2ln 1y x x   . 

Ɂɚɜɞɚɧɧя 5.  Ɂɧɚɣɬɢ ɧɚɩɪɹɦ ɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ ɮɭɧɤɰɿʀ 
 ,z f x y  ɜ ɬɨɱɰɿ  ;A AA x y  ɬɚ ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɡɚ 

ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ A  ɞɨ ɬɨɱɤɢ  ;B BB x y . Ɂ’ɹɫɭɜɚɬɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪ 

ɡɦɿɧɢ ɩɨɥɹ ɜ ɞɚɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɿ AB  . 

1.   2 2ln 4z y y x   ,                    1;1A ,        4;5B . 

2.  
2 22 2z x x y y   ,                      0;1A ,        3;5B . 
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3.   5z arctg x y ,                           1;0A ,        7; 8B . 

4.  10 arccosz y x ,                            0; 5A  ,     4; 2B  . 

5.  
3 3 16z x x y y    ,                     2; 1A   ,   3;11B .     

6.   2 2ln 5z y x  ,                          1;0A ,         2; 4B   . 

7.  
2 23 2 8 5z x x y y x y      ,  2;3A ,        3;15B  . 

8.  arcsin
x

z
y

 ,                                  0; 2A  ,     4; 2B  . 

9.  
2 25 2z x x y y x y      ,       1;2A ,         2;2B . 

10. 
y

z arctg
x

 ,                                 1;1A  ,       4;5B  . 

11.  2 2lnz y x y x   ,                  0;1A ,         3;5B  . 

12. 
2 4 3 23 2 3z x y x y y   ,           2;1A ,        7; 11B  .  

13. arcsinz x y ,                             5;0A ,        1; 3B  .  

14. 
3 22 4z x y x y y x    ,           1; 1A  ,      4;3B . 

15. 
2

y
z

x
 ,                                        1;1A ,         2; 3B   . 

16. 
2

yyxz  ,       1; 3A ,        4;7B . 

17. 22 32 yxz  ,       4; 2A ,       1; 6B . 

18. yxz
2 ,                    0; 2A ,      3; 2B  . 

19. 
22 4 yxz  ,       1;2A ,        2; 2B   . 

20. yxxz 32  ,                    3; 1A ,       1; 4B  . 

Ɂɚɜɞɚɧɧя 6. Ɏɭɧɤɰɿɸ   ,z f x y  ɞɨɫɥɿɞɢɬɢ ɧɚ 
ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ. 

1.  
2 2 8 6 24z x y x y     . 

2.    2 24 6z x y x y     . 

3.  
2 22 8 4 9z x y x y      . 

4.  
2 2 2 5 31z x y x y x y      . 
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5.  
2 24 2 8z x y x y     . 

6.  
2 24 16 6 31z x y x y     . 

7.  
2 2 6 9 14z x x y y x y      . 

8.  
2 22 8 6 9z x y x y     . 

9.  
2 2 4 8z x y x y     . 

10.   2 26 3 3 4z x y x y     . 

11. 
2 2 2z x x y y x y     . 

12. 
2 23 6 2 8z x y x y      . 

13. 
2 2 3 6z x y x y x y     . 

14. 
2 22 2 4 2 1z x y x y x y       . 

15. yyxxz 124 22  . 

16. 2422 22  yyxxz . 

17. 246 22  yyxxz . 

18. 362 22  yyxxz . 

19. 3102 22  yyxxz . 

20. 1824 22  yyxxz . 

 
Ɂɚɜɞɚɧɧя 7. Ɂɧɚɣɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ. 

1. 1.  dxxarctg .        2.    dx
x

e x

2

1

.         3.   dxxtg
7 . 

  4. dx
t

t 











3 2

3 1
.  5. 

 
 


84

13
2

xx

dxx
.  6. 

 
   

2

2

1

1 3

x dx

x x



  . 

2. 1.  .arccos dxx       2. .
cos2

dx
x

e
xtg

       3. .
cossin 22 xx

dx
 

    4. .
2

sin2
dx

x
            5.

 
2

2 5
.

3 7

x dx

x x



 
            6. .

13 x

dxx
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3.  1.  4 2 cos2x xdx .    2. 
 3

2

1 x

dxx
 .       3.  x

dx
6sin

. 

     4. 
216

d

 .    5.
 

2

2

3 5 6

x dx

x x


  .    6.

  
2 1

1 2

x x
dx

x x x

 
  . 

4.  1.  dxxx ln .       2. 
4

2

1

x dx

x 
 .          3.  dxxx

42 cossin . 

     4.  


dx
x

x

2cos1

cos1 2

. 5.   2105 2
xx

dx
. 6.

     11
2

2

xx

dxx
.   

5.  1.  2 3 cosx x dx .  2.
3

45 7

x dx

x  .    3. dxxx
37

5

cossin . 

     4. 
16

4

x
dx

x


 .      5.

 
2

4 3

5 6 18

x dx

x x


  .     6.

  21 1

dx

x x  .  

6.  1.  2ln 2x dx .        2.
2

6 4

x dx

x  .       3.  x

dxx
4

3

sin

cos
. 

     4. 
29 4

dx

x
 .      5.

22 2 5

x dx

x x  .      6.
  1 2 3

dx

x x  . 

7.  1.  dxxx
22 cos .   2.   dxx

x
2

2 .   3. dxxx 3cos3sin 2  .                   

     4.   
dxe

xx 15 .      5.  




34

)23(

2
xx

dxx
.     6.    xx

dx

)1( 2
.   

8.  1. 5x
x dx .          2.   dxee

xx 221 .     3.  dxx
5cos . 

     4.   dx
xx )23)(23( .  5. 

2

2 5

4 2 5

x
dx

x x


  .   6. 

3 1

dx

x  . 

9.  1. dxxx ln .      2.   dxxx )37(cos 2 .   3.  dxx2sin 4 . 

     4. 
2 1

dx

x x   .     5. 
23 5 1

dx

x x  .        6. 
3 1

x dx

x  . 

10.  1. 2 lnx xdx .        2.  

x

dxx 5ln3 .       3. dx
x

x
 


cos2

sin2
. 
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      4.  


dx

xx

x

)1(

)1(
2

2

.   5. 
 532 2

xx

dx
.   6.  



)4(

)1(
2

2

xx

dxx
. 

11.  1. sin 4x x dx .   2.   dxxx cossin 5 .  3.  dxx
4sin .  

       4. 
23 2

3

x

x
dx


 .      5. 

2

2

2 3

x
dx

x x



 
 .      6. 

4

2 3

x dx

x  . 

12.  1.  dxxx arcsin .   2.   dxx
x

3

52       3. 
x

dxx

2

4

sin

cos
. 

       4. 
4

2 1

x dx

x  .    5. 
2

4 7

3 5 4

x
dx

x x



 
    6. 

2

2( 4)( 1)

x dx

x x  . 

13.  1.  dxxarccos .      2. 
2

arcsin

1

x
dx

x .        3. 
3sin

dx

x . 

       4. 
3 1

1

x
dx

x


 .     5. 

 
2

3 4

7 4 5

x dx

x x


  .    6. 

  2 1 2

x dx

x x  . 

14.  1. cos 2x x dx .   2. 
2cos 4

dx

x tg x  .   3. 
5sin x dx . 

       4. 2
ctg xdx .      

 
5. 

2

1

1

x
dx

x x


  .   6. 

  2 1 4

x dx

x x  . 

15.  1. 2
x arctg xdx .    2. 

3

2sin

ctg x
dx

x .     3. 
3sin 5

dx

x  . 

       4. 
2

tg x dx .          5. 
 

2

3 4

6 8

x dx

x x



  
 .        6. 

3 8

x dx

x  . 

16.  1. 
2cos

x dx

x  .       2. 
5

5 4

x dx
e

x
 .      3. sin 5 sin 2x x dx . 

       4. 
5 cos

cos

x
dx

x


 .    5. 

 
2

3 1

2 3 5

x dx

x x


  .    6.

 2 2

dx

x x . 

17.  1.  2 2 lnx x x dx .   2. 
425

x dx

x
 .   3. 

1 3cos

dx

x . 
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       4. 
2 2

4

1 1

1

x x
dx

x

  


 . 5. 

 
2

3 2

7

x dx

x x


 . 6. 

 
3

1

27

x dx

x


 . 

18.  1. 2x arctg x dx .      2. 
245 x

x dx .   3. 2 4cos sin .x xdx  

       4. 
2sin cos2

dx

x x .    5. 
2

2 8x
dx

x x




 .    6. 

 2 4

dx

x x  . 

19.  1. 2 cos2x x dx .        2. 
 2cos ln

dx

x x .      3. 5
tg x dx . 

       4. 
 

2

2 2

1 5

1

x
dx

x x


 .       5. 

2

4 3

3 4

x
dx

x x


  .   6. 

 2 1

dx

x x  . 

20.  1. cos5x xdx .          2. 7 8 2x dx .          3. 
cos

1 cos

x dx

x . 

       4. 
 

3 6

8

2 4

x dx

x x



  .     5. 
2

dx

x x
 .          6. 

2

3

5 1

1

x
dx

x


 . 

 

Ɂɚɜɞɚɧɧя 8.  Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɜɢɡɧɚɱɟɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ. 

1.  ɚ)  


3

0
21 x

dx
;      ɛ)   


4

0

sin dxxx ;    ɜ)    
1

0

32 1 dxxx . 

2.   ɚ)  


5

1

5
dxx  ;      ɛ)   


4

0

cos dxxx  ;   ɜ)   


1

0
10

9

1
dx

x

x
. 

3.  ɚ)  
4

1 5x

dx
;           ɛ)    

e

dxx
1

ln  ;         ɜ)   
3

1
2

1

dx
x

e x

. 

4.  ɚ)  
1

3

0

(4 2 1)x x dx  ;  ɛ) 
1

0

x
x e dx

 ;     ɜ) 
 

dx
x

xe


1

lncos
. 
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5.  ɚ)  





2

4

2sin x

dx
;     ɛ)  

1

0

dxarctgx ;    ɜ)   


4

0

3cos dxx . 

6.  ɚ)  dx
x

x

8

1
3

321
;  ɛ)   





3

4

2sin x

dxx
;   ɜ) 

 


e

xx

dx

1
5,1

ln1
. 

7.   ɚ)  
1

0

2
dxe

x
;    ɛ)  


3

0

3cos dxxx ;  ɜ)   
1

0

32 1sin dxxx . 

8.   ɚ)   
2

1

2 dx
x ;     ɛ)     


2

0

2 2sin dxx ;  ɜ)     
e

dxxx
1

2 ln . 

9.  ɚ)  
2

0

23 dx
x ;   ɛ)  


6

0

4cos2sin dxxx ;   ɜ)  
1

0

dxarctgxx . 

10.  ɚ) 
1

0

dxex
x ;  ɛ) 


4

0

7sinsin dxxx ; ɜ) dxe
x 

2ln

0

21 . 

11.  ɚ)   
2

1

2 123 dxxx ; ɛ) 

1

0

arcsin x dx ; ɜ)  
1

0

1 dxx . 

12.   ɚ) 


4

0
2cos x

dx
;            ɛ)   

2

1

2ln

e

dxx ;      ɜ)    

1

0 1
dx

x

x
. 

13.   ɚ)  
1

4

0

1x x
e e dx ;     ɛ) 


2

0

cos dxxx ;   ɜ)  


1

0 1 x

dxx
. 

14.   ɚ)  


2

1
2

xx

dx
;           ɛ)   

1

0

2 dxx
x ;  ɜ)  dx

x

x




9

4 1
. 

       

      



55 

 

15.  ɚ)  
 

1

2
2

0 1

x dx

x 
 ;   ɛ) 


2

0

cossin dxxxx ;  ɜ) 
 

1

1 45 x

dxx
. 

16.  ɚ)  
6

0

sin3x dx



 ;          ɛ) 
1

2 2

0

x
x e dx ;         ɜ)  

5

0 4

x dx

x  . 

17.  ɚ)  
16

0

cos4x dx



 ;        ɛ)  2

1

ln

e

x x dx ;      ɜ) 
1 3

4

0
1

x dx

x   . 

18.  ɚ)  
12

0

sin 6x dx



 ;        ɛ)  
3

0

ln 3x dx ;    ɜ)  
9

1 1

x dx

x  . 

19.  ɚ)    
2

2

1

3 1x x dx  ;  ɛ)  
1

2 3

0

x
x e dx ;      ɜ)  

5

1 2 1

x dx

x  . 

20.  ɚ) 
6

1 3 2

dx

x  ;           ɛ) 

3

2

0

arcsin x dx ;     ɜ)  
8

3 1

x dx

x  . 

 

 Ɂɚɜɞɚɧɧя  9.  Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɧɟɜɥɚɫɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɚɛɨ 
ɜɫɬɚɧɨɜɢɬɢ ʀɯ ɪɨɡɛɿɠɧɿɫɬь. 

 

1.   ɚ)   


e xx

dx
2ln

 ;                         ɛ)      


3

2
4 2 4x

dxx
 . 

2.   ɚ)    
 



0
22 3x

dxx
 ;                    ɛ)      



1

0
2 34xx

dx
 . 

3.   ɚ)    




0

2 3

dxex
x

 ;                    ɛ)      


1

0
21 x

dxx
 . 

4.   ɚ)    


1
2 1x

dx
 ;                       ɛ)       


4

0

dxctgx    . 
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5.   ɚ)   
2

0
1

arctgx
dx

x



  ;                      ɛ)    
5

2
3 7 10

dx

x x 
  . 

6.   ɚ)   


1
24 x

dx
 ;                       ɛ)     

1

2
0

arcsin

1

x
dx

x
 . 

7.   ɚ)   


3
5ln xx

dx
 ;                        ɛ)    

 

2

2

1 2

dx

x  . 

8.   ɚ)   
 

1

1

2

1
dxe

x

x  ;                   ɛ)    
 

0

2

2 2

dx

x   . 

9.   ɚ)    


0
2 22xx

dx
 ;                 ɛ)    

 

2

2
30 2

dx

x 
  . 

10.  ɚ)   
4

3
9

x dx

x



  ;                         ɛ)    
2

2

1
2 3

dx

x x   . 

11.  ɚ)   
 3

1 2 1

dx

x



  ;                      ɛ)    
 

4

2
32 4

dx

x
  . 

12.   ɚ)  
 

0

2
2 1

x dx

x 
  ;                     ɛ)    

2

2
0 4

x dx

x
  . 

13.   ɚ)   
4

2 1

x dx

x




  ;                      ɛ)    

 

3

2

0 3

dx

x   . 

14.   ɚ)   
3

8

0
1

x dx

x



  ;                         ɛ)    
 

1

4
20 51

x dx

x 
  . 

15.   ɚ)   
2 1

dx

x



  ;                        ɛ)     
5

1
ln

dx

x x  . 

16.   ɚ)   
3

1

dx

x



  ;                               ɛ)   
3

2 2

dx

x   . 
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17.   ɚ)   
0

x
e dx


  ;                           ɛ)   

 

4

2

3 3

dx

x   . 

18.   ɚ)   
0 1

dx

x



  ;                         ɛ)    
5

1 1

dx

x   . 

19.   ɚ)   
1

2

dx

x



  ;                           ɛ)     
 

4

2

3 3

dx

x  . 

20.   ɚ)   
5

3
ln

dx

x x



  ;                         ɛ)    
6

4
4

dx

x   . 

 

  Ɂɚɜɞɚɧɧя 10. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɩɥɨɳɭ ɮɿɝɭɪɢ, ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ 
ɩɚɪɚɛɨɥɨɸ ɿ ɩɪɹɦɨɸ, ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɹɤɢɯ ɡɚɞɚɧɿ. Ɂɪɨɛɢɬɢ ɪɢɫɭɧɨɤ. 

1.    21
1

3
y x  ,              5 xy .     

2.   2 4y x x   ,             2y x  . 

3.   2 4 1y x x    ,        1y x   .  

4.
   

2 2 2y x x    ,       2 1y x   . 

5.   2 2 3y x x    ,       2 2y x  .    

6.
   

2 4 1y x x   ,          1y x  . 

7.   2 2 2y x x   ,         2 1y x  .      

8.   2 2 3y x x   ,          3y x  . 

9.   2 4y x x   ,             y x  .       

10. 2 4 1y x x    ,       3 3y x   . 

11.
 

2 2 2y x x    ,       2y x  .  

12. 2 2 3y x x    ,       2 6y x    

13. 2 4y x x  ,               y x  .       

14. 2 4 1y x x   ,          3y x   . 

15. 2 2 2y x x   ,         3y x .        
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16. 2 2 3y x x   ,         2 6y x  . 

17. 2 4y x x   ,           y x .          

18. 2 4 1y x x    ,      3y x  . 

19. 2 2 2y x x    ,     3y x  .   

20. 2 2 3y x x    ,     1y x  . 
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