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МАТЕМАТИЧНЕ І КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ НАПРУЖЕНО-
ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ БАГАТОШАРОВОГО ҐРУНТОВОГО МАСИВУ 
З РУХОМОЮ ВІЛЬНОЮ ПОВЕРХНЕЮ У ДВОВИМІРНОМУ ВИПАДКУ 
 

Розглянуто задачу напружено-деформованого стану (НДС) багато-
шарового ґрунтового масиву з рухомою вільною поверхнею під 
впливом тепломасоперенесення. Вільна поверхня знаходилася в 
одному з шарів. Шари ґрунтового масиву, що знаходяться під віль-
ною поверхнею, є водонасиченими, а над вільною поверхнею – у 
природному стані. Напружено-деформований стан ґрунтового ма-
сиву розглядається в межах лінійної теорії пружності з різними 
пружними параметрами в кожному з шарів. Побудовано математи-
чну модель поставленої крайової задачі, що включає систему рів-
нянь Ламе для зміщень ґрунту, рівняння конвективної та термоди-
фузії, рівняння, що описує швидкість фільтрації сольового розчину 
при відповідних крайових умовах та умовах спряження ідеального 
контакту на межі областей. Знайдено чисельний розв’язок відпові-
дної крайової задачі методом скінченних різниць. Створено про-
грамний комплекс можливостями фреймворку Microsoft Visual 
Studio 2017 для Windows Desktop на мові програмування C#. Розг-
лянуто ґрунтовий масив, що має прямокутну форму. Проведено се-
рію чисельних експериментів, результати яких наведено у вигляді 
графіків розподілів зміщень та модуля зміщень. Як приклад поло-
ження вільної поверхні бралось на глибині 8 м, 10 м та 15 м. На ос-
нові комп’ютерного моделювання поставленої задачі проведено 
аналіз результатів. Показано, що при русі вільної поверхні значен-
ня зміщень ґрунтового масиву змінюються, зокрема при збільшенні 
глибини положення вільної поверхні розподіл поля зміщень по осі 
Ох та модуля вектора зміщень збільшуються, а по осі Оу – зменшу-
юься. 
Ключові слова: напружено-деформований стан, рухома вільна по-
верхня, тепломасоперенесення. 
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Питання врахування деформаційних характеристик ґрунтових 
масивів набувають все більш важливого значення на сучасному ета-

пі при проектуванні, будівництві та експлуатації гідротехнічних, ци-

вільних, промислових об’єктів і споруд. При експлуатації даних 

об’єктів НДС ґрунтових основ, на яких вони побудовані, може значно 

змінюватись.  

Як відомо, на напружено-деформований стан (НДС) ґрунтових 

масивів можуть значно впливати фізико-механічні характеристики 

ґрунтів, гідрогеологічні умови ґрунтового середовища та тип наван-

тажень, зокрема фільтрація підземних вод, масоперенесення, тепло-

перенесення розчинених речовин фільтраційними потоками (розчи-

нення та вимивання порід). 

Важливий вплив на стійкість споруд має вільна поверхня, зміна 

положення якої може змінити НДС ґрунтових масивів і зрештою при-

звести до різноманітних негативних явищ та аварій. 

Також в природних умовах ґрунтовий масив може складатись із 

багатьох шарів, кожний з яких володіє своїми власними характерис-

тиками, відмінними від характеристик інших шарів (пористості, кое-

фіцієнти Ламе, конвективної дифузії, термодифузії, теплопровідності, 

коефіцієнти фільтрації та ін.). 

Задача НДС ґрунтів досліджена та описана в працях [1-10]. Од-

нак, в цих роботах недостатньо вивчено НДС багатошарового ґрунто-

вого масиву під впливом тепломасоперенесення та при наявності ру-

хомої вільної поверхні. 

Тому, враховуючи вищесказане, актуальною задачею є мате-

матичне моделювання та дослідження НДС багатошарового ґрунто-

вого масиву з врахуванням тепломасоперенесення та наявності ру-

хомої вільної поверхні. 

Метою даної роботи є постановка задачі та удосконалення ма-

тематичної моделі НДС багатошарового ґрунтового масиву з ураху-

ванням тепломасоперенесення та при наявності рухомої вільної по-

верхні; числове розв’язання поставленої крайової задачі; отримання 

результатів числових експериментів у вигляді графіків; аналіз зміни 

НДС багатошарового ґрунтового масиву за наявності рухомої вільної 

поверхні ґрунтових вод та при врахуванні тепло-масоперенесення. 

Розглянемо багатошаровий ґрунтовий масив з рухомою віль-

ною поверхнею, що займає область { }21 0,0:),( lylxyx <<<<=Ω  

(див. рис. 1).  
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Рис. 1. Багатошаровий ґрунтовий масив при наявності в ньому рухомої  

вільної поверхні та фільтрації підземних вод під вільною поверхнею 

 

Кількість шарів в ґрунтовому масиві дорівнює n . Шари нумеру-

ються знизу вверх. Вільна поверхня ґрунтових вод ( 11DC ) знаходиться 

на рівні kΓ . Відповідно шари ґрунтового масиву, розміщені вище kΓ , 

знаходяться в природному стані, а нижче kΓ  – при повній вологоєм-

кості. 

Багатошаровий ґрунтовий масив вважається пружно-

деформівним в межах лінійної теорії пружності з різними пружними 

параметрами (коефіцієнтами Ламе) ),,( iii Tcλ  ),( iii Tcµ , ,,1 ni =  які зале-

жать від концентрації сольового розчину та температури. На шари 

ґрунту діє сила тяжіння, а у випадку водонасичених шарів ґрунтово-

го масиву – архімедова та фільтраційна сили. 

Задані значення п’єзометричних напорів 1

~
H , 2

~
H  лівому ( 1AD ) та 

правому ( 1BC ) водних басейнах відповідно, причому 21

~~
HH > . У лівому 

басейні задано значення концентрації солей 1

~
C , а у правому – умову 

швидкого виносу солей. Значення температур 1

~
T  та 2

~
T  ( 21

~~
TT > ) задані 

на межах AD  та BC  відповідно. В результаті різниці напорів відбува-

ється перенесення розчинених у воді речовин та тепла фільтрацій-

ним потоком. При цьому процес фільтрації розчинених у воді речо-

вин та тепла підлягають відповідно законам Дарсі, Фіка та Фур’є. 

Потрібно розрахувати значення зміщень, напружень та дефор-

мацій, а також розподіл поля напорів, швидкостей фільтрації, конце-

нтрації солей та температури ґрунтового масиву при умові, що відсу-

тні зміщення нижньої ( AB ) та верхньої ( CD ) меж багатошарового 

ґрунтового масиву, а також AB  та CD  вважаються теплоізольовани-

ми і непроникними. 

Математичну модель двовимірної задачі НДС багатошарового 

ґрунтового масиву з рухомою вільною поверхнею під впливом теп-
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ломасоперенесення в загальноприйнятих позначеннях можна опи-

сати наступною крайовою задачею [1-10]:  
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0 yxH i  – задані функції, )(* tn  – номер водонасиченого шару 

ґрунтового масиву, в якому присутня вільна поверхня; ii υυ =  при 

)(,1 * tni =  та 0=iυ  при .),(* ntni =  

Тут (1) – це система рівнянь Ламе для зміщень багатошарового 

ґрунтового масиву, що складається із областей iΩ , )(,1 * tni =  повного 
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насичення (фільтрації), а також із областей ґрунтового масиву iΩ , 

ntni ),(*= , що знаходяться в природному стані; (2), (3), (5) описують со-

льовий та тепловий режими ґрунтового масиву; (4) – це рівняння фі-

льтрації сольових розчинів в неізотермічних умовах у водонасичених 

шарах ґрунту. Крайові умови та умови спряження ідеального контак-

ту для зміщень, концентрації солей, температури, а також для напору 

мають вигляд (6)-(15) відповідно. 

Для чисельного розв’язання поставленої крайової задачі (1)-

(15) використано метод скінчених різниць [11; 12]. Для апроксимації 

рівняння (1) використано дев’ятиточковий шаблон типу «ящик» 

(рис. 2). 
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i1+1,i2 
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Рис. 2. Дев’ятиточковий шаблон типу «ящик» 

 

Для знаходження значень зміщень ),( yxU i  та ),( yxVi  використа-

но ітераційний метод Гауса – Зейделя. Для цього зведено дані рів-

няння до рівнянь рівноваги вигляду 
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де 2

,

2
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2
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,
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1

, 21212121212121212121
)(,)(,)(,)(,)(,)(,)(,)(,)(,)( iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii FDCBAFDCBA  – деякі 

відомі функції. 

Для апроксимації рівнянь конвективної та термодифузії вико-

ристано монотонну різницеву схему О. А. Самарського. Значення 

концентрації солей та температури знайдено методом прогонки. 

Як приклад, розглянуто двовимірну задачу НДС ґрунтового 

масиву прямокутної форми довжиною мl 401 =  та товщиною мl 202 = . 

Вільна поверхня розташовувалась на рівнях мl 81

2 = , мl 102

2 =  та 

мl 153

2 = . 

Час, протягом якого розглядався процес НДС, дорівнював 3 ро-

кам. 

Проведено серію числових експериментів, результати яких на-
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ведені у вигляді графіків при дібt 1080= . 

 

Рис. 3. Графік розподілу змі-

щень U  вздовж осі Oy  з вра-

хуванням тепломасоперене-

сення в площині перерізу 

мx 20=  при розташуванні віль-

ної поверхні на рівнях  ( м8 ), 

 ( м10 ) та  ( м15 ) 

Рис. 4. Графік розподілу змі-

щень V  вздовж осі Oy  з вра-

хуванням тепломасоперене-

сення в площині перерізу 

мx 20=  при розташуванні ві-

льної поверхні на рівнях  

( м8 ),  ( м10 ) та  

 ( м15 ) 

 
Рис. 5. Графік розподілу модуля вектора зміщень вздовж осі Oy  з 

врахуванням тепломасоперенесення в площині перерізу мx 20=  

при розташуванні вільної поверхні на рівнях  ( м8 ),  ( м10 ) та 

 ( м15 ) 

Як видно із графіків, при збільшенні глибини положення віль-

ної поверхні розподіл поля зміщень по осі Ox  та модуля вектора змі-

щень (рис. 3, рис. 5) значно збільшуються, а по осі Oy  (рис. 4) – зме-

ншується. 

Висновки. В роботі сформульовано постановку та проведено 

математичне моделювання задачі НДС багатошарового ґрунтового 

масиву з урахуванням тепломасоперенесення та при наявності рухо-

мої вільної поверхні. Отримано числовий розв’язок поставленої кра-
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йової задачі. Проведено числові експерименти, результати яких на-

ведено у вигляді графіків та здійснено аналіз отриманих результатів.  
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MATHEMATICAL AND COMPUTER SIMULATION OF THE  
STRESS-STRAINED STATE OF MULTILAYERED SOIL MASSIF WITH 
MOVABLE FREE SURFACE IN TWO-DIMENSIONAL CASE 
 
The problem of the stress-strain state (SSS) of a multilayer soil 
massif with a moving free surface under the influence of heat and 
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mass transfer is considered. The free surface is located in one of the 
layers. The soil mass layers that were under the free surface are 
water-saturated and above the free surface they are in a natural state. 
The stress-strain state of the soil mass is considered in the 
framework of the linear theory of elasticity with various elastic 
parameters in each layer. The mathematical model of the considered 
boundary-value problem is constructed, which includes the Lame 
system of equations for soil displacements, the convective and 
thermal diffusion equation, and the equation describing the rate of 
saline filtration under the appropriate boundary conditions and the 
conditions of conjugation of an ideal contact at the regions boundary. 
The numerical solution of the corresponding boundary value problem 
is found by the finite difference method. The software package was 
created using the Microsoft Visual Studio 2017 framework in the C # 
programming language. A rectangular massif is considered. A series 
of numerical experiments was carried out, the results of which are 
presented in the form of graphs of the displacement distributions and 
the displacement modulus. As an example, the position of the free 
surface was taken at a depth of 8 m, 10 m and 15 m. An analysis of the 
results was carried out based on computer simulation of the task. It is 
shown that with the movement of the free surface the displacements 
of the soil mass changed in particular, with an increase in the depth of 
the position of the free surface, the distribution of the displacement 
field along the Ox axis and the displacement vector module increases 
and along the Oy axis they decrease. 
Keywords: stress-strain state, moving free surface, heat and mass 
transfer.  
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
МНОГОСЛОЙНОГО ГРУНТОВОГО МАССИВА С ПОДВИЖНОЙ  
СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ 

 

Рассмотрена задача напряженно-деформированного состояния 
(НДС) многослойного грунтового массива с подвижной свободной 
поверхностью под влиянием тепломассопереноса. Свободная по-
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верхность находилась в одном из слоев. Слои грунтового массива, 
находящиеся под свободной поверхностью, являются водонасы-
щенными, а над свободной поверхностью – в естественном состоя-
нии. Напряженно-деформированное состояние грунтового массива 
рассматривается в рамках линейной теории упругости с различны-
ми упругими параметрами в каждом из слоев. Построено матема-
тическую модель поставленной краевой задачи, которая включает 
систему уравнений Ламе для смещений грунта, уравнение конвек-
тивной и термодиффузии, уравнение, описывающее скорость фи-
льтрации солевого раствора при соответствующих краевых усло-
виях и условиях сопряжения идеального контакта на границе об-
ластей. Найдено численное решение соответствующей краевой за-
дачи методом конечных разностей. Создан программный комплекс 
возможностями фреймворка Microsoft Visual Studio 2017 для 
Windows Desktop на языке программирования C #. Рассмотрен гру-
нтовый массив, имеющий прямоугольную форму. Проведена серия 
численных экспериментов, результаты которых приведены в виде 
графиков распределений смещений и модуля смещений. В качест-
ве примера, положение свободной поверхности бралось на глубине 
8 м, 10 м и 15 м. На основании компьютерного моделирования пос-
тавленной задачи проведен анализ результатов. Показано, что при 
движении свободной поверхности значение смещений грунтового 
массива меняются, в частности при увеличении глубины положе-
ния свободной поверхности распределение поля смещений по оси 
Ох и модуля вектора смещений увеличиваются, а по оси Оу – уме-
ньшаются. 
Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, под-
вижная свободная поверхность, тепломассоперенос. 
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