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Наведено методику розрахунку суцільних плит за допомогою пере-
хресно-стрижневої апроксимації. Наведено методику визначення 
крутильних жорсткостей стрижневої системи. Показано, що при 
зміні кроку стержнів в стрижневій системі в порівнянні з базовим 
кроком слід коригувати значення крутильних жорсткостей стриж-
нів. Наведено формулу для такого коригування. Показані переваги 
стрижневої апроксимації при розрахунку залізобетонних плит у 
зв’язку з вивченістю зміни крутильних жорсткостей стрижневих 
елементів від тріщиноутворення і малою вивченістю плитних еле-
ментів. 
Ключові слова: стрижнева апроксимація, згин, залізобетонні плити, 
деформаційна модель, жорсткість. 

 

Аналіз досліджень і постановка задачі  
При проектуванні залізобетонних плит часто виникає пробле-

ма, що розрахована в програмному комплексі плита має прогини, які 
істотно відрізняються від експериментальних. Як правило, плита, ро-
зрахована з урахуванням нелінійних властивостей матеріалів, має 
теоретичний прогин менший експериментального прогину. Це 
пов’язано насамперед з фактом недостатнього врахування зміни жо-
рсткості в результаті утворення тріщин [2]. Розрахунки за теорією М.І. 
Карпенка [4] дають непоганий збіг з експериментальними даними. 
Однак в теорії М.І. Карпенка не враховується вплив нормальних трі-
щин на зміну жорсткості перерізу. Вплив нормальних тріщин на змі-
ну жорсткості залізобетонних стрижневих елементів показано в ряді 
робіт [1, 2, 8]. Використання формул теорії пружності [9] може бути 
виправдано тільки при розрахунку в пружній стадії і не може бути 
застосоване для розрахунку з урахуванням тріщиноутворення. Роз-
рахунок з використанням методу скінченних елементів (МСЕ) [3] є 
найбільш прийнятним. Однак МСЕ властиві недоліки [3]: необхідність 
вирішення системи рівнянь великих розмірів і пов’язані з цим про-
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блеми обумовленості, а для визначення параметрів напружено-
деформованого стану в локальній області необхідно розраховувати 
всю конструкцію. 

В роботі [2] показано, що при розрахунку залізобетонних пере-
криттів з урахуванням тріщиноутворення зручно користуватися ме-
тодом стрижневої апроксимації. Це пов’язано з фактом, що вплив рі-
зних тріщин як на згинальну, так і на крутильну жорсткості залізобе-
тонних стрижневих елементів вивчено досить повно. В роботі [2] по-
казано також, що суцільні плити теж можна розраховувати у вигляді 
апроксимації перехресно-стрижневою системою. При цьому на від-
міну від пропозицій О.Р. Ржаніцина [7], де запропонована апрокси-
мація у вигляді поздовжніх, поперечних і діагональних стрижнів без 
урахування їх жорсткості при крученні. В [2] запропоновано апрок-
симувати плиту системою тільки поздовжніх і поперечних стрижнів, 
розташованих у взаємно перпендикулярному напрямку, але при 
цьому враховувати їх крутильну жорсткість. Така апроксимація має 
ряд переваг, однак у роботі [2] не розглянуті випадки, коли плита 
оперта чотирма сторонами, а також не наведена методика визна-
чення крутильних жорсткостей стрижнів в стрижневій системі, яка 
апроксимує плиту, оперту по контуру. 

У зв’язку з цим метою цієї статті є вдосконалення методики 
стрижневої апроксимації суцільних плит, опертих по контуру, в тому 
числі розробка методики визначення крутильних жорсткостей апро-
ксимуючих стрижнів. 

Методика досліджень  
Розглянемо плиту, обперту по контуру, з розмірами в плані l×l2 

(рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема розбивки суцільної плити на смуги 

Для розрахунку, слідуючи [2], розіб’ємо плиту уздовж напрямку 

l (уздовж осі Y) n січними площинами на n+1 смуг шириною а. Уздовж 
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ліній розбивки в кожному i-тому перерізі будуть діяти три функції 

невідомих погонних зусиль: вертикальних зусиль Si(y); поперечних 

згинальних моментів mi(y) і крутних моментів mti(y) (моментів відно-

сно ліній, паралельних осі X). В [2] розглянуто континуальний розпо-

діл зусиль уздовж осі Y. Попередні розрахунки показують, що можна 

розглядати в напрямку осі Y також дискретне розташування стриж-

нів. Іншими словами замість суцільної плити можна отримати перех-

ресно-стрижневу систему, показану на рис. 2. 

 
Рис. 2. Представлення суцільної плити перехресно-стрижневою системою 

 

Для розрахунку перехресно-стрижневої системи слід розсікти 

поперечні стрижні площинами, паралельними осі Y (див. рис. 2). В 

кожному перетині слід визначити невідомі вертикальні сили Si,j, 

згинальні моменти Mi,j і крутні моменти Mti,j, де i, j – відповідно но-

мер поздовжнього перерізу (див. рис. 2) і номер поперечного стриж-

ня в напрямку осі Y. 

Балки уздовж осі Y закріплені на опорах таким чином, що забо-

ронено вертикальне переміщення (уздовж осі Z) і заборонений пово-

роту відносно осі Y. В балках поперечного напрямку заборонено пе-

реміщення по осі Z і повороти відносно осі X. 

Після визначення невідомих зусиль кожна балка (смуга) з но-

мером i розглядається як балка, до якої прикладено зовнішнє наван-

таження і визначенно з системи рівнянь внутрішні зусилля ліворуч і 

праворуч (рис. 3). 

Подібну схему приймали різні дослідники, наприклад [5, однак 

у цих роботах не показано, яку жорсткість апроксимуючих стрижнів 

слід приймати, щоб перехресно-стрижнева система за рис.  2 стала 

еквівалентною суцільній плиті за рис. 1. В роботі О.Р.  Ржаніцина [7] 
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суцільна плита представлена системою перпендикулярних і діагона-

льних стрижнів, які умовно не сприймають крутні моменти. Однак, 

відомо, що вплив крутних моментів великий і при розрахунку з ура-

хуванням тріщиноутворення такий підхід малоприйнятний. 

 
Рис. 3. Зусилля, що діють по лініях розтину 

 

Осьові і згинальні жорсткості і поздовжніх, і поперечних балок 

приймаються як для прямокутного перерізу a×h, де h – товщина пли-

ти. Проблем з визначенням осьових і згинальних жорсткостей не ви-

никає. Що ж стосується крутильних жорсткостей стрижнів стрижне-

вий системи, то на цьому слід зупинитися окремо. 

Якщо прийняти крутильні жорсткості поздовжніх стрижнів a×h, 

а поперечних стрижнів b×h, то при певному співвідношенні ширини 

перерізу стержнів до товщини система буде еквівалентною. Але 

спроба прийняти крутильну жорсткість стрижнів як прямокутників 

при довільних співвідношеннях a×h і b×h призводить до вельми по-

милкових результатів. Легко переконатися, що при збільшенні, на-

приклад, кроку поперечних стрижнів з відповідним зменшенням їх 

ширини перерізу, прогини в перехресно-стрижневій системі збіль-

шуються. У цьому сенсі збіжності в розрахунках не спостерігається, 

що відмічалось також в роботі [2]. 

Для визначення жорсткості поздовжніх і поперечних стрижнів 

пропонується такий спосіб, який має високу точність для розрахунку 

опертих по контуру плит. З чисельних розрахунків за допомогою ві-

домої програми «Ліра» було встановлено, що плиту можна предста-

вити перехресно-стрижневою схемою. Причому, якщо ширину пере-
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різу стержнів a і поздовжнього, і поперечного напрямку прийняти рі-

вною подвійній товщині плити (тобто прийняти a=2×h), то прогини в 

перехресно-стрижневій системі практично збігаються з прогинами в 

плиті, яка задана плоскими скінченими елементами. Якщо плиту ро-

збити на n+1 смуг уздовж сторони l2, то крок смуг буде дорівнювати 

c=l2/(n+1), де l2 – ширина плити по осі X, а n+1 – кількість поздовжніх 

смуг (стрижнів), на яке розбита плита (див. рис. 1). Отже, і ширина ві-

дсіченої смуги в розрахунковій схемі буде дорівнювати. Якщо крок 

поздовжніх стрижнів (смуг) буде менше величини a=2×h, то реальну 

крутильну жорсткість стержня перерізом c×h слід помножити на ко-

ефіцієнт kt, що визначається за формулою: 

,

c

a
GI

GI
k

c

a
t =

                                                    
(1)

 

де GIa, GIc – крутильна жорсткість стержня відповідно перерізом a×h і 

перерізом c×h.  

Коефіцієнт kt по суті має той сенс, що якщо розмістити на відс-

тані a кількість, рівну a/c, стрижнів шириною перетину c і жорсткістю 

GIc, помножену на kt, то їх сумарна крутильна жорсткість дорівнюва-

тиме жорсткості GIa, яка є базовою (див. вище). Крок поздовжніх 

стрижнів більший ніж величина a=2×h приймати не слід, тому що в 

цьому випадку точність розрахунку постраждає. 

Аналогічно слід визначити коефіцієнт kt для збільшення крути-

льної жорсткості стрижнів поперечного напрямку. При цьому у фор-

мулі (1) величина GIc буде дорівнювати жорсткості стрижня перети-

ном b×h. 

Застосування методики визначення крутильної жорсткості 

стрижнів стрижневої системи, апроксимуючої роботу суцільної пли-

ти, покажемо на прикладі розрахунку квадратної плити розмірами в 

плані 8.5×8.5 м і товщиною h=25 см. 

Необхідна ширина смуг a, на які буде розбита плита в поздовж-

ньому напрямку становить a=2×h=2×25=50 см. Розіб’ємо плиту на 

смуги шириною a і отримаємо, що ця кількість дорівнює 850/50=17. 

Оскільки вийшло ціле число смуг і c=a, то змінювати крутильну жорс-

ткість поздовжніх стержнів не треба (тобто коефіцієнт kt дорівнює 

одиниці). 

Якщо і поперечні стрижні прийняти з таким же кроком, то кое-

фіцієнт kt буде також дорівнювати одиниці. Однак, найчастіше прое-

ктувальнику доводиться учащати крок стрижнів для з’ясування 
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більш точного напруженого стану в певних областях плити. В цьому 

випадку слід обчислювати коефіцієнт kt. 

Так, якщо ширину перетину поперечних стрижнів прийняти рі-

вною 25 см (перетином 25×25 см з відповідною кількістю поперечних 

стрижнів), то момент інерції при крученні Ic, дорівнюватиме 

54922 см4. Момент інерції при крученні перетину a×h=50×25 см дорі-

внює Ia=178658 см4. З огляду на те, що модуль пружності при зсуві G 

однаковий для всіх стрижнів, за формулою (1) будемо мати (c=25 см): 

kt=178658/(54922×50/25)=1.626. Тобто розрахунковий момент інерції 

при крученні поперечних балок повинен бути прийнятий рівним 

54922×1.626 = 89303 см4. 

Підстановка відповідних значень жорсткостей для поперечних 

стрижнів показує, що зусилля і переміщення практично повністю збі-

гаються з відповідними зусиллями і переміщеннями плити, змоде-

льованої за допомогою плоских скінчених елементів. Правильність 

розрахунку легко перевірити, змоделювавши перехресно-стрижневу 

систему в будь-який відомій програмі. При цьому жорсткості стриж-

нів перехресно-стрижневої системи слід прийняти, як було показано 

вище. 

Якщо ширину перетину поперечних стрижнів прийняти рівною 

5 см (для спрощення завдання схеми і зменшення числа невідомих), 

то реальну крутильну жорсткість поперечних стрижнів Ic=910 см4 згі-

дно з формулою (1) слід збільшити в 178658/[910×(50/5)]=19,6 разів. 

При підстановці такої жорсткості для поперечних стрижнів результат 

стає рівним реальному. 

Слід зазначити, що для прямокутних в плані плит співвідно-

шення ширини перерізу стержнів до висоти (товщині) плити може 

бути прийняте аналогічно описаному вище способу. 

Для того, щоб не застосовувати програмні комплекси для роз-

рахунку такої перехресно-стрижневої системи, неважко скласти сис-

тему рівнянь для визначення невідомих зусиль в кожному перетині 

(див. рис. 3). Для цього є такі умови сумісності деформацій: рівність 

вертикальних переміщень в перетині i, j зліва від i-того перерізу і 

праворуч від нього; рівність кутів повороту відносно осей, паралель-

них осі Y; рівність кутів повороту відносно осей, паралельних осі X. 

Істотною перевагою запропонованого методу розрахунку є до-

сить проста можливість розрахунку з урахуванням зміни згинальних 

і крутильних жорсткостей в результаті утворення різних тріщин. У 

цьому випадку програма розрахунку на кожному кроці ітерації звер-

тається до підпрограми зміни характеристик жорсткості параметрів 
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стержнів в результаті утворення тріщин. При цьому зміна згинальних 

жорсткостей кожного поперечного і поздовжнього стрижня від утво-

рення тріщин рекомендується визначати за методикою [6], а крути-

льну жорсткість – за методикою [1]. 

Наведемо ще один факт переваги стрижневої апроксимації при 

розрахунку залізобетонних плит. Методика розрахунку жорсткості 

залізобетонних стрижнів при наявності нормальних тріщин розроб-

лено в [1], а зміна жорсткості в елементах плит при наявності норма-

льних тріщин не досліджено. 

Зміна жорсткості стрижнів апроксимуючої системи в результаті 

утворення в них нормальних тріщин слід проводити в такому поряд-

ку. Спочатку слід визначити крутильну жорсткість суцільного стерж-

ня перерізом a×h. Потім за методикою [1] визначити коефіцієнт γt<1 

зниження жорсткості від утворення нормальних тріщин. Після цього 

крутильну жорсткість, яка підставляється в розрахунок при наступ-

ній ітерації, помножити і на коефіцієнт γt, і на коефіцієнт kt, визначе-

ний за формулою (1). 

Висновки. Суцільну плиту, оперту по контуру, пропонується ро-

зраховувати за допомогою апроксимації системою перехресних 

стрижнів, розташованих у взаємно перпендикулярному напрямку. 

Показано спосіб визначення крутильних жорсткостей перехресно-

стрижневої системи. При підстановці визначених таким чином кру-

тильних жорсткостей в розрахункову схему прогини і зусилля в пе-

рехресно-стрижневій системі практично збігаються з прогинами і зу-

силлями, визначеними за допомогою методу скінченних елементів 

при моделюванні плоскими скінченими елементами. Запропонована 

методика розрахунку дозволяє розраховувати залізобетонні плити, 

оперті по контуру, з урахуванням зміни характеристик жорсткості в 

результаті утворення тріщин. 

У перспективі передбачається розроблення програми на ЕОМ 

для розрахунку з урахуванням тріщиноутворення. 
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Вісник  

НУВГП 

TO THE CALCULATION OF REINFORCED CONCRETE SLABS WITH THE 
HELP OF ROD APPROXIMATION 
 
Deflections of reinforced concrete slabs are determined by many 
modern methods of calculation significantly different from the 
experimental ones. So the plate, calculated with the nonlinear 
properties of the materials has a theoretical deflection, less 
experimental deflection. This is due in the first place to the fact that 
insufficient consideration of the change in stiffness due to the 
formation of cracks. The calculations on the vast majority of existing 
theories give a good match with the experimental data. However, they 
usually do not take into account the effect of normal cracks on the 
change in the stiffness of the section. The use of elasticity theory 
formulas can only be justified when calculating in the elastic stage 
and cannot be applied to fracture calculations. The finite element 
method (ITU) calculation is most acceptable. However, ITU has a 
number of disadvantages: the need to solve a system of large-scale 
equations and related problems of conditionality, and to determine the 
parameters of the stress-strain state in the local area, you need to 
calculate the whole structure. Therefore, when calculating reinforced 
concrete overlays with regard to cracks, it is proposed to use the 
method of core approximation. This is due to the fact that the effect of 
different cracks on the bending and torsional stiffness of reinforced 
concrete core elements has been studied quite fully. It is suggested to 
approximate the slab by a system of longitudinal and transverse rods, 
located in a mutually perpendicular direction, but taking into account 
their torsional rigidity. This approximation has a number of 
advantages considered. The article describes the methods of 
determining the torsional rigidity of approximating rods for the 
calculation of solid plates. 
Keywords: rod approximation, bending, reinforced concrete slabs, 
deformation model, rigidity. 
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К РАСЧЕТУ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ПЛИТ С ПОМОЩЬЮ 
СТЕРЖНЕВОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
 
Приведена методика расчета сплошных плит с помощью перекрес-
тно-стержневой аппроксимации. Приведена методика определе-
ния крутильных жесткостей стержневой системы. Показано, что 
при изменении шага стержней в стержневой системе по сравнению 
с базовым шагом следует корректировать значение крутильных 
жесткостей стержней. Приведена формула для такой корректиров-
ки. Показаны преимущества стержневой аппроксимации при рас-
чете железобетонных плит в связи с изученностью изменения кру-
тильных жесткостей стержневых элементов от трещинообразова-
ния и малой изученностью плитных элементов. 
Ключевые слова: стержневая аппроксимация, изгиб, железобетон-
ные плиты, деформационная модель, жесткость. 
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