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x

Arg f x  , 

  ( ) 2f x x   є  min ( )
x

Arg f x  , 

  min( )
x

Arg x x  є  ( ; )  , min( )
x

Arg x x R  . 

 2 2min(( 2) ( 1) )
x

Arg x x    є ь     2  1, 

 
2 2min(( 2) ( 1) ) {2,1}

x
Arg x x    . ,  ь-  x  є  

ь ( ) 0f x      2 2(2) (2 2) (2 1) 0f         
2 2(1) (1 2) (1 1) 0f       є    

2 2( ) ( 2) ( 1)f x x x    ,   ь-     x  є  ( ) 0f x  .  

ь  ’  *
x   3 ь  arg min ( )

x X
f x


 

 ь і і і аторо   f    X   точ ою 
і і   f    X .    

ь  min ( )
x X

Arg f x


. , є : 
2

[0;5]
arg min ( 2) 2

x
x


  , 2

[0;2]
arg min ( 2) 2

x
x


  , 2

[0;1]
arg min( 2) 1

x
x


  , 

2

[0;2]
min ( 2) {2}
x

Arg x


  , 2

[0;2)
min ( 2)
x

Arg x


  , 
[0;2)

min ( ) [0;2)
x

Arg x x


  , 

2 2

[1;2)
min(( 2) ( 1) ) {1}
x

Arg x x


    , 2 2

(1;2]
min(( 2) ( 1) ) {2}
x

Arg x x


    , 

2 2

[1;2]
min(( 2) ( 1) ) {1;2}
x

Arg x x


    , 2 2

(1;2)
min (( 2) ( 1) )
x

Arg x x


    . 
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З  x ,  є  f   є  , ь 
точ ою ло аль о о і і   f   ь   ’   

,   * arg min ( )
x

x f x  ь точ ою ло аль ою  

і і   f . І  ,  x ,  ь є 

 ( ) ( )f x f x   x     x , є  ь  
  f . 

А   x X  ь ло аль  ро ’ о   
3,  точ ою ло аль о о і і  і  f  а о і ,X    

 ь x X     x  ь   ( ) ( )f x f x . 

,  5x   є  ь    
2( ) ( 1)f x x      [0;5]X  ,   0x   є  ь  

  2( ) ( 1)f x x      [0;5]X  .   

3 21 3
( ) 2 1

3 2
f x x x x      ь    є,  є 

 2x    ь  . 

        *
x ,  

 **
x   f    X ,   ь-  x X  

ь є ь **( ) ( )f x f x . ,   
2( ) ( 1)f x x    є  **

x =1.  

  f    X  ь  
arg max ( )

x X
f x


,      f    X  

ь   max ( )
x X

Arg f x


. , є :  
2

[0;5]
arg max(1 ( 1) ) 1

x
x


   , 

2

[0;5]
max(1 ( 1) ) {1}
x

Arg x


   , 

[0;5]
max1 [0;5]
x

Arg


 . 

,  ь-   f    
** arg max ( )

x X
x f x


  

  X  є  
* arg min( ( ))

x X
x f x


    ( f )  

 X ,  arg max ( )
x X

f x


= arg min( ( ))
x X

f x


 .   

 ь      .  

З   я. За ач ю лі і о о ро ра а  

ь    1 2( , ,..., )T

nx x x x ,  є 

   

1 1 2 2( ) ... ( , )n nf x c x c x c x c x      
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  { | , }X x Ax b Bx d   ,   ,A B    
,b d . 

З   я. За ач ю а рат ч о о 
ро ра а  ь    1 2( , ,..., )T

nx x x x , 

 є   

1 1 1

( ) ( , ) ( , )
n n n

j j kj k j

j k j

f x c x d x x c x Dx x
  

      

  { | , }X x Ax b Bx d   .  ,A B , D    , ,c b d  є 
. 

З   я. За ач ю лі і о о 
ро ра а  ь    1 2( , ,..., )T

nx x x x , 

 є  : n
f R R     : n

if R R  

: 
{ | ( ) 0, 1, , ( ) 0, 1, }

i i
X x f x i m f x i m r      , 

      f , , 1,
i

f i r  є  є . 

З   я. За ач ю о ло о ро ра а  

ь      є  f , 

  i
f   1,i r . 

З   я.  а ачі а іч о о  
ро ра а  є     1 2( , ,..., )T

nx x x x ,  
є   

),...,,(
21 n

xxxf 



n

i
ii

xf
1

)(  

 ь    

),...,,(
21 n

xxxf 



n

i
ii

xf
1

)(  

    

{ |X x
1

,
n

j j

j

a x b


 0, 1, }
j

x j n  . 

З   .  а ачі ара тр ч о  
о т і а і     * :x P X   

*( ) arg min ( , )
x X

x p f x p


   ( , )f x p    X .  ь  ь  

     X    
   p .  

З   .  а ача  і і а о  о т і а і  

ь  f ,   є ь    
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( ) max ( , )
y

f x f x y . 

, ’     є  
* arg min max ( , )

x y
x f x y ,    ь x  ь є ь  

*max ( , ) max ( , )
y y

f x y f x y .  

З     . За ачі  о  
а  є   ,    

 ( , )f x p   ( )   ( )X p  ь   
 p P ,  ь   P .  

 *

max arg min max ( , )
x X p P

x f x p
 

   max ( , )
p P

f x p


  

  X  ь і і а  (  ара то а ) 
’       .  
’  *

maxx  ь ро ’ о  і та    ро ’  

о т і та *

minx ,   *

min arg min min ( , )
x X p P

x f x p
 

 .  

З   .  а ача  то а т ч о  
о т і а і   ( , )f x p  ь    p .  
p  є     P      

  ,  ь  ’  *
x   ь   

* arg min ( )
x

x f x     ( ) ( , ) ( )
P

f x f x p d p  .  

      ь  
’  *

x  ь      
( ) ( , ) ( )

P

f x f x p d p      : 

1{ | ( , ) ( ) 0, 1, , }

i

i i

P

X x f x p d p i m x X    , 

  : 

{ | ( ( )) 1 }X x P x X p     , 

 ( )P A   ь  A ,  [0;1)       

  . 
        ь  

’  *
x         ,     

є ,        
 p .  

З   . За ача а ато та о  
о т і а і  є        

 ь   ( , )f x p ,      
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 x  є ь         
  P   ь   p .  

,  а ачі о та о  о т і а і    x  

ь   ,  1 2( , )T
x x x ,     ь 

  1
x ,   ь 2

x  ь   ,   
  P   ь   p . 

  ( , )f x p  ь       
   P   , '   

   2
x .   ь  ’   

  ь ,      ь 
        

   P ,      

ь  ь 2
x  ь       

ь  ь 1
x . 

З  ь  .  а ача  
а ато р т ріаль о  о т і а і  ь   ь  
f  є ь   ь  ( ), 1,

i
f x i m ,   

.  
  є ь  , ’    

  *
x     X ,     

x X      ь   : 
*( ) ( ), 1,

i i
f x f x i m  .   

,    *
x ,  ,  є,    

 ь    ь   
ь  , ,    

  f .    є    

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ... ( )
m m

f x c c f x c f x c f x     

  є  
1

1
m

i

i

c


 , 0, 1,
i

c i m  .  ь    

 *
X   *( ) arg min ( , )

x X
x c f x c


 : 

* *

1

{ | ( ), 1, 0, 1, }
m

i i

i

X x x x c c c i m


      

 ь ь   *
x      

ь   . 

З   я. За ач ю аріа і о о ч л  
ь     :f X R   

  X   x    ь  . 
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’     є  *
x X ,    

 x X  ь є   
*( ) ( )f x f x . 

    є     
 [ ; ]t a b   ( )x t ,  є  

( )f x = ( ( ), ( ), )
b

a
w x t x t t dt    X    

    1 2( ) , ( )x a x x b x  .  

З  ь  я. За ач ю о т аль о о р а  

ь    *
u ,     

ь     ь U  є 
 ( , )f u x    ’  x  ь  ь 

( , , ) 0x x u   .  

  ь   є  -

 *

0:[ ; ] ( )u t T U  ,      0[ ; ]t t T  ь 
   ь U   ь  

 

( ) ( ( ), ( ), )x t x t u t t   

    0

0( )x t x      1( )x T x   

ь    
0

0( , ) ( ( ), ( ), )
T

t
f u x f x t u t t dt  . 

   0( ( ), ( ), ) 1f x t u t t      
  T  ь   *

u  ь    
 1( )x T x   ь   0( , )f u x T t  .   

ь о т аль  а о ією.  

    ь ( ) n

xx t U R    

ь   ь а ач ю  а о  о .  
З  є   .  а ача  ієрар іч о 

ро а о  о т і а і  ь ь    
( )     ь  i

f . ,  

  ь    x     X , 

 є  ( , )
a

f x y ,  ь  є   
 y     Y ,  є   ( , )

b
f x y . 

 a
f  ь ь  є   ,   b

f  

ь ь  є   .  ь B  є  
y     A   x ,  ь,  «   

ь ь B ».  А ,  ь A  є  x  

   y   B ,   ь   ь,  
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«   ь ь A ».   є   
 ь        

 ,        
   ь    .   

  є    є   
   ь      

  .  

0.2. М      . 

А   ь    

1. М    

  ь   
[ ; ]

min ( )
x a b

f x   f   

 [ ; ]a b        *

[ ; ]
arg min ( )




x a b
x f x  

     ь   ь ь 
 1 2, ,..., N
x x x ,   ь  [ ; ]a b ,     

 ь 1 2( ), ( ),..., ( )N
f x f x f x     ь   

min ( )i

i
f x     

* *

, ( ) min ( )i i i

i
x f x f x . 

,     ь ь ь  N , 

ь ь   ( ) / ( 1)h b a N   , ь  
( 1)i

x a i h   , ь  ( )i
f x   ь   ь 

  min ( )i

i
f x .      

   . 

Ал ор т  о о о р ор  

I.    N ,  ( ) / ( 1)h b a N     
 x a , ( )y f a , x x , y y .  

II.  x b ,     V. 

III.  x x h  , ( )y f x . 

IV.  y y ,   y y ,  x x      II. 
V. З  .  

  x   y  є    ь  
’  *

[ ; ]
arg min ( )

x a b
x f x


   *( )f x .     

[ ; ]
| arg min ( ) |




x a b
x f x      

[ ; ]
| min ( ) |




x a b
y f x  ь   
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N . ,     [ ; ]a b   f    
ь     N   . 

2. М  ь       

  :f R R  ,     
* arg min ( )

x X
x f x


    1 2{ , ,..., }N

X x x x     

  ь   ь  f    
 1 2, ,..., N

x x x . ,    f   
: « щ  ( ) ( )i k

f x f x ,    i k
x x  є  

* k
x x ,    i k

x x   є  * k
x x ». ,   

/2N
x    /2 /2 1( ) ( )N N

f x f x
   є  * /2 1N

x x
   

  1 2 /2 1{ , ,..., }N
x x x

 ,    /2 /2 1( ) ( )N N
f x f x

  є 
 * /2N

x x     /2 /2 1{ , ,..., }N N N
x x x

  (   
  1,i i

x x
 ,    ь   

 /2 /2 1,N N
x x

    є   /2N
x ).  ,   

         
   X ,  ь  , ,  
     X .   

      ь  
   *

x .   ь 

    .   

Ал ор т  іа  

I.     N
X    

1 2 ... N
x x x   .  1k  , l N .  k l ,   *

i k   
   VIII. 

II.  1( ) ( )k k
f x f x

 ,   *
i k      VIII. 

III.  1( ) ( )l l
f x f x

 ,   *
i l       VIII. 

IV.  1l k  ,    ( ) ( )k l
f x f x   *

i k   
   VIII. 

V.  1l k  ,    ( ) ( )l k
f x f x   *

i l    
  VIII. 

VI.  Ent(( ) / 2)i l k   (      ( ) / 2l k ).  

VII.   1( ) ( )i i
f x f x

 ,   l i  ( є  є  є   

 { ,..., }k l    { 1,..., }i l ,   ь  
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*

[1; ]
arg min ( )i

i N
i f x


 ).  1( ) ( )i i

f x f x
 ,   1k i  . 

   II. 
VIII.  * *i

x x    . 
А   ь     

      f    
[ ; ]X a b . 

Ал ор т  оло о о о іл  і рі а 

I.   a   b  (  [ ; ]a b )   a a , b b .  

  0   ( ь   
’  x ).  

II.  b a        ІV. 

III.  1 2( ) / 2, ( ) / 2c a b c a b       .  1 2( ) ( )f c f c , 

  2
b c .   1 2( ) ( )f c f c ,   1

a c .  

   ІІ. 
IV.  ( ) / 2x b a      . 

,       
’  x   є / 2 , 

[ ; ]
| arg min ( ) | / 2

x a b
x f x 


  . 

,   ь  k -   ь  
kX


 

  X ,   ь ь  ’  *
x ,   

 ь   X . З   ь  
« »  \ kX X


,  ь ь  ’  *

x , 

ь       ь ь 

   1 2\ \ \ ... \ kX X X X
  

,  ь   
   , , , є ь  ’  

* arg min ( )
x X

x f x


 . 

ь   ь є ,  ь 
 ь  ’       

ь ь ь k .  З        
 є  ь    ,  

 ь       
( )f c      c  ( ь   ь 1( )f c  

 2( )f c      ).  «Золот  р рі о » 

і рі а ь ,     ь   
  є   ь      
ь  . ,    [0;1]  є  [0; ]c   

[ ;1]c ,  ь ь  1 1

1

c

c c





,  

(3 5) / 2c   .  
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З     ,     
2,    ь-     

    .  ь   
ь  ь  f      

 ’  *x  є  ,    
ь        , 

   121  FF , jjj FFF   12 . А   
    2.  

3. М    

  F  є    f    X , , 
   x    X  є ь  ь  ( ) ( )F x f x , , 

, є ь  ь min ( ) min ( )
x X x X

f x F x
 

 . З  ,  

ь-   x X  є  ь min ( ) ( )
x X

f x f x


 . , 

ь   min ( )
x X

f x


 ь  [min ( ); ( )]
x X

F x f x


.  

є,  ь  ь   (min ( ) ( )) / 2
x X

f F x f x


   

є ь    ь   min ( )
x X

f x


  ь   

    [min ( ); ( )]
x X

F x f x


,  

| min ( ) | ( ( ) min ( )) / 2
x X x X

f f x f x F x
 

   ,      

 min ( )
x X

f x


  f     ,     

| min ( ) |
x X

f f x 


   ь     x     F ,  

ь ь  ( ) min ( ) 2
x X

f x F x 


  . А   ь-  

 1 2{ , ,..., }N N
X x x x X     ь-   N

F   
 f    X  є  

[1: ]
min ( ) [min ( ); min ( )]i

N
x X x X i N

f x F x f x
  

 ,   

        min ( )
x X

f x


  

[1: ]
(min ( ) min ( )) / 2i

N
x X i N

f F x f x
 

   ь     
1 2{ , ,..., }N N

X x x x X      N
F ,  ь  ь 

[1: ]
min ( ) min ( ) 2i

N
i N x X

f x F x 
 

  . 

        ь  
 min ( )

x X
f x


 ь  ь 1{ }N

Nx
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ь  
N

F ,    N    

[1: ]
min ( ) min ( )i

N
i N x X

f x F x
 

    є  .    

,     f     
 L   ь ,x x X  є ь  ь 

| ( ) ( ) | | |f x f x L x x    ,     
N

F  є  

 
[1: ]

( ) max ( ) | |i i

N
i N

F x f x L x x


   , 

     | ( ) ( ) | | |f x f x L x x     ,  
 є  2

[1: ]
( ) max( ( ) ( )( ) ( ) )i i i i

N
i N

F x f x f x x x L x x


      . 

ь 1{ }N

Nx

  ь     

1 arg min ( )N

N
x X

x F x



 . 

     min ( )
x X

f x


  

ь   f      
. 

Ал ор т  і ора т 

I.   0      
’ ,    1

x X    
1 1{ }, 1X x N  , 1( )f f x . 

II.  1 arg min ( )N

N
x X

x F x



     1min , ( )N

f f f x
 . 

III.  є ь  ь 1( ) 2N

Nf F x   ,   
1( ( )) / 2N

Nf f F x
       V. 

IV.  1

1 { }N

N NX X x


   ,  1N N       II. 
V. З  .  
 

    1   f   
  min ( )

x X
f x


  є  ,   | min ( ) |

x X
f f x 


  . 

ь  
1

k

k
x




 є  f , lim ( ) inf ( )N

N x X
f x f x

 
 ,   

   X    

lim N

N
x


 * arg min ( )

x X
x f x


 . 
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0.3.        

є    

1.    

 :f R R  ь р і о а ою  точ і x ,  

є  ( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x




.   ь  ( )f x  

(  ( )df x

dx
)  ь   f    x .  

   x   f  є    

ь: 

    ( )( ) ( )f x f x f x x x o x x     ,   (0.1) 

 ( )o x x  – ,  ь є  ( )
lim
x x

o x x

x x




= 0. , 

       x  ь  

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x




= ( )f x ,  (0.1) є : 

( )
lim
x x

o x x

x x




= lim
x x

( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x

x x

  


= 

=
( ) ( )

lim lim ( )
x x x x

f x f x x x
f x

x x x x 

  
 

= ( ) ( ) 0f x f x   .  

о і а о а і і . щ   x
  є  (  

є)    x
  f ,  ( ) 0f x

  ,  

 x
  є  ’   

( ) 0f x  .    (0.2) 

   ( ) 0f x
   ,  ь ( ) 0f x

   

ь ь   x
 . ,    x

 ,  
є  f ,    ь ( ) 0f x C

   ,   

x =
* ( )x f x   ь     (0.1) 

   * ( ) ( )( ( )) ( ( ))f x f x f x f x f x o f x               = 

=   2 ( )f x C o C     .  

І     
0

lim ( ) ( ) 0o C C


 


    є   

1 ,   є ь  ь 1 1| ( ) / ( ) | | | /2o C C C    ,  
2

1 1| ( ) | | | / 2o C C   . , є : 

 *

1 ( )f x f x     2

1 1( )f x C o C       
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   2

1 / 2f x C f x    . 

 ь    *

1 ( )f x f x f x       

   x   *( ) ( )f x f x . ,   
x
  ь ( ) 0f x

    є     ь *( ) 0f x  . 

А  ь    ь **( ) 0f x     **
x ,  

є  f     є  **( )f x . 

П  1.  З    ( )f x ax b  .  

’ .   ( )f x ax b   є  ( )f x a  .  є, 
  (0.2) є ’     0a  . ,  0a  ,  

  x  ь є  (0.2)  є   f , 

 min ( )
x

Arg f x R . А  0a  ,   (0.2)  є ’   

 ( )f x ax b    є  ,  

min ( )
x

Arg f x  . 

П  2.  З     2( )f x ax bx c   .  

’ .   2( )f x ax bx c    є  '( ) 2f x ax b  . 

 є, : 

˗    0a    (0.2) є є  ’  x
= (2 )b a , 

arg min ( ) (2 )
x

f x b a    0a  ,  min ( )
x

Arg f x    0a  ; 

˗   0a    0b   ’   (0.2) є ь-  
 x R , ь     x   
2( )f x ax bx c    є      min ( )

x
Arg f x R ; 

˗   0a    0b    (0.2)  є  ’ , 
  є ь , min ( )

x
Arg f x  ,  

 2( )f x ax bx c     є  . 

2. Е ь  ’я   . А  я 

ь  ’я  

  x  ь є    (0.2),  
ь є  ( ) 0f x  ,  x  ь тр аль   

та іо ар  ’     :f R R .   

  x  ь є ь | ( ) |f x   ,  x  ь 
 - тр аль  ’     f .  

  f  є   f       a   
b  ь є  ( ) ( ) 0f a f b   ,   [ ; ]a b  ь 

 ’  c , ( ) 0f c  .  
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   - ь  ’    
  . 

Ал ор т  оло о о о іл  

I.    0  ,  ь  

ь   - ь  ’ . З   ,a b ,  
ь ь ь ( ) ( ) 0f a f b   . 

II.  ( ) 0f a  ,   c a      VIII. 

 ( ) 0f b  ,   c b      VIII. 

III.  ( ) / 2c a b  .   ( ) 0f c  ,     VIII. 

IV.   ( ) ( ) 0f c f a   ,   a c . 

V.   ( ) ( ) 0f c f b   ,   a b . 

VI.  | |b a   ,     III. 
VII.  ( ) / 2c a b  . 

VIII.  c c . З  . 

,   c  є ь   ь  
 c , ( ) 0f c  ,  ь     / 2 .  

     VI  | |b a      
| ( ) |f c   ,  є      - ь  

’  c . 

3. М  ь     я я ь  

’я   

  ь  ь  ’  c    

 f  є   ’   ( ) 0f c  .  ь  
є  ь    1

c   є  ь 1
c , 

2
c ,…, k

c , 1k
c

 ,…   
1 ( ) ( )k k k k

c c f c f c
    . 

  є    ’  1k
c

   
1( ) ( ) 0k k

f c f c c
    , 

 ь  f      є  

( ) ( ) ( )k k k
f c c f c f c c         ь ’  c    

( ) 0k
f c c      ’  ( ) ( )c f c f c      

 ( ) ( ) 0k k
f c f c c    .  

,    : 

   0 00 1 1,k k
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III.   1,i n   ( , )
i i i

x G a b     

1 2( , ,..., )
n

f f x x x    .  f f ,    1,i n   i i
x x  , 

f f  . 
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  VІ. 
IV.  x X ,     III.  
V.   ( )f f x  .  f f ,   x x  , 

f f       II (     f  ь 
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   ь *( ) 0f x  ,     

 *

0
lim ( ) / 0o f x


 


       1 0  ,   

ь  ь  *

1 1( ) /o f x    * *( ), ( ) / 2f x f x  . А  
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 * { | ( ) 0}X x f x   .  

 11.  ˆ ( ) n
f x R   ь ра іє то   

а аль  ра іє то  і  f   точ і x ,    x  

є ь  ь 

ˆ( ) ( ) ( ( ), )f x f x f x x x    . 

 ( )M x   є     f   
 x  є ,   . 

я 6.  ( )M x  є  є    x   
  f ,    ( , )f x z    f    x  

 ь-   z  є ь      
( , )f x z =

( )
max ( , )
y M x

z y


. 

 5 .   ( )z x     f   
 x  є ’   : 

|| || 1 || || 1 ( )
( ) argmin ( , ) argmin max ( , )

z z y M x
z x f x z z y

  
  .  

 6 .    f  є ,   ь  
 * arg min ( )

x
x f x    ь ,   *( )M x  

є    f    *
x    0x  ,  

  *0 ( )M x . 

     ’   
є    ( ) max ( , )

y Y
f x f x y


    

 * arg min max ( , )
x y

x f x y ,     x  є ь  

ь  
*max ( , ) max ( , )

y y
f x y f x y .  

     ь , ,  
  ’  *

max arg min max ( , )
x X y Y

x f x y
 

    

    y Y .  

  ( , )f x y   є   x ,   ( ) max ( , )
y Y

f x f x y


  

 є      x   *( ) ( , )
f x

g x f x y ,  

 ь-   * argmax ( , )
y Y

y f x y


  є є   

f ,    x  ь є ь 

)),(()()( xxxgxfxf f  , 

  ь 0{ }k

kx

 ,   : 
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1 ( ) ( )k k k k

k f fx x h g x g x
   , 

1

0; lim 0;
k k k

k
k

h h h





    , 

ь є : 

*
lim min 0k

k y X
x y

 
  , *limmax ( , ) minmax ( , )

n

k

k y Y y Yy R
f x y f x y f

  
  . 

6. М  ь я   . М   

  ,      n
x R    

: n
f R R  є  ( ) n

c x R ,    n
x R  ь є 

 ( ) ( ( ), ) ( )f x c x x x f x   ,   ,   
  

( ) ( ( ), ) ( )xfF x c x x x f x    

є    f . І    ( ), 0c x x x   є 

ь ( ) ( )f x f x .  є,   *
x   f  ь 

  { | ( ), 0}x c x x x  .  

        
   f .   *

x    f  

ь  1 1

1 1( , ) { | }S x R x x x R    1R      1
x , 

 *
x  ь  

  1 1 1 1

1 1 1( , ) ( , ) | ( ), 0S x R S x R x c x x x    . 

   ь  'є ,  ь 
 1

1 1( , )S x R ,     ,   
1/2

2 1(1 1/ 2 )R R n
   є       2

x     
 1R  ь  .         

   2 2| ( ), 0x c x x x  ,   ь  *
x , 

є     ,  ь *
x ,   

   є       
1/2

3 2(1 1/ 2 )R R n
        3

x .   

ь,   ь  *
x  є  ь  

1

k

k
x




 

 ь     1/2

1(1 1/ 2 )k kR R n


  ,  
ь  ’  *

x . ь ,    k -   
є ь  ь 1 * *k k

x x q x x
         f 
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 21 2 1q k   .  є,     
1

k

k
x




 є 

  *
x , *lim k

k
x x


 .  

З ,     ’     
   f     

{ | ( ) 0, 1, }
i

X x f x i m   ,      
i

f .  
ь  ь      f    

є  f ,   : 

*

*

[1: ]

( ), ,
( )

( ), arg max ( ), .ii i m

f x x X
f x

f x i f x x X


   
 

  ,   ь-    1 2, ,..., N
x x x  

   f  ь  

  
1

| ( ), 0, 1,
N

i i

N

i

X x c x x x i n


    ,    f   

 X       f    « » 

 
N

X X .   1 2, ,..., N
x x x    ,  

  N
X X      , , , ь-

  x    N
X X  є  ’   

  f    X   ,   є  ,  
*|| ||x x   .  

ь    ь      
 ’      x X ,  

ь ь      ь .  

7.  ь  я      
-  є  

    -  є  є 
   

0 ( ) max ( )
i

i
f x f x


 , 1,m . 

я 7.   x  є ’    
arg min max ( )

i
x i

x f x


     i
f , i,  ь 

  0
i

u   1i

i

u


 ,  ь ь : 

( ) 0i i

i

u f x


  , ( ( ) max ( )) 0
i i i

i
u f x f x


  , i. 
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 12.   f  ь ла о о лою, 

    x  є    ( )fG x ,   

( )fh G x  , n
y R  , ь є : 

( ) ( ) ( , ) ( , )f y f x h y x r x y    , 

  ( , )r x y x y  є ь    x     
|| || 0x y        Q x . 

,      є   
  x   є  ( )M x ,   є ь  
ь: 

( )
( , ) max ( , )

y M x
f x z y z


  , 

 ( , )f x z  є   f    z    x . А  

ь ь     .  
 13.   f  ь 

а і р і о а ою,     x  є   
 ( )fM x ,  ь є   n

z R  : 

( )
( , ) max ( , )

fy M x
f x z y z


  , 

 ( , )f x z  є   f    z    x .  
( )fM x  ь о ою а і ра іє ті .  

З ,     є , ь  
 є     є   є . 

К  є      f     

0f   0 ( ) max ( , )
y Y

f x f x y


     f   

   Y .     
є  є  ( ) co{ ( , *)

f x
M x z z f x y  , 

* arg max ( , )}
y Y

y f x y


 .   ь    

 0 ( ) max ( , )
a A

f x f x a


 ,  ( , )f x a  –   a      

x   ь-   a      
A .  ь   

0 ( , )( ) co ( )
f f a

a A

M x G x


  .  

я 8.  ,   n
x R    

  f , ,  0 ( )fM x . 
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я 9.  
1

1

|| || 1 ( )

( ) arg min max ( , )
f

z y M x

z x y z
 

  є  

   f    1
x .  

  [29, 30]  ь  ь   
 ,  :  : n

f R R  є ь  
а і р і о а ою  точ і x ,      

     ь    

1 ( ) n
f x R       1 ( ) n

f x R  ,   ь-  n
z R  є ь  

ь 

1
1 ( ) ( )

( , ) max ( , ) min ( , )
y f x y f x

f x z z y z y
 

   . 

        
        . 

я 10.  arg min ( )
x

x f x ,  1

1( ) ( )f x f x   ;    

arg max ( )
x

x f x ,  1

1 ( ) ( )f x f x   . 

8. М    є  

 14. то а т ч  ра іє то   : n
f R R    

k
x  ь    k

g x ,    

   k k

fM g x g x    є  є   k

fg x    f x , 

   k k

fM g x g x   ,   ь  є   k

fg x    

 f ,     x  ь є ь 

( ) ( ) ( ( ), )k k k

f
f x f x g x x x   . 

 ( )f x  є   ( ) ( , )
p

f x M F x p  

  ( , )F x p ,   є  

: n
F R P R      p P ,    ( , )k k k

xg x F x p  , 

 k
p  –    p .   ь  

 є     f  ь 

ь    1


  k k k k

kx x h x g x  (     

 ( ) ( , )
p

f x M F x p  ь 1 ( , )k k k k

k xx x F x p    ),   

   є ь    1   x
  

 f . 
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Т ор а 5. щ  x
  є     f ,  

k
h  

ь ь    
1





  k

k

k

h x ,   0k

kh x ,  2

1





  k

k

k

h x   

  ь  х  є  

   2

  k
M g x c ,    1 ь 

   1


  k k k k

kx x h x g x  є ь    x
 ,  

lim 0


 k

k
x x .  

До . І   : 

     22
1


      k k k k

kx x x h x g x x  

         22
22 , 

     k k k k k k

k kx x h x g x x x h x g x  

є ь  

       22 2
22 ,     

       k k k k k k

k kM x x M x x h x M g x x x h M g x . 

   ь      k k

fM g x g x   ь 

  , 0 k k

f
g x x x ,  є  ь  

   2 2
1 2|
     k k k k

kM x x x x x ch x . 

 є,  ь  
1





k

k
z ,  2

2  k k

k k
z x x ch x ,  

ь є    1 1| ,..., k k k
M z z z z   є . І   

 ,   ь . , 

ь   
1





k

k
z  є   z

    1. І    

2lim 0
s

k
s k

h





  є,  ь   2
1 k

x x   є ь   

є   z
    1.   ,  lim k

z  z
 ,   

   ь 0  , 0  ,      

є ь    1 ,..., ... ikk
x x , 1 2 ...k k  ,  ь є 

    ik
x x .        

    
1

, 






   k k k

k

k

h x M g x x x ,  

 ь : 
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2 2
1

0

0

2
2

0

2 ,

.

  

 

   





     







k
k s s s

s

s

k
s s

s

s

M x x x x h x M g x x x

h x M g x

 

  є  .  
  ь  є   k

fg x    

   k
x  ь   k

x  

ь   ,  :     f  

є  * min ( )
x

M Arg f x  ,    ь-   

 0
x      

 
 

1  
k

fk k

k k

f

g x
x x h

g x
 

  
1





k

k
x ,  k k

kx x , lim 0
k

k



 , 0

k
h  , 

0






  k k

k

h , 

2

0

k

k

h




  , 
0

k

k

h




  ,  ь  

lim  


 k

k
x x M . 

9. М   я    я   

З        

0arg min ( )
x X

f x


  0 : n
f R R    X ,   

ь    
0{ ( ) 0, , ( ) 0, }i iX x f x i f x i

    , 

ь     arg min ( )
x

f x   

ь  x .  ь   f  ь  ,  
 «   » 0| min ( ) min ( ) |

x Xx

f x f x


  /   

«   » 0|| arg min ( ) arg min ( ) ||
x x X

f x f x


 .   

 f  ь    0f   є   ( )h x . 

З   ( )h x       x    
X       ,  x   ь  X . 

,    0( ) ( ) ( )f x f x h x     
є  h , 
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0,    ,
( )

,    ,
x X

h x
x X


 

  

, ,    ь  0arg min ( ) arg min ( )
x x X

f x f x


 . 

,     h      
arg min ( )

x
f x .     ь    

  h ,  є   arg min ( )
x

f x .  

  h  ь  : 

0

2 2( ) ( ) ( ( ))i i

i i

h x f x f x




 

  ,  
( ), ( ) 0,

( )
0, ( ) 0,

i i

i

i

f x f x
f x

f x

 
 

  

  f  ь    0( ) ( ) ( )f x f x Ch x    
 0C  .  ь      C   

*( ) arg min ( )
x

x C f x  є ь   ь  ’ ,   
* *

0lim ( ) arg min ( )
C x X

x C x f x
 

  . 

    ( )h x       

0

1( ) ( ) ( ) ,i i

i i

h x C f x f x




 

 
  

 
   

  ь     ь   
*

0( ) arg min ( )
x X

x C f x


      ь 

 C . ,    1. 
я 11.   0f , 

i
f  – ,    

  
0

1( ) ( ) ( ) ,i i

i i

h x C f x f x




 

 
  

 
   є ь  ь  

* *

0( ) arg min ( )
x X

x C x f x


   

 ь-    max
i

i
C u ,   i

u  –    

    0 i i

i

f x u f x . 

,   0f , i
f   – ,   ,x u

  –    

     0 i i

i

f x u f x  ,  є  : 

             0 0 0 1 0i i i i

i i

f x f x u f x f x u f x h x f x
          , 

     1 0h x
   ь  x C x

  . 
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0.5. П    

1. А  я  є  я   
  

  є  ь   
   

 ( ) 1 2 ( , ) ( , )f x Ax x g x   

  ь    A     g . 

 1 2, ,..., n
p p p  ь р   , 

ь    A ,    i j  ь   
( , ) 0i j
Ap p      i  ь   ( , ) 0i i

Ap p  . 

   є   ь  ( )f x  

    1 2, ,..., n
p p p , ,   ь   

1
x ,  ь  1 2, ,..., n

x x x    
: 

arg min ( )k k

k
f x p


   , 1k k k

kx x p   , 1,k n . 

я 1.   є  є  
  ( ) 1 2 ( , ) ( , )f x Ax x g x    n  ,   

 arg min (1 2)( , ) ( , )n

x
x x Ax x g x

   . 

,     1( , ) ( , )x y Ax y ,   
 є  є ь     

  1 1( ) 1 2 ( , ) ( , )f x x x s x     ( ь ) .  
З        ( )f x , 

є       1 2, ,..., n
p p p : 

1 1( )p f x  , 1 1 2 2 1|| ( ) || / || ( ) || ( )k k k k k
p f x p f x f x

                                        

(   1 1( )p f x  , 1B I , 1 1

1 ( )k k

kp B f x
 

   , 

1( ) ( ),n n n
q f x f x

   
1 ,n n n

s x x
    

1

n nT T n nT

n n

n n nT n nT n

n

B q q B s s
B B

q B q s q
    ). 

 я 2.  ь       
: 

arg min ( )k k

k
f x p


   , 1k k k

kx x p   , 1,k n , 

1 1( )p f x  , 1 1 2 2 1|| ( ) || / || ( ) || ( )k k k k k
p f x p f x f x

       

 : 
arg min ( )k k

k
f x p


   , 1k k k

kx x p   , 1,k n , 

1 1( )p f x  , 1B I , 1 1

1 ( )k k

kp B f x
 

   , 
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1 1( ) ( ), ,n n n n n n
q f x f x s x x

       

1

n nT T n nT

n n
n n nT n nT n

n

B q q B s s
B B

q B q s q
    )  

ь  ь   є    
*

x . 

 
n
   ,  1n

p
  є ь  

  : 
2

11
1 1

2 2

( )( ( ), )
1 ( )

( ) ( )

nn n
n n n

n n

f xf x p
p f x p

f x f x


 

      
   

. 

 nB      ь  ь  
: 

1 , , .
n nT T nn nT n

n nT nn n n
n n nT n nT n n nT nT n

n n

B q q B B qs s s
B B Cv v v C R

q B q s q q s q B q
         

      ь ь  
. 

2. М   я . М  ь  

 ь  є ь   f       

1( ) ( ) ( ( ), )n n n
F x f x f x x x     

   n
x ,   ь    

 n
 ,   є   1 ( )n n n

nx x f x     є 
   1 2( ) ( )n n

nf x f x s    , ,  
ь       ь  ’  

  .      
    ь  ь  

    f . З     
ь , ь   1( ) ( ) ( ( ), )n n n

F x f x f x x x     

ь      n
x   

2 1( ) ( ) ( ( ), )n n
F x F x C x x x x    .  

  ь   ( 1)n -   1n
x

  ь 
  1

2arg min ( )n

x
x F x

      

  2

2( ) ( ) ( ( ), ) 1 2 ( ) ( )( )n n n n T n n

xx
F x f x f x x x x x f x x x         

  f     n
x .     1, 

 1n
x

  є ’    2( ) 0F x  .    
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ь 2

2( ) ( ) ( )( ) 0n n n

xxF x f x f x x x     ,   1n
x

  ь 
  Нь   ’  x    

2 1( )( ) ( )n n n n

xx f x x x f x
    . 

    ь  ь  0k

k
x  

є ь    x ,  0( ) 0f x  . 

   ’  *
x   2 ( )xx f x     

 1
x   ь  ь    *

x ,   ь  
є  ь      
  є  .   ь 

’        ь 
2 ( )( ) ( )n n n

xx f x x x f x        1n
x

 , ь 
 ь   є   ь  

1n
x

   є   1 ( )n n n

nx x f x    . І    
 ь  '        

1
x    ’  *

x ,     f    
ь    2F     ь 
1( ) ( )n n

f x f x
     ь    
’  *

x .  

    1( ) ( )n n
f x f x

    ь  
   1

x      
 1{ }n

nx

   ’  *

x ,   1n
x

   

ь   1 ( )n n n n

nx x x x        
 

n
     ( ( ))n n n

f x x x   є    .  

     
  2

2( ) ( ) ( ( ), ) 1 2 ( ) ( )( )n n n n T n n

xx
F x f x f x x x x x f x x x         

    є ,    

   1
( ) ( , ) ( , )

2
F x Ax x g x  .   

 A = 2 ( )n

xx f x ,  2( ) ( )n n n

xxg f x f x x   .   

3. К ь ь    

Щ      ь  ь,  
'   ’       

2 ( )( ) ( )n n n

xx f x x x f x    , 

   ь  ь  2 ( )n

xx f x    
   1{ }n

nx

 ,      
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1{ }in

ix

 ,       

 1i i
n n n   .    є ь    

 2 ( )n

xx f x ,  ь ь   1n
x

   : 

1 ( )n n n

n nx x B f x    , 

 
n

B –  ь ь,    є ь   , 
2 ( )n

n xxB f x .       
  ь 

n
   

n
B ,  ь  

ь   1 ( )n n n

n nx x B f x    .   ь 

а і ьюто і ь . ,  ь ь   
ь     є : 

arg min ( )k k

k
f x p


   , 1k k k

kx x p   , 1,k n , 

1 1( )p f x  , 1B I , 1 1

1 ( )k k

kp B f x
 

   , 

1 1( ) ( ), ,n n n n n n
q f x f x s x x

      1

n nT T n nT

n n
n n nT n nT n

n

B q q B s s
B B

q B q s q
     

      ь 
n
 ,  

2
11

1 1

2 2

( )( ( ), )
1 ( )

( ) ( )

nn n
n n n

n n

f xf x p
p f x p

f x f x


 

      
   

  

 ь 
n

B   :  

1 , , .
n nT T nn nT n

n nT nn n n
n n nT n nT n n nT nT n

n n

B q q B B qs s s
B B Cv v v C R

q B q s q q s q B q
         

   ь ь    
       ,    
  f  є ,       

1n
x

  є ь        
( )n

f x , 1( )n
f x

 , ....     ь     
  є  ( )n

f x    2 ( )n

xx f x   
   . 

4. П     я я   

   .З.     
   n -   « ь »   n

z ,  є  
 є  ( )n

f
g x    n

x ,     
 є .     є ь  

 n
B   : 
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11 1/ ( )
n

n

n n
B B R z   , 

 
11/ ( )

n

n
R z 

 –      n
z   

є   
1n

  .  
ijr   

1/ ( )n
R z  

ь   : 
( 1) ,n n

ij i j
r z z i j   , 2( 1) 1,

ij i
r z i j    . 

,    )(xf      

    є  є ь  ь  
  0 n

x R      nIAB  1

00 .  
k -        ь   

 k
x , 1 kk AB , є ь  ( )k

f
g x   (  ( ) 0k

f
g x  ,  

 є ь ), є ь  ь  є  k
g    

)()( yBfy kk      k k

ky A x , 

*( ) ( )k k k

k f
g g y B g x


    є ь : 

1

1/ ;k k k k k k

k kg g x x h B 
    , 

1

1

1 1 1 1( ), 1/ .
k

k

k k k k k
B A B R   




       

З ь ь   є ь   є  
 k     kh . ,     

 0, 0N M  ,    d
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x x d   ь ь  
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xfxfMxxxgxfxfN f   

 : 
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*
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k

MN f x f x
h

M N g





 
 1

( )
1 ,
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ь k
x  ь є  *( ) .k
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.
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vol
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( , ) 0, 1,i

i
a x b i n    

     
[1: ]

( ) max ( , )i

i
i n

f x a x b


    

 0k . А    ’   

 ь ( ) 0, 1,
i

f x i n  ,    

[1: ]
( ) max ( )

i
i n

f x f x


 .   ’  *
x   )(xf i   

     є ,   ь  
0  ь   )( *

xSd ,    M   N  ь  
: 

1 ; 1 ;
M N

M N
M N

   
     


. 

   n    ,  
є ь   ь   .  

5. r -    я я    я  
 є  

 r -      )(xf  ь 
ь    0

x , nIB 0   ь 
1 0 0

0 ( )
f

x x h g x  ,    0h  є ь    

   1
x  є  1( )fg x ,  ь є  

1 0( ( ), ( )) 0
f f

g x g x  .  

 k -   ь: є  ( )k

f
g x ,  

1( ( ) ( ))k T k k

k f f
r B g x g x

      є   

 ,   /k k k
r r  ,  k  

  є    k ,  ( )
k

k
R   

     1 ( )
k

k

k k
B B R   , є  

1 ( )k T k

k f
g B g x   )( 11 yBf kk      1

1

k k

ky A x


  ( 1

11


  kk AB ) 

    
1

1 /k k k k

k kx x h B g g


    . 

З  1
0

arg min ( / )k k k

k k
h

h f x hB g g
     ь  ,  

 є    1k
x

       
   k

x .  
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x  є  ь    

0f   
 0{ ( ) 0, , ( ) 0, }

i i
X x f x i f x i

     ,  є ь  
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 1 .   *
x  є   ,  

  0 1u  ;   ,
i i

u v  ь  . 
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 . 
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 ь   ь 
0:[ ; ] r

u t T R .   
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0 0 0( , , , ) ( ( ), ( ), ) ( , , ( ), ( )) 0

T

i i i

t

F x u t T h x t u t t dt g t T x t x T  , 1,i m . 

Т ор а 2 ( р  а ). щ  0 0 0 0
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0 0 0 0 0

0 ( ) 0 0

0

( ) , , ( ), ( )
m

i x t i

i

t g t T x t x T 


  , 

 0 0 0 0 0
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 ’ . І        
є,       t   0 ( )u t  ь  

 є    ( ( ( ), ), ( ))g u t t t   
  ( )V t ,  ( )t  – ’   К    

: 
( )

( ) ( ),  ( )Td t
A t t T c
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0 0 0 0( , ) [ ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )]

T

T T

t

T t t B K B t t f d           .   

    

0

1

0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

T

T T

t

M t B K B t d        

      1

0 0, ,T
t t t t

  ,    ь  

0

1 0 1

0 0 0( ) ( , ) ( , ) ( )

T

T T

t

M t T t x x t f d         

є   

0

1 1 0 1

0 0 0( ) [ ( , ) ( , ) ( ) ]

T

T T

t

t M T t x x t f d        . 

, ь   0 ( )u t    1 є ь   
 

0

0 1 1 1 0 1

0 0 0( ) ( ) ( ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ( ) ]

T

T T T

t

u t K t B t t t M T t x x t f d          .                                                          

,     1
M

  є ь   
 ь    ь-    

0

0( )x t x    ь-    1( )x T x   .  
Ал ор т  ро ’ а  а ачі 7 

I. ь     ( )i
t , 1, ,i n   0( , )t t   

’   К     ( )
( ) ( )Td t

A t t
dt

   ,  

0( ) 0i

j
t    i j , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tdx t
A t x t B t K t B t t

dt
  , 

   0

0( )x t x  0 ( )u t , 1 1 0

0 0( ) ( , )T
t M T t x x f        . 

  ь  ’  є   К  ( ,  
  –К ) ь  ь  
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ь   0 1( ) ( ) ( ) ( )T
u t K t B t t   ь   

є  0 ( )x t .  

П  2. З   u(t),  ь   
1

2

dx
x

dt
 , 2dx

u
dt

      

   0(0)x x    1(1)x x   ь  

  
1

0

( ( ), ( ))u t u t dt .  

’ .    є   
0 1

( )
0 0

A t
 

  
 

, 

 
0

( )
1

B t
 

  
 

   ( ) 1K t  ,   є : 

1
( ,0)

0 1

t
t

 
   

 
, 

1 0
( ,0)

1
t

t

 
    

, 

 
1

0

1 1

1 0 1 0 3 2
0 1

0 1 1 1 1
1

2

t
M dt

t

      
               

 

 , 
1

12 6

6 4
M

  
  
 

.  

ь   є    
0 1 1 0( ) ( ) ( ,0) [ (1,0) ]T T

u t B t t M x x
      

1 0 1 0

1 1 2 2(6 12 ) (12 6) (6 2) (6 4)t x t x t x t x        . 

 1. C  ( ) ( ) ( ) ( )
dx

A t x t B t u t
dt

   є ь  о і тю 

ро а ою,   ь-    0 1,x x  є  u , 

 ь      0

0( )x t x   

  1( )x T x . І    ь    
0 1 1 0

0 0( ) ( ) ( , ) [ ( , ) ]T T
u t B t t t M T t x x

     

        
 ( )K t   1( ) 0f t   є,    

( ) ( ) ( ) ( )
dx

A t x t B t u t
dt

   є  ,  є  

    
0

0 0( , ) ( ) ( ) ( , )

T

T T

t

M t B B t d       .   
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  1
M

 ,  ,     
  ь     [

3
]. 

Т ор а 3 ( о о  ро а о ті). щ  є   t ,    
ь  n  х    

, ( )s jb t , 1, ,j n  

1,s r  х  : 

                 , , 1 , 1 ,1( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), 2,
s j s j s j s s

d
b t A t b t b t b t b t j n

dt
      , 

  ( )
s

b t  є s -    ( )B t ,    

( ) ( ) ( ) ( )
dx

A t x t B t u t
dt

   є  . 

3.5. а аль а а ача і і і а і  а рат ч о о іо ал . 
З  8. З   ( ) r

u t R , 0[ ; ]t t T ,   є  

( ) n
x t R      

( )
( ) ( ) ( ) ( )

dx t
A t x t B t u t

dt
  , 0[ ; ]t t T  

ь є  : 
0( ) 0Hx t h  , ( ) 0Gx T g   

  ( , )I x u     

( , ) {( ( ) ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( ))

b

a

I x u C t x t x t D t u t u t   

( ( ) ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))}L t x t u t k t u t m t x t dt    

є ь       
,  ,  ,  , A B C D L , , H G , -  , k m    h   g   

. 
’ . І     є,  
ь   *( )u t      t є   

( ( ) ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( ))C t x t x t D t u t u t L t x t u t  
( ( ) ( ) ( ), ( )) ( ( ), ( ))T
k t B t t u t m t x t   , 

( , ь є   
* 11
( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

2

T T
u t D t B t t L t x t k t   ) 

 ’  ( )t   ( )x t     : 

                                                 
3
  . .     ь   / . . , 

. . К . – К.: -  А  , .   , . . 
.1. 1963. – 22 . 
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1( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )],

2

T Tdx t
A t x t B t D t B t t L t x t k t

dt
     

1( ) 1
( ( ) ( ) ( ) ( )) ( )

2

Td t
c t L t D t L t x t

dt

      

11
( ( ) ( ) ( ) ( )) ( )

2

T T
A t L t D t B t t  11

( ) ( ) ( ) ( )
2

m t L t D t k t
   

  : 

0( ) 0Hx t h  , ( ) 0Gx T g  , 
0( ) 0T

H p t  , ( ) 0T
G q T  . 

3.6. ра іє т і то  о о  о т аль о о р а . 

З  9 .  З    ( ) r
u t R , 0[ ; ]t t T ,   є  

( ) ( , ) n
x t x t u R     

 ( )
( ), ( ),

dx t
f x t u t t

dt
 ,   0

0

n
x t x R  , 0[ ; ]t t T  

є   

      
0

  0  ( ( , )) , , ,

T

t

I u F x T u f x t u u t t dt  , 

         x  

 : n r n
f R R R R   , 

0 : n r
f R R R R   , : n

F R R . 

’ . З   є    
 I   є  ь ь 1 2 1, , , , ,k k

u u u u
   

1( ) ( ) ( )( ),k k k

k uu t u t I u t     0[ ; ]t t T , 

  ( )( )k

uI u t  є   I    k
u u  

ь     0[ ; ]t t T   ; 

0

( ( , ), ( ), )
( )( )  ( ) ( ( , ), ( ), ),

T
k k

k k k

u u

f x t u u t t
I u t y t f x t u u t t

u

 
    

 

0

( ) ( ( , ), ( ), )
  ( ) ( ( , ), ( ), ),

T
k k

k k

x

dy t f x t u u t t
y t f x t u u t t

dt x

 
   

 

 ( ) ( ( , )),k
y T F x T u  

   k
  є ь   ь     

1

1{ / 2 , 1,2,  }q

k q 
   ,   є ь  ь 

1 2( ) ( )k k

kI u I u s   . 

,   ь     1
u   

ь       0 0,   0s   
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ь 1{ }k

ku

   ь є    lim || ( ) || 0k

u
k

I u t


     

- ь        
ь ь  k .  

3.7. ль і то  о о  о т аль о о р а  р  
а о ті о ь а р а . 

З  10.  є ь    9   ь 
( ) r

u t R     ( )u t     0[ ; ]t t T .  

’ .      0,   ,  f f F   
    ь   ь  

   ь 1 2 1, , , ,k k
u u u u

 ,  
ь  I      . З ,  

 ь  :   
   є   

 1 1( ) ( ) ( ) ( )( )k k k k

k uu t u t П u t I u t 
      

arg min || ( ( ) ( )( )) ||k k

k u
u

u u t I u t


   ; 

    є    k
 , 

{ | || ||k

k ku u u      }, 
1 1( ) ( )

k

k k
u t u t

 
 ; 

  х   
1( ) arg max( ( )( ), )

k

k k

u
u

u t I u t u



  ; 

  х є  

       1 ( )k k k k

k
u t u t z t u t    ,    arg max( ( ) , )k k

u
u

z t I u t u


  ; 

  ь    
1 1

0( ) = ( , ) arg max(( ( ), ( ( , ), , )) ( ( , ), , ))
k

k k k k

k
u

u t u t y t f x t u u t f x t u u t
 


  ; 

      

  1 1( ) ( ) ( ) ( )k k k k

ku t u t u t u t 
   ,  

arg max ( ( , ( ))k k k

k
F x T u z u


    ,  

 ь    ’  ( )y t ,  0[ ; ]t t T    
К : 

0

( ) ( ( , ), ( ), )
  ( ) ( ( , ), ( ), ),

T
k k

k k

x

dy t f x t u u t t
y t f x t u u t t

dt x

 
   

 

 ( ) ( ( , ))k
y T F x T u  
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   ь k
   ь  ь  

1

1{ / 2 , 1,2,  }q

k k q  
    ( 0  ь   ),   

є ь  ь 
1 2( ) ( ) ( )k k

kI u I u s     

     : 

0
k
  , 

1

k

k






  ,  2

1

k

k






  , 
1

lim 1k

k
k






 , 

 ь ь  1{ ( )}ik

iI u

    ь    

ь    ( )I u     .  

3.8. ль  то  о о  о т аль о о р а  а 
р о  а . 

ь    ь   *( )u t  , 

0[ ; ]t t T    10     є ь   
     ,      

0[ ; ]t t T  ь   *( )u t  є   
* *

0( ) ( ( ), ( ), ) arg max(( ( ), ( ( ), , )) ( ( ), , ))
u

u t u x t y t t y t f x t u t f x t u t


   

 ’  ( ( ), ( ))x t y t , 0[ ; ]t t T   ь  ь: 

*( )
( ( ), ( ( ), ( ), ), )

dx t
f x t u x t y t t t

dt
 ,   0[ ; ]t t T , 

*( ) ( ( ), ( ( ), ( ), ), )
  ( )

T

dy t f x t u x t y t t t
y t

dt x

 
   

*

0( ( ), ( ( ), ( ), ), )x f x t u x t y t t t  

  : 
  0

0x t x ,  ( ) ( ( ))y T F x T . 

    *

0y t ,      

  0

0x t x  є ’  ( ( ), ( ))x t y t ,  ь є  
( ) ( ( ))y T F x T , є  ь     

2

0( ( ))  || ( ) ( ( )) ||y t y T F x T       є  

   1

0 0 0( )k k k

k
y t y t z t   , 

  є   0

k
z t  є ь   ’   К : 

*
*

0

( ) ( ( ), ( ( ), ( ), ), )
  ( ) ( ( ), ( ( ), ( ), ), ),

T
k k k

k k k

x

dz t f x t u x t y t t t
z t f x t u x t y t t t

dt x

 
   

( ) ( ( ))k
z T F x T , 

 є  ( ( ), ( ))k k
x t y t       0

0

k
x t x   0( )k

y t . 
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3.9. о ’ ючі о ратор  л  о т аль о о р а  ла  
ра -о ратор  т а .  

   ь   є  ,  
  ь     є ,   

  ь , є  ,   
    ,  є  .  

 ь       
  ,     

 є ь ’    
   ,     

    ,      
ь   ь    
ь  ь    .  є   

     -  
  є  . -

’  є      
  є  -  ,   є 

   .  ь   s-  
 k-   є ь   , ь   

ь   - - ь  ь: 
( , , ) 0, ( , ) , 1, , 1, ,

ks ks ks ks ks ks ks ks k
A x z u z x u Z s N k N      

 ’ ь  ks ks
x X  ks -     ь  

 ks ks
u U    ks ks

z Z   ks -    
.     -  ь: 

 1( , ) ( , ), , ( , ) 0,
kN

A x u A x u A x u  
 
 1( , , ),

kN
x x x   

1 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ),
ks k ksk k kN N k k kN

x x x u u u u u u     
 

 1 1 1 1( , ) ( , ( , ), ), , ( , ( , ), ) ,
k k k ks s s s s N s N s N s N s

A x u A x x u u A x x u u    

  «  ь» ( , )v C x u  є ь  B -

   V U     ,   ( , ) 0,A x u   

( , )C x u v  є  ( , )w B x u    0  , ,  
  

 
, ( , )

( , ) max ( , ), ( , )
x x X u v

d u v B x u B x u


  

є ь  ь max max ( , )
u U v V

d u v 
 

 ,  ( , )X u v  є  

 є  x  ь     u   
 ( , )v C x u .  -  ь ( , ) 0A x u    
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  ( , )C x u v  є B -    
V U ,   є ’   F ,  ь є 

ь 

 
( , )

max max max ( , ), ( , )
u U v V x X u v

F u v B x u 
  

 . 

З     F  ь    D U  

  ( , )B x u    ( , )C x u v , ( , ) 0A x u   є ь   
     є       

D   ( , )F u v . ,   F  є   
   ь    . 

   F  є ь      
  ( , )X u v    :

A C B
U V W W W

     ,   

  : ( ) ,
A

A X U W  : ( )
B

B X U W  , : ( )
C

C X U W    

ь є  ь 

  
( , )

max , , ( , ), ( , ) , ( , )
x X u v

u v A x u C x u B x u
 


  , ( , , ) ( , )x u v X u v U V   .

 

Т ор а  4. щ    ( , ) ( , )X u v X u v      0   

є   ,  -  ь  ( , ) 0,A x u   ( , )C x u v  є 
B -   х  (    )  ( , ,0, )u v v

   
 ’    ( , )F v u   щ є   .  

З  є,   ь    D U  

 ( ( , ), )B x u v u ,  ( , )x x u v  є ’  -   
( , )C x u v , ( , ) 0A x u  ,  ь    D   
( , ,0, )u v v

   є       .   
’   F    ,  ь   

.  
ь     F  є  ь   

   x  -      x  

 B . ,     
 

1

1

( , ) ( , ) ( )
N

i i N

i

B x u c x f u


  

    k -   

, , 1 1 ,1 1... ( ) 0,   1, ,
k k k k k k k k

A x A x A x f u k N        

   ,k iA ,  F  є ь    

’  1 1( , ) ( , ,..., )N Ny A c y y y     
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, 0,   , 1,...,1
N

T

k j k k

j k

c A y k N N


    , 

  1

1

( ) ( , ( )) ( )
N

i i N

i

F u y f u f u


        

 u D   ( ( ), )B x u u ,   ’  ( )x x u  

-  ,      
( , )v C x u  ь       

( ) ( , )F u F u v    .D  З   є,    
: 

1 2 ... ND D D D   , ( ) ( )
i i i

f u f u ,  1

1

( ) ( ),
N

N i i

i

f u g u


   i i
u D , 

ь      k -   є  
* arg max(( , ( ) ( ))

k k

k k k k k k
u D

u y f u g u


 , 1,k N . 

3.10. В ор та  то і  о т і а і   л  о о  
ат ат ч  о л .  

  ь    є  є  
      -

  x y     x X   
 y Y .  

,      -

  y ax b      ь 

1 1( , )x y , 2 2( , )x y ,…, ( , )
m m

x y ,   a   b    
ь     ,      

2

1

( , ) ( ( ))
m

i i

i

a b y ax b


  , 
( , )

( , ) arg min ( , )
a b

a b a b  

    ,   ь  
 

( , ) max | ( ) |
i i

i
a b y ax b   ,

( , )
( , ) arg min ( , )

a b
a b a b . 

,     ( , )a b  є ’   
 ь: 

( , ) ( , )
0,   0

a b a b

a b

  
 

 
, 

            
 ь     .  
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А ,  є  
jp      

0

( )
n

j j

j

y p f x

      : 

2

0 1

1 0

( , ,..., ) ( ( ( ))
m n

n i j j i

i j

p p p y p f x
 

  , 

 є ’   ( 1)n  ь ( ) 0p  ,   

0 1( , ,..., )
0,   0,n

i

p p p
i n

p


 


, 

    0 1( , ,..., )np p p p     

( , )y f x p          

2

0 1

1

( , ,..., ) ( ( , ))
m

n i i

i

p p p y f x p


 , 

 є ’   ( 1)n  ь ( ) 0p  .  

,     0 1( , ,..., )np p p p  

 : 

0

n
j

j

j

y p x

 , 

0

( )
n

j j

j

y p f x

 , ( , )y f x p  

ь  ,   : 

0 1
1,

0

( , ,..., ) max | |
n

j

n i j i
i m

j

p p p y p x
 

 , 

0 1
1,

0

( , ,..., ) max | ( ) |
n

n i j j i
i m

j

p p p y p f x
 

 , 

0 1
1,

( , ,..., ) max | ( , ) |n i i
i m

p p p y f x p


 . 

     ь   
     ь  ь:  

( )
( ( ), , )

dx t
f x t t p

dt
 ,  ( ) n

x t R , [0; ]t T , 

( )
( , ( ), , ) 0
dx t

f x t t p
dt

 ; 

    ь  ь 

0

( ) (0) ( , , ( ), )

t

x t x f t x p d     ; 

   ь   ь   
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 0 1

0

( , , )

( ), ( ), ( ), , , ( ), , ( ), , 0.
D t x p

f x t x t x t t p f x s s x t t p ds
 

  
 


 

З    p    

    ь   

 ’ : 

2

0

( )
( ( ), , )

T
dx t

f x t t p dt
dt

 ,  

2

0

( )
( , ( ), , )

T
dx t

f x t t p dt
dt , 

2

0 0

( ) (0) ( , , ( ), ) )

T t

x t x f t x p d dt     , 

 
2

0 1

0

0 ( , , )

( ( ), ( ), ( ), , , ( ), , ( ), , )

T

D t x p

f x t x t x t t p f x s s x t t p ds dt 

 
      

2

0

( , ) ( )

T

x t p x t dt ,  
[0; ]

max ( , ) ( )
t T

x t p x t


  

     є є  ( )x t , [0; ]t T  

 є є  ( , )x t p ,       
 p . 
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 1  

А М  П  І Е Ь І П МІЗА І  В 
А А К Е ІА Ь  А ІЄ А І  ЕМА  

1.1.  П я я ь ( )  я 

1.  К ь     ь  

 ь ( ) є є ,  є ь  ь  
.  є ь ь  ь  

     .  ь  ь  ь 
,  ь   ь  ,  ь   

 ь  ( , , ь , ,  . .). 
 ,  р тт  рі ь ( ) –     

ь ,  ь   є ь    
ь  (   ь ).   ь  

,  є   ь     
 . К    є ь  р т ріє  

р а . ,    ь є  
  ь     ,  

  є ь  . ь      
є ь     ь , ь  є  

,   ь      
,   ь  ь      
 .   X    ь ,   

  x .   X    ( )f x ,  є 
,   ь  1x  є ь  2x ,  

1 2( ) ( )f x f x   .   ь: р т ріє , р т ріє  
о ті, ільо ою ією, ією р а , ією ор о ті. 

,  ь , ,    є   
 ь  x ,    ь  *x ,  є 
ь    

* arg max ( ).
x X

x f x


      (1.1) 

,  є ,  ь   є  є 
   .  є  

ь    ,   ь  ,   
ь   . ,    

    ,  : 
1) :  ь , ь, ь,  

 -  , ь ь ,    . .; 
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2) :   ,   
, ь; 

3) : ь ,  ; 
4) :   , ь    

. . 
 ,   ь  є ь  m  : 

( ), 1,
i

f x i m .   ь   ,    
 ( )

i
f x  ь       ( є ),  
ь       ь . ь  

        . 

2.   ь  

 ,       ь  
ор алі о а о о льт р т рію ( ), 1,

i
f x i m  ,   

 ,   є   .  
ь     : 

)    : 

( ) ( ) / ( ( ))i i if x f x f x  , 

 )(  –  ; 
)   є  : 

( ) ( ) / ( )i if x f x i  , 

 ( )i –   ; 
)   ( є ): 

( ) ( )
i i

f x f x     ( ) 1/ ( )
i i

f x f x  ; 

) : 

min

max min

( ) ( )
( )

( ) ( )

i
i

f x f x
f x

f x f x

 


, 

 min max
1, 1,

( ) min ( ), ( ) max ( );
i i

i m i m
f x f x f x f x

 
   

) : 

( ) ( ) / max ( )
i i i

x X
f x f x f x


  ; 

) : 

1

( ) ( ) / ( )
m

i i i

i

f x f x f x


   . 

,    X  є ь  x ,  є 
ь     m  : 

( ) ( ), 1,
i i

f x f x i m  ,    x X .      (1.2) 
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  ь  x  є ь       
   є.     . 
ь  є ,  ь    ь  

 ь .     ’  
ь  . 

3.   

 ь    ь  
є ь   р р т рію,    

  

 0 0 1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) .
m

f x f f x f x f x        (1.3) 

  ’ є ь    : 

 0* arg max ( )
x X

x f x


   0  * arР ЦТn ( )
x X

x f x


 . 

   : 
)  

0

1

( ) ( ) ( );
m

i

i

f x i f x


  

)  

0
[1; ]

( ) max[ ( ) ( ) ( )];
i

i m
f x i f x i 


   

)  

0
[1; ]

( ) min[ ( ) ( ) ( )];
i

i m
f x i f x i 


   

) ь  

0

1

( ) ( ) ( );
m

i

i

f x i f x


  

) К  –  

( )

0

1

( ) [ ( ) ( )] ,
m

i

i

i

f x i f x




  

 )(i , )(i ,  mi ,1  –   ь   , 1,i i m . 

   ’    : 
  ґ      ; 
 є     –  )(i , 

( ), 1, ;i i m   

   ,  є , ь   
ь ’   ь  . 
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4.  М     

    ь    
    ’   ь  

.    є    ,   
   ,   ь (о о ) оло  

р т рі  
0
( )if x ,    ь о ат о .  

 ь  ,    ь   
  . ’   ь   
ь  ’     : 

0
* arg max ( )

i
x X

x f x


            (1.4) 

 : 
0 0( ) , 1,2,..., 1, 1,...,

i i
f x c i i i m    .        (1.5) 

 ь     (1.5)    
ь     ,     ( , 

   ь ь ,  ь 
      ь)   ь  

    

0
* arg max ( )

i
x X

x f x


          (1.6) 

 : 
0 0( ) , 1,2,..., 1, 1,...,

i i
f x c i i i m    .        (1.7) 

5.  М    

   (1.4–1.5)  (1.6–1.7)     
  є ь .   о лі о  

о т о  (  ь  )    ’ є ь . 
є ь ,       ,  

 1( )f x –   ,  ( )
m

f x    .  
  ’ є ь     1( )f x  

*

1 1arg max ( ).
x X

x f x


  

 max *

1 1 1( )f f x .   ь    
є ь   01   (  ,   є ь  

  max

1f  ь   ,    
  ь   , ь   

    2 ( )f x )  ’ є ь   
 

*

2 2arg max ( )
x X

x f x
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 : 
max

1 1 1( ) .f x f   

є ь  max *

2 2 2( )f f x    02  . 

 k -   ’ є ь   
* arg max ( )
k k

x X
x f x


  

 : 
max

1 1 1( ) ,f x f   

max

2 2 2( ) ,f x f   

… 
max

1 1 1( ) .k k kf x f     

  *

mx  ь ,   ь  ’   
ь  ,  ь   , 

 ( ь ) 1   . . 

6. П  ь    я  

  ь   ь     
  ь       

(   ),   є  ,   ь ,  
ь є  ,   ,   ь   
 X   є   ь ,  ь   

  ь . 
   , 1,

i
f i m  ь  ,    

   ь.  , 1,
i

f i m  ь рі  о , 

    *x   m -    іллю (  
  ь  ). ь    ь   
    X ,  ь      

,     X  (    ь). 
  є    ь  

, 0,1,...k
x k  ,       *.x   ь  ь  

  ь   ь  x    *x ,   
  1 2( ) ( ), ( ),..., ( )

m
f x f x f x f x   1 2( , ,..., )mf f f f . 

ь    : 

1)  
1/

1

( ) ( ), ( ) ,

k
m

k

k k i i i

i

d x d f x f w f x f


 
    

    k , 

, 1,
i

w i m  –  є ; 
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2)      1
1,

1

( ) ( ), min ( ) ( ) ,
m

i i i m i i i
i m

i

d x d f x f f x f f x f   

      

 ь    ’є ь  
( ) , 1, ;

i i
f x f i m   , 1,

i
i m   – є ,  ь   

    ь  ь ; 
є  1m  є   ,   –  

ь ь   ь-       ь ь 
   ь  ь. 

 ,    ь  є  

  : 

( ) , 1,
i i

f x f i m  , 

  є  : 

( ) , 1,
i i

f x f i m m    , 

  ь ь   : 

( ) , 1, ,
i i

f x f i m m    

       : 

     1
[1; ]

1

( ) ( ), min ( ), ( ), ,
m

i i i m i i
i m

i

d x d f x f F f x f F f x f 


     

 

 

 
 

 

( ) ,   1 ,

( ) , 1 ,
( ),

min ( ) , ( ) ,

1 .

i i i

i i i

i i

i i i i i

f x f i m

f f x m i m
F f x f

f x f f f x

m i m







   

      
  


   

 

7. М    

   ( ), 1,
i

f x i m  є ь  ь   
     ь  X : 

max max ( )
i i

x X
f f x


 ; 

min min ( ), 1, .
i i

x X
f f x i m


   

 ь   ( , )  
( ), 1,

i
w x i m : 

max

max min

( )
( ) , 1,i i

i

i i

f f x
w x i m

f f


 


. 

 k -       ь   
 : 
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miffh ii

k

i ,1],,[ maxmin   

    ь  : 
max

max min
, 1,

k
k i i
i

i i

f h
w i m

f f


 


. 

 ь  є   : 

1,

1 1,

, 1,

m
k

j

j j ik

i mm
k

l

j l l j

w

i m

w

  

  

 


 
. 

 ь  k
x  ь   ’  

ь   

[1, ]
arg max min ( )k k

i i
i mx X

x w x


 . 

   k
x  є ь     

 1 2( ), ( ),..., ( )k k k

mf x f x f x . 

   ь  ь є ,  є 
,  k

x    ь ;  є ь    
( 1)k  -  ,     ь     

 mih
k

i ,1,1    . . 

8.  П я я ь    

 ,    ( , )x y ,    
   X  Y ,  X  –  ь ,  Y  – 

 ь   ( ь).  ( ) ( , )x y  

є ь ь  x X     
ь   Yy . є ,   ( , )x y  

   є   є  ь 
 x  (  , , ь  ь  ), 

   ь є   ь  x ,   
     “ ь ”   Yy . 

 ь   ,   Y  

є ь     0
y , }{ 0

yY   (    
ь л то а ),    ь  –  
     *x X ,   

 0( *, )x y  є ь   . 
 ь   ,   ,  
 ь    ь    
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   ь  .    
 ь     ь : 

ара то а і ( )x   р і ( )S x . 

  ( )x   ь  є   
  ь   

( ) min ( , )
y Y

x x y


  .           (1.8) 

  ,   ( , )x y     
є  ( є, , , , , 

),     є     
ь    є  

( ) max ( , )
y Y

x x y


  .           (1.9) 

ь   ь  *x   , 
’    

( *) max ( ) max min ( , )
y Yx X x X

x x x y
 

     

  (1.8),  ’    

( *) min ( ) min max ( , )
x X x X y Y

x x x y
  

     

  (1.9). 

  ь    ( )S x  ь 
   ( , )x y     

ь   y , Yy .  ,   
ь   Y  є ь     

},1,{ miyY
i  .    (1.10) 

   є ь  : 

1

( ) ( , ),
m

i

i

i

S x x y


     (1.11) 

 mii ,1,   –  є  (    ь   
: 

mii ,1,0  ;  1
1




m

i

i ). 

  ь    (    
(1.10) m ),   є  ,...2,1, ii  ь   

,   (1.11) . 
  ,   ь   

Y  є    (   ).   
  ( )S x  є ь   : 

( ) ( ) ( , )
Y

S x y x y dy   ,                (1.12) 
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   )(y  ь є : 
( ) 0, ; ( ) 1

Y

y y Y y dy    . 

т аль ою  р ьо  є ь  ь  ˆ *x ,  
ь є  

ˆ( *) max ( )
x X

S x S x


 . 

 ,  ь  ь   ь  
ь  ,  ь   є  

   . К   є  
 ( , )x y ,     ь  x  ь 

  

( , ) ( )yE x y S x  . 

 ь  ( )S x  є ь : 
  (1.11)  ,  ь   

 y  є  i
y    i ; 

  (1.12),  ь   y  є  
  ь   )(y    Y . 

9.  П    ь   

9.1.  За ача ро т а  о т аль о о ро ра о о о л . 
    ( К)   

 ь  :  ь К, ь  ь 
  ,  ’є   ’ ,  

  К,    ’     
 ’    . . є ь ,  К 

     naaaa ,...,, 21 .  є  
є ь , , ’     

 ь,     ь  
ь,     ,  

,    . . 
К    i

a a     ь-   

    1 2, ,..., ,
ii i i ik

P p p p  ni ,1 . К   ijp  

є ь   ,  ь    К. 
  є    

 
1 21 2, ,..., ,

nj j nj
P p p p   ,iij Pp

i
  ni ,1 . 

      
nnjjj pppP ,...,,

21 21  

ь     1 2( ) ( ), ( ),..., ( )
m

P P P P    . 
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 m
RP :  є ,      n  

 є      К.  , 

  ь    є 

ь   . 
9.2. Трьо рі а а ача р а  ч  а то ат о а  

ро т о . 
   ( ) є  ,  

є ь   : 
-    ( , , ); 

-  ; 
-  . 
К       ’    

є    ( К ).    
є ь  ,   ь    

,   ,   
,     , 

   . . ь   К  є 
ь    ( .1.1). 

 
. 1.1.   ь     

 ь ’ є  -   
 є  : ь    

ь   , ь    ; 

є  ,     ; є 
    . 

ь   

  
 

    …. 

 , 
, 

 

 
 

 
  

 ь 

 ь 

 ь 
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 ь є ь    
 ( ); є       

  ь   ; є     
. 

     ь є 
є   .  

     є ’   
ь   ь  ,    

,  ,    . .  

1.2. я    є   

т а   ієрар іч ою тр т рою ь ь 
,  ь  ь    

     ь,  ь   
 ь   ь     .  

ь ь  ь-   (  ь )   
ь ,     .    
  ,         

ь     .    
є  ,    ь   є  ь  

ь  .  ь      
ь  ь    ,       

   .  
   ь тро ,   

  ь л та .     
     ,  . ,  

 є є  , ь  є   . 
Іє       є  ь 

 ,  ь       
.     є  ь  ь , 

  ь  ’ . 
 є        ь 

   ’є       
,   є     ь  
 ,     ь   

є    ь,  ,  
ь  , ь  ,    

     . 
  ь  є х   

.   0Q      

mQQQ ,...,, 21 ,     і т а .  0Q  
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є    1,..., m
u u u   є    

 mQQQ ,...,, 21 ,     ь    
     mm

uvuvuv ,...,, 2211      ь  
     mm

uVuVuV ,...,, 2211 ,  ь     0Q . 

  U    ь  0Q . К  

Uu    о т ,   ь-  1,i m   
   i

i
V u , mi ,1   є . 

1.  ь   

  ь-  u U     ,i

i uV  mi ,1  ь   
є  ь,   ь    є  є  

      є .  
  vu,0  –  ь   0Q  (  

 m
uuuu ,...,, 21 ,  m

vvvv ,...,, 21 ),   ii

i vu , , mi ,1  –  
ь   mQQQ ,...,, 21 .      

, ь    .  ,   
   ,i

i uV mi ,1  ь    ,  
    i

i

i

i uvuV  ,  є є     

     0 0*, * max ,
u U

u v u u v u 


    (1.13) 

(        1 1* ** , , m m
v u v u v u  ), 

    ь : 
  ,, *11*1

1 uvu   ,...,, *22*2

2 uvu   **, mmm

m uvu . 

,  ь   ,  ь  
 *u  (    ),  є  

    . 

2.  З ь   

 ,    0Q    
Uu  є  є    ,    

  ,i

i uV  mi ,1  є ь  ь     . 
   i

i uG  ь   i -    
 Uu    : 

         | , , , , 1, .i i i i i i i i i

i i i i i
G u v V u u v u v v V u i m        
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   i

i uG , mi ,1   є ,   0Q , 

   (   Uu ), ь   
 .       

 mQQQ ,...,, 21    u   0Q ,    
     є  . 

2.1. р  ара то а о о р льтат . 

 ,   ь   Uu   0Q , 

 mQQQ ,...,, 21  ь  i
v , mi ,1 ,  

ь ь ь: 

   0 0, ,u v u v    i i

iv G u  ,  mi ,1 ,       (1.14) 

  mQQQ ,...,, 21  ь     0Q . 

       u U ,  ь є 
 : 

 
 

 
 

 0 0 0, min , min ,
v G uv G u

u v u v u v  


     ,Uu       (1.15) 

    
1

.
m

i

i

i

G u G u


  

  0Q  u U    (1.14)–(1.15) ь 
р о  ара то а о о р льтат . 

2.2. р тт  рі ь  о а  о ро чл о ті.  
 ,   ь  , 

 mQQQ ,...,, 21   ь   Uu  ь 

  ь    ˆ ,i
v u mi ,1 ,  

  
 

 0 0
ˆ, max , .

v G u
u v u u v 


                 (1.16) 

  ,   0Q    є  û  

  

     
 

 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ, max , max max ,

u U u U v G u
u v u u v u u v  

  
  .      (1.17) 

ь ,  ь-  Uu  є ь  ь 

 
 

 
 vuvu

uGvuGv
,min,max 00 


 , 

 є ь     ь: 

 
 

 
 ,,minmax,maxmax 00 vuvu

uGvUuuGvUu



  

 є,     ,  є ь  
 ,     ь . 
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3. П  є   я 

3.1. р ла  1.  (За ача ро о іл  р р і ). 

  0Q  є  ’є    
   mQQQ ,...,, 21 ,  ь  

       . 
  є  i -      l  

ь,     i

l

iii
uuuu ,...,, 21 ,   

є   m    
 m

uuuu ,...,, 21 , 

 ь ь : 

,0i
u  mi ,1 ,  bu

m

i

i 
1

, 

 b –  ь   ’є   . К   
 iQ ,    0Q , є   i

n

iii
vvvv ,...,, 21 , 

 ь є : 
,ii

i

i
guAv   ,0i

v  ,0i
g .0iA   (1.18) 

 i
v  є ь      iQ   n   

 ; iA  –  ( )  
 iQ ; i

g  –     iQ . К  
 0Q    :  

        



m

i

iiimmm
uvauvuvuuvu

1

111

00 ,,,...,,,...,,   

   m
uuuu ,...,, 21  –   0Q ;  ii

uv  –   

 iQ ,  ь є  (1.18);   0,...,1  i

n

ii
aaa  – 

   0Q   ,  є ь   

iQ ;  iii
uva ,  –    i

a    ii
uv .  

К  i -    iQ   : 

     ,,, iiiiii

i uvcuvu    mi ,1 , 

   0,...,, 21  i

n

iii
cccc  –    iQ   є  

. І    i -   ь    
. 

є ь     .   * ,i i
v u  

mi ,1  – ’     (  
є ь   i

u ): 
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,,maxarg*

ii

uGv

ii
vcuv

i
i

i
    (1.19) 

    | 0, , 0, 0 ,i i i i i i i i

i iG u v v v A u g u g         m
uuuu *

2

*

1

** ,...,,  – 

’  : 

 * *

1

arg max , ,
m

i i i

u U
i

u a v u
 

     (1.20) 

 
1

0,
m

i i

i

U u u u b


 
   
 

 . 

     : 
     0 * * 0, * , * , ,u v u u v u u U          (1.21) 

      * * * * *, , , ,i i i i i i i i

i i
u v u u v v V u    mi ,1 .    (1.22) 

 (1.21), (1.22) ь  ,    0Q ,  

 iQ , mi ,1        

    1 1 1

* * * * * *,..., , ,..., .m m m
u u v u v u  

     є ь  рі о а ою а . 

    є ь     
ь     є   . 

3.2. р ла  2.  (За ача ор а  і л  і ). 

ь      є ь   
є : 

    ,,...,
1

1 



m

i

iim
vavvqvq   ,0 ii

bv   mi ,1 , 

 i
a , mi ,1  –  є ; i

v , mi ,1  – ’є    
 i -  є . ь  ’є     

 i -  є       є ь  
є :  

    ,i i i i

ih v c b v    0ic ,  mi ,1 . 

 ь ь   є  maxq ,   

є  ь   ,0i
s  mi ,1 . К  є  

є ь    : 

 
 

 

max

11

max

1

, ,
, , ,...,

, .

m
i i i i i

ii i m

i m
i i i i i i

i

c b v a v q

b s v v

c b v s a v q

 



   
   





  (1.23) 

    ь   
ь   ь   
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є       ,   
  .,...,,,..., 11 mm

ssbb  є ь    
  

 
max

11

0

max

1

1, ,
,...,

0,

m
i i

im

m
i i

i

a v q

v v

a v q

 



  
 





     (1.24) 

   1 1,..., , ,..., .m m
b b s s   ’є   

 m
vvv ,...,1  ,  є ь  ь  





m

i

ii
Qva

1

.     (1.25) 

  (1.23), (1.24) є: 
   ,,...,,, 1 iiimii

i vbcvvsb   mi ,1 ,   1

0 ,..., 1.m
v v     (1.26) 

    ii
sb ,    є   

  mii

i vvsb ,...,,, 1    i
v .  ь  є   

 mii
vvvv ,...,,,..., 111     ii

bv  .  є : 
  ,,...,,,,...,,, 111 imiiiii

i svvbvvsb   mi ,1 . 

І   (1.23),  (1.25), (1.26)   ,i i i
v v b   

0,i i
v v   , ь  : 

 
 

___
1 1 1

1 1 1

1 1 1

~
1 1 1

, , ,..., , , ,...,

, , ,..., , , ,..., ,

, , ,..., , , ,...,

, , ,..., , , ,..., .

i i i i i m

i

i i i i i m

i

i i i i i m

i

i i i i i m

i

b s v v v v v

b s v v b v v

b s v v v v v

b s v v v v v









 

 

 

 

 
 

 





 
  

 

 

,  ,    m
vv ,...,1       

 , ь ,    

  , 1, .i i i i
c b v s i m    

’       є ь-  
  1 1 1,..., , ,..., , ,...,m m m

b b s s v v ,  ь є : 





m

i

ii
qva

1

max ,  

  iiii
svbc  ,  ,0i

b  ,0i
s  mi ,1 . 
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    є   ь  ’  
 ( є ),      (  ). 

3.3. р ла  3.  (За ача ра лі  о о іч ою т ою а 
о о о ою тра і  і о лат ( ао оч ь)).  

є ,  i -  ( 1, )i m  є  є  i
v , 

 є ь   є  К – : 
1

, [0,1], 1,i ik ki

i i i i
v x L k i m     ,          (1.27) 

 ix  – ’є   , iL  – ь ь  , ,
i i

k    
 i -  є .     

є ь ,  1 , 1, .
2i

k i m   ь   ( ) i -  

є     : 
1 1

2 2( ) ( ), 1, ,i

i i i i i i i i i
L c x L L s v i m                     (1.28) 

  ic  –   i -  є  , i  –    
 i -  є , ( )i

is v  –   (  ),  
є ь   i -  є  (  i -  є  ь 

)    ’є   .   
 , 1,

i
x i m  ,  (1.28)   : 

1
2( ) ( ), 1, ,i

i i i i i i i
L L L s v i m                 (1.29) 

 
1

2
i i i i

c x  . 

є ,  , ь  . 
 ,  є ,  ,  

  ,    ( )i

is v .   
   (1.29)   i      

є   : 
1

2
( ) 1

0, 1, .
2

i

i i i
i i i i

i i

L ds dv
L i m

L dv dL

  
     


       (1.30) 

  (1.30)    *

iL ,   є ь  
  ( )i iL . ,  *

iL  ь    
 ( ) ( )i

is v ,  *

iL  є   ( )i

is v : * *[ ( )]i

i i iL L s v . 

    (1.27) ь  ’є   i -  
є       ( ) : [ ( )].i i i i

i is v v v s v
   

  є      ( ) ( )i

is v , 

1,i m ,  ь    1( , , ).m
v v     

 ь   є     
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1* 2* *

1 2( [ ], [ ],..., [ ]).m

mv s v s v s      (1.31) 

  ь  ’   (1.31) є 
    .   ’  
 ь   . 

  ˆ , 1,i
v i m  ’є   є ,   

  1( ,..., )m
v v   є ь  ,   

  є    : 
1

2 2ˆ( ) ( ) , 1,i i i

i i i i i i i i
s v v v c x L L i m       ,  (1.32) 

 , 1,
i

i m    ь  ’є  . І  ь (1.28)  (1.32) 

є    i -  є : 
2ˆ( ) ( ) , 0, 1, .i i i

i i i
v v v i m       

 є,  ь   i -  є  є  
 ˆ , 1,i i
v v i m  ,       (1.32) 

   є  ь. 
 ь        ь, 
 , 1,

i
s G i m  ,  G  –  ;    

 ь     , 1,
i

s i m ,  

1

1[ ,..., , ,..., ].m

mv v s s   

ь    є  ,   
  ( )i

is v , 1,i m ,  ь    

, 1,i
v i m .  ь     ’   

.   є ь      ,  
 –   ’  є      
ь    . 

  : є ,    
є ь      є .  є  x , 

є  – y ,   : 

( , )
( , ) max,

x y
x y        (1.33)  

( , )
( , ) max.

x y
x y       (1.34) 

 є  ( )x y   є   є . 
є ь ,  є   ь     

є y   ’     
 ( ), max.

y
y y          (1.35) 
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 ь  ’  є   є ь  -

  [ ( )]y Y   . ,    
 ( )    ’   

[ ( )]( )

sup inf ( ( ), ).
y Y

y y


 
 

         (1.36) 

  ,   ь-    ( )   ’  
 (1.35) є ,  ь (1.36)     

( )  ,  є: 

( )

sup ( ( ), )y y


 


, 

 y  – ’  (є )  (1.35)    ( )  . 

І. П  х   ’  є   є   
 ( )y . , ,     : 

2( )y ay by   ,                     (1.37) 

 ,a b  –  . 
  (1.37),  (1.35)   

   

( , , ) max
y

a b y  . 

 ’  ь     ь  
 a   b  є ,  y       a   b  

( , )y y a b , 

  (1.34) є ь   ь    
. 

ІІ.    х . є    
  

( , ) min
x

x y  .            (1.38) 

’  x  є   ь  : ( )y x x y
 .  є  

   

( *( ), ) max
y

x y y  .     (1.39) 

ь     (1.39)   * , 

 * max ( *( ), )
y

x y y  .  

 є      : 

( , )
( , ) max

x y
x y                 (1.40)  

  

( , )x y  .              (1.41) 

 ’   (1.40), (1.41)  0 0( , )x y .   
 є  ь  є      ( )x y : 
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0 0

0

,   ,
( )

*( ),   ,
x y y

x y
x y y y

 
 


    (1.42) 

 0 0
x x   0 0

y y ,   0 0( , ) *x y  ;   0 0( , ) *x y  ,  
0 0( , )x y  ,  0 0( , ) *x y     0 0( , )x y    -  (  є ь  

) ь ’   (1.40). ,    
 (1.38), (1.39), (1.40) ’ ,    ( )x y  є ь  

,  (1.42).  

 (1.38), (1.39), (1.40) ь   . 
  (1.38)       

   є ,  ь   ь   . 
ь     ь      ь ь  ,  
 (1.38)  є ь . ,   є 

,     ь ,   –  ь  
  . . 

 (1.39) –    є  є   
    ь  ,   *  –  

ь  є . 
 (1.40) –    ь      

     (1.41). ’   00 , yx  

є ь    : є    
ь –  є ь  .   

  ь   ь . 
 . 1.2    (1.42).  ( )x y  є 

. 

       
. 1.2.    . 1.3. 

 (    0
y )  є  є   *x y   

’   (1.38),  є    
є  – ь  .     

   ,  ь (1.42) ь  
 є  ( )x y  ( . 1.3). 

є     ’    
   .   

( )x y  

y

0
x

0
y

*( )x y  

 

( )x y  

y

0
x

0
y 
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21

ii Lz  , mi ,1 ,   (1.29) i -  є   
 (1.27),     : 

   2 max
i i i i i i i i

z z z s z              (1.43) 

  ,0iz    .0ii zs  ’      
(  ).    ii zs    

: 
  2

21 iiiiii zczczs  ,           (1.44) 

 1ic   2ic  –  .    i   , 
 ’   (1.43): 

   1 22( )
i i i i i

z c c    .         (1.45) 

ь        

   
1 1

m m

i i i i

i i

z d z s z
 

    

    (1.44): 

   2

1 2

1 1 1

m m m

i i i i i i i

i i i

z d z c z c z 
  

      ,     (1.46) 

   2

1 2 .
i i i i i i

d c z c z     

    ь iz     
(1.45): 

  
 

 
 

2

1 1 2 1

2

2 2

.
2 4

i i i i i i i

i

i i i i

d c c c c

c c

 


 

  
 

 
 

  i    ( ) 1ic , 2ic  є  
  . 

    . ь    ,0ii zs   
 є    є     0ii zs ,   i -  

є   : 

  2 max.
i i i i i i

z z z      

ь   є   є ь     
 2

i i i
z     є  

2 2
*

2
.

2 4 4

i i i
i i i

i i i

    
  

    

ь    (1.40), (1.41)   mi ,1   
: 

  max
i

i i i i i
z

d z s z     
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     2 4
i i i i

z   . 

 є : 
0, 2 .

i i i i
s z     

 

З я   я     1. 
 

1.    є ь ь     
ь ? 

2. ь ь        
ь . 

3. Щ   ? 

4. ь   . 
5.   є  ,  ’    

? 

6.   є ь    ? 

7. ь     . 

8. ь    ь   ь  x   
ь   ( ) *x . 

9. ь         
 . 

10. ь     ь   
   ь :  ( )x   

 ( )S x . 

11.   ь   є   
. 

12.     є  . 
13.   u U   ь ? 

14.    є  є ь    ь  
? 

15. ь ,  ь   
ь    . 

16. ь ,   ь    
    ь   . 
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 2  

МЕ  В МІ  П МІЗА І  

2.1.  М  Ф  

З  0 .  З   
0 0

0
[ ; ]

arg min
x a b

f x


    11

0 : RRf    

  0 0[ ; ]a b . 

П щ  0. 0f  ,    0 0[ ; ]a b    
ь   *x  є    0f    

0 0[ ; ]a b  ( 0f   ь  ). 

  є ь     0f ,  
ь ь  0  ь  ь  
 0f     ь *x . 

1.   

Ал ор т  1 

.  І.   0  – ь   
  0f    0 0[ ; ]a b ;  121  FF . 

ІІ.  1j . 

ІІІ.   jjj FFF   12 . 

IV.  2001 )(
1

  jj FabF


,   jm       

V;   1 jj      ІІІ. 
V.  : 

 1 0 0 0 1 0 0 1

2

; .m

m

F
y a b a z a b y

F 

       

VI.     1010 zfyf  ,   01 aa  , 11 zb       

VII;    11 ya  , 01 bb       VII. 

VII.  1k . 

  .  VIII.     kk zfyf 00  ,   
 kkkk ybay 1 ,    10 kyf       IX; 

   kk zy 1 ,    kk zfyf 010       X. 

IX.  kk yz 1 ;    kk yfzf 010       XI. 

X.   kkkk zbaz 1 ,    10 kzf   
   XІ. 
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XI.     1010   kk zfyf ,   kk aa 1 , 11   kk zb    
  XІІ;   11   kk ya , kk bb 1      XІІ. 

XII.  1mk ,   1 kk      VIIІ;  
  * / 2

m m
x a b     . 

Т ор а 1. щ  є ь  щ  0,   ь-  0  

 *,x     1, ь є ь 
* *x x   . 

З  1.   1 є ,     
 ky , kz  ь ь   ,   

ь ’   є    ь .  
       ь. 

2. М я  Ф  

Ал ор т  2 

.   І – IV  ,    1. 
V.  : 

   1
1 0 0 0 1 0 0 0

2 2

; .m m

m m

F F
y a b a z a b a

F F



 

       

VI.     1010 zfyf  ,   01 aa  , 11 zb       

VII;    11 ya  , 01 bb       VII. 

VII.  1k . 

 .  VIII.     kk zfyf 00  ,     

 00

2

1 ab
F

F
ay

m

km
kk 




 , 

   10 kyf      IX;   

kk zy 1 ,    kk zfyf 010       X. 

IX.  1k k
z y  ;    0 1 0k k

f z f y       XI. 

X.    00

2

1
1 ab

F

F
az

m

km
kk 




 ,   

 10 kzf      XІ. 
XI.     1010   kk zfyf ,   kk aa 1 , 11   kk zb    

  XІІ;   11   kk ya , kk bb 1      XІІ. 
XII.  1mk ,   1 kk      VIIІ;  

  * / 2
m m

x a b     . 
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 *x  ь є ь * *x x   ,  є ь  
 0. 

П  1.  З    3 2

0( ) 3 5 2f x x x x      
 [0,5;3]   0,1.   

’ . 

А  2 

I. є  0,1  ;  
1 2 1F F   . 

II–IV.   : 

3 4 5 6 7 8 92; 3; 5; 8; 13; 21; 34.F F F F F F F        

 7j   є ь      8 91 0,1 3 0,5 ,F F      8 21;F   

9 34F    ь   2,1<2,5<3,4. 
 77, 13

m
m F F        V . 

V. є  : 

 1

1

0,5 13 34 2,5 1,45588;

0,5 (21/ 34) 2,5 2,04412.

y

z

   

   
 

VI. є  0 1 0 1( ) 2,11554; ( ) 8,77560f y f z  . 

ь  0 1 0 1( ) ( )f y f z ,   1 0 1 1,a a b z      
 VII. 

VII.  1k  . 

1-  : 

VIII. є    
7 1

2 1

9

2,5 0,5 (8 / 34) 2,5 1,08824
F

y a
F

       , 

є  0 2( ) 1,03321f y       І . 
IБ.  2 1 1,45588,z y   0 2( ) 2,11554f z       І. 
XI. ь  0 2 0 2( ) ( )f y f z ,   2 1 0,5;a a   

2 2 1,45588b z       ІІ.  
БII. ь  1 6k   ,   1 1 2k         VIII. 

2-  : 
VIII. є    

   3 2 5 9 2,5 0,5 5 / 34 2,5 0,86765,y a F F        

є  0 3( ) 1,06311f y       І . 
IX.  3 2 1,08824,z y   0 3( ) 1,03321f z       І. 
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БI. ь  
0 3 0 3( ) ( )f y f z ,   3 3 0,86765;a y   

3 2 1,45588b b       ІІ . 
БII. ь  2 6k   ,   2 1 3k         VIII. 

3-  : 

VIII. ь  0 3 0 3( ) ( )f y f z ,   4 3 1,08824;y z   

0 4( ) 1,03321f y       . 
Б. є    

   4 3 7 3 1 9 2,5 0,86765 5 / 34 2,5 1,23530,z a F F         

є  0 4( ) 1,26055f z       І. 
БI. ь  0 4 0 4( ) ( )f y f z ,   4 3 0,86765;a a   

4 4 1,23530b z       II. 
БII. ь  3 6k   ,   3 1 4k         

VIII. 

4-  : 

VIII. ь  0 4 0 4( ) ( ),f y f z   є   

5 4 7 4 9( ) 2,5 0,86765 (2 / 34) 2,5 1,01471,y a F F        

є  0 5( ) 1,00088f y       І . 
IБ.  5 4 1,08824,z y   0 5( ) 1,03321f z       І. 
БI. ь  0 5 0 5( ) ( )f y f z ,   5 4 0,86765;a a   

5 5 1,08824b z       ІІ. 
БII. ь  4 6k   ,   4 1 5k         VIII. 

5-  : 

VIII. ь  0 5 0 5( ) ( ),f y f z   є    

6 5 7 5 9( ) 2,5 0,86765 (1/ 34) 2,5 0,94118,y a F F        

є  0 6( ) 1,01323f y       І . 
IБ.  6 5 1,01471,z y   0 6( ) 1,00088f z       І. 
БI. ь  0 6 0 6( ) ( )f y f z ,   6 6 0,94118;a y   

6 5 1,08824b b       ІІ. 
БII. ь  5 6k   ,   5 1 6k         VIII. 

6-  : 

VIII. ь  0 6 0 6( ) ( )f y f z ,   7 6 1,01471;y z   

0 7( ) 1,00088f y       . 
Б. є    
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7 6 1
7 6

9

2,5 0,94118 (1/ 34) 2,5 1,01471,
F

z a
F

         

є  0 7( ) 1,00088f z       І. 
БI. ь  0 7 0 7( ) ( )f y f z ,   7 6 0,94118;a a   

7 7 1,01471b z       II. 
БII. ь  6k  ,   

*

7 7( ) / 2 (0,94118 1,01471) / 2 0,978x a b      

 є  . 
 ,    0f    [0,5;3] 

є ь    * 1x  . ,     ь 
   ’  * 0,978x     

1 0,978 0,022      ,    ь  0f   
 1 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , .y z y y z y y z   

2.2. М    

З  1 .  З  
0 0

0
[ ; ]

arg min ( )
x a b

f x


    11

0 : RRf    

  0 0[ ; ]a b . 

П щ  1.  0f  ,    0 0[ ; ]a b    
ь   *x  є      

0 0[ ; ]a b . 

А  1 

.  I.   2/)53(    ( 0,381966  ). 

II.  : 
1 0 0 0 1 0 0 1( );y a b a z a b y       

   0 1 0 1( ), ( )f y f z . 

III.  )()( 1010 zfyf  ,   1 0 1 1,a a b z       
IV,   1 1 1 0,a y b b       IV. 

IV.  1.k   

 .  V.  )()( 00 kk zfyf  ,   

kkkk ybay 1 , )( 10 kyf      VI;   

kk zy 1 , 0 1 0( ) ( )
k k

f y f z       VII. 
VI. : 

kk yz 1 ,  0 1 0( ) ( )
k k

f z f y   

    VIII. 
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VII.  kkkk zbaz 1 , )( 10 kzf      VIII. 
VIII.  )()( 1010   kk zfyf ,   1 ,

k k
a a   

1 1k k
b z    

   IX;   1 1 1,
k k k k

a y b b         
 IX. 

IБ.  2/)( 11   kk

k
bax . 

Б.  1k k       V.  

Т ор а 1. щ  є ь  щ  1,  ь 

1{ } ,k

kx

     1, , щ : 

0 0lim ( ) ( *);k

k
f x f x


  lim * 0k

k
x x


  . 

З  1. Д   . .[ ; ]
k k

a b ,    
 ,  17% ь    .[ ; ]

k k
a b , 

   .     є 
 ,      ь    
ь. 

З  1'. І    ь  :  
 ь    ,    ь  

ь , ь  m  ь   . 
  .  n   1

n
F  є  0,618 , 

       . 
П  1.  З    0 ( )f x 3 23 5 2x x x      

 [0,5;3],  ь    . 

’ .  

А  1 

І.   (3 5)2 0,381966.     

ІІ. є  : 

1

1

0,5 0,381966 2,5 1,454915,

0,5 3 1,454915 2,045085

y

z

   
   

 

  0f    : 

0 1 0 1( ) 2,110221; ( ) 8,793144f y f z  . 

ІІІ. ь  0 1 0 1( ) ( )f y f z ,   1 0 0,5a a  , 

1 1 2,045085b z        ІV. 
ІV.  1k  . 

1-  : 

V. ь  0 1 0 1( ) ( )f y f z ,  є   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



122 

 

2 1 1 1 0,5 2,045085 1,454915 1,09017y a b y        

   0 2( ) 1,034722f y       VІ. 
VІ.  2 1 1,454915z y  , 0 2( ) 2,110221f z      
 VІІІ. 

VІІІ. ь  0 2 0 2( ) ( )f y f z ,   2 1 0,5,a a   

2 2 1,454915b z       І . 
І . є  

1

2 2( ) / 2 (0,5 1,454915) / 2 0,977.x a b      

.  1 1 2k         V. 

2-  : 

V. ь  0 2 0 2( ) ( )f y f z ,  є   

3 2 2 2 0,5 1,444915 1,09017 0,854745y a b y        

   0 3( ) 1,075202f y       VІ. 
VІ.  3 2 1,09017z y  , 0 3( ) 1,034722f z      
 VІІІ. 

VІІІ. ь  0 3 0 3( ) ( )f y f z ,   3 3 0,854745,a y   

3 2 1,454915b b      І . 
І . є  

2

3 3( ) / 2 (0,854745 1,454915) / 2 1,15483.x a b      

.  2 1 3k         V. 

3-  : 

V. ь  0 3 0 3( ) ( )f y f z ,   4 3 1,09017y z  , 

0 4( ) 1,034722f y       VІІ. 
VІІ. є  

4 3 3 3 0,854745 1,454915 1,09017 1,21949z a b z        

   0 4( ) 1,224426f z       VІІІ. 
VІІІ. ь  0 4 0 4( ) ( )f y f z ,   4 3 0,854745,a a   

4 4 1,21949b z       І . 
І . є  

3

4 4( ) / 2 (0,854745 1,21949) / 2 1,03712.x a b      

.  3 1 4k         V. 

4-  : 

V. ь  0 4 0 4( ) ( )f y f z ,  є    
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5 4 4 4 0,854745 1,21949 1,09017 0,984065y a b y        

   0 5( ) 1,001004f y       VІ. 
VІ.  5 4 1,09017z y  , 0 5( ) 1,034722f z      
 VІІІ. 

VІІІ. ь  
0 5 0 5( ) ( )f y f z ,   

5 4 0,854745,a a   

5 5 1,09017b z       І . 
І . є  

4

5 5( ) / 2 (0,854745 1,09017) / 2 0,97246.x a b      

.  4 1 5k         V. 

5-  : 

V. ь  0 5 0 5( ) ( )f y f z ,  є   

6 5 5 5 0,854745 1,09017 0,984065 0,96085y a b y        

   0 6( ) 1,00595f y       VІ. 
VІ.  6 5 0,984065z y  , 0 6( ) 1,001004f z      
 VІІІ. 

VІІІ. ь  0 6 0 6( ) ( )f y f z ,   6 6 0,96085,a y   

6 5 1,09017b b       І . 
І . є  

5

6 6( ) / 2 (0,96085 1,09017) / 2 1,02551.x a b      

.  5 1 6k         V. 

6-  : 

V. ь  0 6 0 6( ) ( )f y f z ,   7 6 0,984065,y z   

0 7( ) 1,001004f y       VІІ. 
VІІ. є  

7 6 6 6 0,96085 1,09017 0,984065 1,066955z a b z        

 є    0 7( ) 1,018832f z      
 . 

VІІІ. ь  0 7 0 7( ) ( )f y f z ,   7 6 0,96085,a a   

7 7 1,066955b z       І . 
І . є  

6

7 7( ) / 2 (0,96085 1,066955) / 2 1,0139.x a b      

. З є  . 
З  ь       
’  * 1,014,x   . . 1 1,014 0,014    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



124 

 

Д   [
7 7;a b ],     є 

. 7 7 1,01471 0,94118 0,07353b a      ,     

. . 1,066955 0,96085 0,10611    ,  є  44% ь    
 . 

2.3. М   ь  

З  0 .  З  
 

 
0 0

0
;

arg min
x a b

f x


    11

0 : RRf    

   0 0;a b . 

П щ  0.  0f      

 0 0;a b   ь є  

   0 0f x f y x y    ,  . 

1.  М  ь  

І   ь  є  ,    0f x  є ь  

   k
x   ь  1k

x ,     
є ь   ь. 

Ал ор т  1 

.  І.     0

0 0;x a b ;  
0k . 

 .  ІІ.   0

k
f x  –    

0f    k
x . 

ІІІ.   0 0k
f x  ,    (  ь    

k
x  є    0f ),     IV. 

IV.   0

k
f x  –    0f   k

x . 

V.     

   1

0 0 .k k k k
x x f x f x

     

VI.  1 kk      ІІ. 
Т ор а 1. щ  є ь  щ  0 ,  , 

   0 0 0 0( ) 0; ( )f a f b   i ii   х    0 0 0; 0;x a b f x    ( )iii   

х  0 0;x a b  ь  : 
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   0 00 1 1,f x f x 
     

 
 

 ь  0k

k
x ,    1, є ь   

  x   0f    ,  

.
2

1
xxxx

kk    

Т  

     
2

0 0 0
0,1,...

sup ,k k k

k

f f f   


    
 

 

 [ ; ]; [ ; ].k k k k
x x x     

П  1.   ь     
  

4 2

0 6 10f x x    

  [1;3],   . 

’ .        0f : 

3 2

0 0( ) 4 12 ; ( ) 12 12.f x x x f x x      

 

А  1 

I. є    0 2 [1;3]x   ,   0k  . 

1-  : 
II. є    

0 3

0( ) 4 2 12 2 32 24 8f x        . 

III. ь  0 (2) 0,f        IV. 
IV. є    

0 2

0( ) 12 2 12 48 12 36f x       . 

V. є    
1 0 0 0

0 0( ) / ( ) 2 8 / 36 1,777778x x f x f x      . 

VІ.  0 1 1k         ІІ. 

2-  : 
ІІ. є  

1 3

0( ) 4 1,777778 12 1,777778 1,141295f x      . 

ІІІ. ь 1

0 ( ) 0,f x       ІV. 
ІV. є  

1 2

0( ) 12 1,777778 12 25,925935f x     . 

V. є    
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2 1 1 1

0 0( ) / ( )

1,777778 1,141295 / 25,925935 1,733757.

x x f x f x   

  
 

VІ.  1 1 2k         ІІ. 

3-  : 

ІІ. є  
2 3

0( ) 4 1,733757 12 1,733757 0,041009f x      . 

ІІІ. ь  2

0 ( ) 0f x  ,     ІV. 
ІV. є  

2 2

0( ) 12 1,733757 12 24,070960f x     . 

V. є    
3 2 2 2

0 0( ) / ( )

1,733757 0,041009 / 24,070960 1,732053.

x x f x f x   

  
 

VІ.  2 1 3k         ІІ. 

4-  : 

ІІ. є  
3 3

0( ) 4 1,732053 12 1,732053 0,000053f x      . 

ІІІ. ь  3

0 ( ) 0f x  ,     ІV. 
ІV. є  

3 2

0( ) 12 1,732053 12 24,000091.f x      

V. є    
4 3 3 3

0 0( ) / ( )

1,732053 0,000053 / 24,000091 1,73205079.

x x f x f x   

  
 

VІ.  3 1 4k      є  . 

,    0f    [1;3] є ь    
* 3 1,732050808.x    

,  ь        
’  4 1,73205079x    810 .   

2.  М   

  є є   ь  (  1),   
ь    k

f x  є ь    
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



127 

 

Ал ор т  2 

.  І.  ь     0

0 0; ;x a b  

 0k . 

 .  ІІ.  0 ( )kf x  –    0f  

  k
x . 

ІІІ.   0 0k
f x  ,    (  ь    

k
x  є    0f ),     IV. 

IV.    

       1 1 1

0 0 0 .k k k k k k k
x x f x x x f x f x

         

V.  1 kk      II. 
Т ор а 2. щ  ь     1,  ь 

 0k

k
x ,    2, є ь     

x   0f    : 

 
1

1

0

0

2
lim

( )

k

k k

x x f x

f xx x













, 

   – ’   12  tt    618,1251  . 

2.4. М   

З  0 .  З  arg
 

 
0 0

0
;

min
x a b

f x


    11

0 : RRf   

    0 0;a b .  

1. В    

П щ  1. ( )i   0f     
  0 0;a b ; ( )ii   0f       0 0;a b ; ( )iii  

  000  af     .000  bf  

Ал ор т  1 

. I.   0  – ь   
;  0k . 

II.    00 af     00 bf    0f    0a   0b , 

. 

 .  III. З   kx  – ь  

   0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k k

f a f a x a f b f b x b      . 
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IV.  
0 ( )k

f x . 

V.  
0 ( ) 0k

f x  ,   * k
x x    ; 

    VI. 

VI.  
0 ( ) 0k

f x  ,   
1 1,k

k k ka x b b        

VIII;     VII. 

VII.  
0 ( ) 0k

f x  ,   k

kkk xbaa   11 ,      VIII. 

VIII.  εab kk   11 ,    1 1* / 2
k k

x a b      
;     IX. 

IX.  1 kk      III. 

Т ор а 1. щ  є ь  щ  1,    

 
0
,k

k
x




    1,  

 0 0

0 0
;

0

lim ( ) ( )min
k

k x a b

f x f x


 


 . 

щ ,  ,   *x  є ,  

0

*lim
k

k

x x





 . 

2. В    

П щ  2. ( )i   0f       0 0;a b ; 

( )ii    0000  af     .0000  bf  

Ал ор т  2 

.  I. З   0  – ь   
  0f ;  0k . 

II.    000  af     000  bf  

  0f    0a   0b , ,   
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f a x a f b x b      . 
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VI.  0k ,   1 1 1, γ , ,k

k k k k ka x b b       
1k k

     
   VII;   1 ,

k k
a a   1 ,

k k
    

1 1,k

k k kb x          VII. 
VII.  εab kk   11 ,    1 1* / 2

k k
x a b      

;     VIII. 

VIII.  1 kk      III. 

Т ор а 2. щ  є ь  щ  2,    
 0kkx ,    2,    1. 

2.5. М  ь   

З  0 .  З  
0 0

0
[ ; ]

arg min ( )
x a b

f x


    11
0 : RRf    

  0 0[ ; ]a b    1R . 

   ь    
  ь   0f    0 0[ ; ]a b . 

1. М  ь   

Ал ор т  1 

.  I .   ь   1 . 

II.  0
1

0
0 , bxax  . 

III.  1k . 

 .  IV.     k

i
ix 0   

   ь   ь    
0

k
i

i
x
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0 1

0 0

k
a x x x b     .  

V .  З  ь       

1 1

0 0
1
max | ( ( ) ( )) /( ) |i i i i

k
i k

f x f x x x  

 
   .  
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1 2
1 10 0

0 01

( ( ) ( ))
( ) ( ) 2( ( ) ( ))

( )

i i
i i i i

k i i

k

f x f x
i x x f x f x

x x
 




 




    


. 

IX.  ki  ,   1 ii      VIII;  
   X. 

X. З    ]:1[ kik  ,   є ь  
ь 

[1; ]
( ) max ( )

k
i k

i i 


 . 

XI.    
1 11

0 0( ) / 2 ( ( ) ( )) / 2k k k ki i i ik

kx x x f x f x       . 

XII.  1 kk      IV. 

Т ор а 1. Н х   )(0 xf  ь є  0 0[ ; ]a b   Л  

    

0 0 0 0| ( ) ( ) | | |, , [ ; ]f x f x x x x x a b          . 

Т : ( )i  щ   )(0 xf  є   0 0[ ; ]a b    
ь х ,  ь-    x   


0}{ k

kx ,   1, ь - ь ; ( )ii  щ  
    x  є    x̂   


0}{ k

kx ,  0 0
ˆ( ) ( )f x f x ; ( )iii  щ  x  –    


0}{ k

kx ,  0 0( ) ( ), 0, 1, ;k
f x f x k    ( )iv  – щ     

 1  ь  2k ,   х 
  

0}{ k
kx  є     

  0f    0 0[ ; ]a b . 

Т ор а 1'.  Н х      0  (  – 

ь   )    1 
 ь  )(10 ,,, kxxx  ,  )(k  –  

 k ,   є ь  ь 

( ) ( ) 1k ki i
x x    . 

Т : ( )i  – щ   )1)(( k -   є ь  ь: 

)1/()12()(   k , 

 
1

1min ; { , 1 ( )}
i i

i i
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i x x i k  
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  *x       , 
  щ є  ь  ; ( )ii  – щ  )1/(   , 

 
1

0 0 0
0 ( )

min{ ( ), ( )} min ( ),i i j

j k
f x f x f x i





 
  , 

  )(min 0
)(0

j

kj
xf


 ь    0f  є ь  

    ,    щ є   ; 

( )iii  –  ь-  0   є ь    є  
 , щ   )(10 ,,, kxxx   ь )(   -    0 0[ ; ]a b . 

З  1.  З       ь  
,   ь  2k ,  є ь  ь  

   1. ,   ,  ь    

є ( ь    ь     
)  ь  0f .  ,    
  ,       є  .  

,         
,     . 

2.   ь   

Ал ор т  2 

.  I .    1    2     . 

II – X.   II – X  ,    1,    k  

  VI ь       1 . 

XI.  
1 1

1 0 0( ) ( ( ) ( ))k k k ki i i i

kv x x f x f x      . 

XII.  1 1, ( )
k k

j i i   . 

XIII.  0k ,   1
k

        XIV;  
 kk  2      XIV. 

XIV.  1i . 

XV.  
1 2

1 10 0
0 01

( ( ) ( ))
( ) ( ) 2( ( ) ( ))
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i i
i i i i

k i i

k

f x f x
i x x f x f x
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XVII. З     ]:1[ kik  ,   
є ь  ь )(max)(

1
ii

ki
k 


 . 

XVIII.   
1 1

2 0 0( ) ( ( ) ( ))k k k ki i i i

kv x x f x f x         . 

XIX.  )(, 22 kk iij   . 

XX.  21 jj  ,   )/( 211  p      

XXI;   )22/)( 2121221   vvvvp     
 XXI. 

XXI.        1 
 2 ,  ь  pp 1   pp 12 . 

XXII.     ь  1,   
1,

k
j j        XXIII;   2,

k
j j      

   XXIII. 

XXIII.    
1 1 1

0 0( ) / 2 ( ( ) ( )) /(2 )k j j j j
x x x f x f x       . 

XXIV.  1 kk      IV. 

2.6. М    ь  ь 
ь   

З  1 .  З  arg
 0 0;

max
x a b

)(0 xf    11

0 : RRf    

  0 0[ ; ]a b .  

 1. З є   0    K  ,  
ь ь :  ь-  )(x   K  є     

    0 0[ ; ]a b ,   ,x x   є ( ) ( )x x   . 

   L  є    K ,  
  2/)( 00 ab  . 

П щ  1.  0f    0 0[ ; ]a b   ь  K . 
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)(0 xf ,  ь   K .     )(0 xf  
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0 0 0 0
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      d  ь    )(0 df ,  

  d ь  ,  ь       ],[   dd . 

 ,      ь  ь  
)(0 xf    K  ь          

  .L   ь   є ь      
 )1(, 00  iaia ,   ь   є    

0 0[ ; ( 1) ].a i a i     

,  ь  ,   )(0 xf ,  ь  
 L    [ ; ]d d   ,  ( 1)n    ь    

    0      . Д  
       0 0[ ; ]   ,  
ь     ь  d. 

Ал ор т  1 

.  I.   0  –     . 

II. З   0 0 0[ ; ],      ь  d   ь 
  . 

III.  ь   n,  ь є : 

1 0( ) ,
n n

F F       

 1,n n
F F  –   (  ,  0 1 1,F F   

1 2 , 2, 3, );
i i i

F F F i        000  . 

IV.   0,0 Gk Ø (  0G  –  ).  

 .  V.  k  –   [ ; ]k k   , 

 ь   ,   kk   . 

VI. З   k ,  ь    
k     ,  

  k ,  ь     
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  [ ; )k k    ь  ky ,    0f  

   ,   ( ; ]k k    ь 
,    0f     ,  

  0f ,   ( )
k k k k
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}{1 kkk xGG        VIII; 
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k k k k
x y     ,  
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k k k
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1)  ', xx   ,'xzx    z ; 
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4)  x    'xx ,  'x ; 

5)  [ ; ]x d d    ' [ ; ]x d d   ,   )'()( 00 xfxf     'xx  

є,  x ,   )'()( 00 xfxf     'xx  є,  'x . 
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 . 
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[ ; ]d d   ,   1  ( 1)n   х ь  
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2.7. М   ь  , я  
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0 0

0
[ ; ]
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0 0[ ; ]a b  є ь    m ( ь 
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j
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i
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II.  (0) 1/ , 1,
i

p m i m  . 

III.  *iQ  , 1,i m ,    – ь   . 
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 . 
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1 1
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11 1 ,          ;
k ki i j kp (k ) Q Q  j i
          (1.7) 
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 1 kk      VI. 
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  ;   1 kk      VII. 

 2 є   (1.7), (1.8),   
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 – ь  є ь    

ь  ,   ь    
. 

Ал ор т  1 

.  I.  ь    0 1.x R  

II.  0.k   
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Т ор а 1. Н х   
0f  є ь   ь є 
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III.  ,0 ,k kx a   
0 ( )

k
f a    0 ,0 0( ) ( ).k kf x f a  

IV.   

( ) / .
k k k

h b a N   

V.   

, 1 ,k j k j kx x h    

  0 , 1( ).k jf x   

VI.  0 , 1 0 ,( ) ( ),k j k jf x f x       VII;    
 VIII. 

VII.  0,j     1 1 ,1,k k k ka a b x        IX; 

  1 , 1 1 , 1,k k j k k ja x b x          IX. 

VIII.  1,j N     1j j       V;  
 1 , 1 1,k k N k ka x b b         IX. 

IX.  1 1 ,
k k
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1 1* ( ) / 2
k k

x a b      . 
X.  1k k       II. 
Т ор а 2. щ   щ  2,   ь  0   
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IV.  є    0 0 0( ) / 0,1h b a N   . 

V. є   0,1 0,0 0 4 0,1 4,1x x h       є  

0 0,1( ) 2,62f x   . 

VI.  ь  
0 0,1 0 0,0( ) ( )f x f x ,     VIII. 

VIII. ь  0 1 9j N    ,   0 1 1j        
  V. 

 V.  є   0,2 0,1 0 4,1 0,1 4,2x x h       є  

0 0,2( ) 4,28f x   . 

VI.   ь  
0 0,2 0 0,1( ) ( )f x f x ,     VIII. 

VIII.   ь  1 1 9j N    ,   1 1 2j       
  V. 

V. є   0,3 0,2 0 4,2 0,1 4,3x x h       є  

0 0,3( ) 5,98f x   . 

VI.   ь  
0 0,3 0 0,2( ) ( )f x f x ,      VIII. 

VIII. ь  2 1 9j N    ,   2 1 3j       
  V. 

V.  є   0,4 0,3 0 4,3 0,1 4,4x x h       є  

0 0,4( ) 7,72f x   . 

VI.  ь  
0 0,4 0 0,3( ) ( )f x f x ,      VIII. 

VIII.  ь  3 1 9j N    ,   3 1 4j       
  V. 

V.  є   0,5 0,4 0 4,4 0,1 4,5x x h       є  

0 0,5( ) 9,125f x   . 

VI.   ь  
0 0,5 0 0,4( ) ( )f x f x ,      VIII. 

VIII.  ь  4 1 9j N    ,   4 1 5j       
  V. 

V.  є   0,6 0,5 0 4,5 0,1 4,6x x h          є  

0 0,6( ) 8,8747f x   . 

VI.   ь  
0 0,6 0 0,5( ) ( )f x f x ,      VII. 

VII. ь  0j  ,   1 0,4 4,4a x  , 1 0,6 4,6b x      
   IБ. 

IБ. ь  1 1 0,2 0,05b a     ,         . 
Б.     0 1 1k         II. 
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II.    0j  . 

III.  1,0 1 4,4x a  , є  0(4,4) 7,72f      

0 1,0( ) 7,72f x   . 

IV. є   1 1 1( ) /10 0,2 /10h b a     0,02  . 

V. є   1,1 1,0 1 4,4 0,02 4,42x x h       є  

0 1,1( ) 8,073f x   . 

VI. ь  0 1,1 0 1,0( ) ( )f x f x ,     VIII. 
VIII. ь  0 1 9j N    ,   0 1 1j        

  V. 
V. є   1,2 1,1 1 4,42 0,02 4,44x x h       є  

0 1,2( ) 8,427f x   . 

VI.   ь  
0 1,2 0 1,1( ) ( )f x f x ,      VIII. 

VIII. ь  1 1 9j N    ,   1 1 2j           
   V. 

V.  є   1,3 1,2 1 4,44 0,02 4,46x x h       є  

0 1,3( ) 8,783f x   . 

VI.   ь  
0 1,3 0 1,2( ) ( )f x f x ,      VIII. 

VIII.  ь  2 1 9j N    ,   2 1 3j       
  V. 

V.  є   1,4 1,3 1 4,46 0,02 4,48x x h       є  

0 1,4( ) 9,1408f x   . 

VI.   ь  
0 1,4 0 1,3( ) ( )f x f x ,      VIII. 

VIII. ь  3 1 9j N    ,   3 1 4j       
  V. 

V.  є   1,5 1,4 1 4,48 0,02 4,5x x h       є  

0 1,5( ) 9,125f x   . 

VI.  ь  0 1,5 0 1,4( ) ( )f x f x ,      VII. 

VII. ь  j 0 ,   2 1,3 4,46a x  , 2 1,5 4,5b x      
   IБ. 

IБ. ь  2 2 0,04 0,05b a   ,   
*

2 2( ) / 2 (4,46 4,5) / 2 4,48x a b       є  . 
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З я   я     2. 
1.   є ь ь ? 

2. З ь     . 

3. Д        ? 

4.   є ь      
? 

5. Д       є ь   
ь  ь ,  є ь     

   *x ? 

6. Ч  ь       ? 

7. Д         
? 

8. Ч          
    ? 

9.    ь   ь ? 

10.  ,     ь    
 *x . 

11. ь    . 
12. Д    є ь     

ь  ,  ь  ? 

13.   є ь    –
ь ? 

14.   є ь     
,   ь    ? 

15. З ь  N ,    1 5 1 5 2
n

n
F       

Nn  . ь   310 , 410 . 

16. З ь   ь    
2

0 ( ) 1 1 1f x x        ;a b    a   b .   

a  b    ь     ;a b ? 

17. З ь     0 ( )f x     

 0 0;a b    110 , 210 , 410 : 
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1. 2 2 -2 2 -2  12. 9 3 3 -1 1 

2. 2 2 -3 2 -2  13. 5 -5 3 1 -3 

3. 5 -2 5 -2 -2  14. 2 2 3 -1 1 

4. 5 4 1 -16 -11  15. 3 -1 1 2 -4 
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є ь  Т Т ь 
1 2 1 2

0 0 0( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ).f x x f x f x         

 3.  1

0 : n
f R R , ь о лою о р  

( о ор , тою, і тою)  n
R ,  

0f  є    n
R . 

 . 4.2. )     0f ,   . 4.2. ) – 

   0f . 

   2,3 ь n
R   X ,  n

X R  –  
,         Т 0f  

  X . 

З    2 (3)  ( )      Т Т 
<(>),       ( ) Т  0f . 

 

 
. 4.2, а 

0 

x  

1 2

0 0( ) (1 ) ( )f x f x  

1

0 ( )f x  

2

0 ( )f x

0 ( )f x

1
x  

1 2(1 )x x    

1 2

0( (1 ) )f x x  
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. 4.2,  

     n
R    Т  Т X : 

) Т Т  Т  0( ) ( , )f x c x  є   Т  ; 
)  Т  0( ) ( , ) ( , )f x Ax x c x d    є  , 
  A  Т ’є   Т  ,   

A  ь  ; 

)    ( ) Т  0

1

( ) ( )
m

j

j

f x f x


  є  

 ( ) Тє ; 
)  0 ( )g x    ( ) Т ,   

0 0( ) max( ( );0)f x g x  є    ( ); 
)   0 ( )g x    ( ) Т Т ’є ,  

 2

0 0( ) ( )f x g x     ( ); 

)   ( ), 1,
j

g x j m  Т ,  Т  

0
[1; ]

( ) max ( )
j

j m
f x g x


  є   . 

о i ла т о тi о л  i : 
)  Т ь    Т  ( )h x ,   Т  

Т n
X R ,   ( ) 0,G x h x x X    є  ; 

0 1
x  

1 2

0 0( ) (1 ) ( )f x f x    

0 ( )f x  

2

0 ( )f x  

x  

1 2(1 )x x    2
x  

1 2

0( (1 ) )f x x    

1

0 ( )f x  
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) ( Т Т ь Iє )  0 ( )f x     Т  Т 

n
X R ; i

x X , 1,i m , 0, 1,
i

i m     
1

1
m

i

i




 ,   

0

1 1

( );
m m

i i

i i

i i

f x f x 
 

 
 

 
   

)  Т  
0 ( )f x     Т  Т n

X R ,   

Т  Т x X   є Т   Т ь    1h h   

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim ;

h

f x h f x
D f x






 
  

)  Т  0 ( )f x    Т Т   Т  
Т n

X R ,   Т  Т x X  є ь  Т Т ь  
0 0 0( ), ) ( ) ( ) ;f x x x f x f x x X       

) (   Т ))     Т  
Т n

X R   0 ( )f x   Т  Т Т  Т x X є  
ь 

 0 0 0( ), ( ) ( ) ;f x x x f x f x x X       

 Т  0 ( )f x     Т X ; 

)   0 ( )f x     Т  Т n
X R ,   

Т  Т Т  Т x X  Т є Тє  0
ˆ ( );f x  

є)   0 ( )f x     Т  Т n
X R ,  

  Тє Т  ( )G x    Т ь   x X  є 
ь , ,  Т ; 

)  Т  0 ( )f x     Т  Т n
X R ,  

Т  Тє  Т   Т ь    1h h   є ь   
: 

0

0 0ˆ ( ) ( )

ˆ( ) max ( ( ), );
h

f x G x
D f x f x h

 
   

)  Т  0 ( )f x     Т  Т  Т 
n

X R ,  ь  Т Т ,  є ь   Т  Т  X , 

є ь ( ) Т Т  Т  0 ( )f x   Т X ; 

Т)  ( Т Т Т Т  Т Т    Т )  
Т  0 ( )f x     Т  Т n

X R ,  Т  
 *

x X  є   Т Т  Т  0 ( )f x   Т 
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X Т Т Т ь  Т,  ь-  ь Т Тє Т  
Т  0 ( )f x   Т *

x ,  *0 ( ).G x  

4.3. е  а а ь е  ра іє   

З  0 .  З   0arg min f x       
1

0 : RRf
n  . 

П щ  0.  ’  *X   0 . 

1.  е  і а  р   

  1  k -       k
h    

 1k
x  є      

ь  є   0f    k
x . К     є 

 .   0        ,  

  1 ь  0k

k
x  є  ь,  

 0f  є ь        . 

Ал ор т  1 

.  I.  ь    n
Rx 0 , 

   0 ;  0k . 

 .  II.  ь  є   k
xg  

 0f    k
x .   k

xg =0,  *k
x X    ; 

    III. 

III.   k
h  (  є     

 1k
x ) 

   /k k k
h g x g x . 

IV.    
kkk

hxx 1 . 

V.  1 kk      ІІ. 
Т ор а 1. щ  0f    ,   ь  0  

     , щ    ,...,,...,, 10 k
xxx  

  1,      ь   *k k , щ  
* *,k

x X    ь ,...,,...,, 10 ikkk
xxx  щ  

    .minlim 00 


xfxf
n

i

Rx

k

i
 

Т ор а 1'. щ     0f  є ь  *X  

, щ  ь   2/r ,    
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,...,,...,, 10 k
xxx    1, ь   *k k , щ  

* *k
x X . 

2.  е  

  2  k -     ,  є  
    1k

x , є ь    
ь  є   0f    k

x . К   k  

ь є  : 

0

0, 0,1,..., ; lim 0
k k k

k
k

   





     .    (4.1) 

Ал ор т  2 

.  I.  ь    n
Rx 0   

 0k . 

 .  II.  ь  є   k
xg  

 0f    k
x .   k

xg =0,   * k
x x    

;     III. 

III.    
   /k k k

h g x g x . 

IV.     k ,  ь є 
  2. 

V.    
k

k

kk
hxx 1 . 

V.  1 kk      ІІ. 
Т ор а 2. Н х   xf0  –   , ь  

*X   . Т , щ    k , ,...,1,0k  є , 

щ : 

0

0, 0,1,..., lim 0;
k k k

k
k

   





     , 

  ь  
0
,k

k
x




    2, 

ь є  : 

   0 0
*

lim min 0; lim min .
n

k k

k x X k x R
x x f x f x

   
    

Т ор а 2'. Н х     

    0 0* | inf
nx R

X x f x f x


  

   0f      k , ,...,1,0k  

ь ь : 
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0

0, 0,1,...; lim 0; .
k k k

k
k

k  





      

Т , щ  є ь    х ’  : ( )iv   

*X  ; 2

0

( ) ;
k

k






  v  ( )vi  int * ;X  ( )vii   *X  є 

   n
R ; ( ) 2,n viii      

  0k

k
x ,    2, ь  

*X . П  ь   ( )v   ( )vii  ь ь  

 0k

k
x    *x X ,   ( )vi  є ь  

2. 

р а  1.    2, ’   
  ь 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4,

2 1,

2,

2 2 4,

2 2.

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

  
      
   
   

 

’ . ’        4 
 4.1    ’      

ь    
3

0
[1;5]

1

( ) max minij j i
xi

j

f x x b




   . 

 

є  ’ ь   2. 

А р  2 

I . є    0 (0;0;0)T
x   Т  0k  . 

1-  : 

II. є  ь  є  0

0
ˆ ( ) :f x  

)  є  ’  
3

1

i ij j i

j

x b 


    1,5i  : 

1 41: 0 4 4 4, 4 : 0 4 4 4,i i              

2 52: 0 1 1 1, 5: 0 2 2 2;i i              

33: 0 2 2 2,i        
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)  0( ) 1i x  ; 

) ь  
3

0

1 1

1

0j j

j

x b


  ,   ь  є  

: 0

1( ) 1;g x   0

2 ( ) 2;g x  0

3( ) 1.g x    

, ь  є    0
x   

0

0 ( )f x


( 1;2; 1) 0T    ;    ІІІ. 
III. є   

0 0 0

0 0
ˆ ˆ( ) / ( ) ( 1;2; 1) / 1 4 1

(1/ 6)( 1;2; 1) ( 0,408;0,816; 0,408) .

T

T T

h f x f x       

     
 

IV.  0 1.   

V. є     

1 0 0

0

0 0,408 0,408

0 0,816 0,816

0 0,408 0,408

x x h
     

               
          

. 

VI.  0 1 1k         ІІ. 

2-  : 

II. є  ь  є  1

0 ( ) :f x


 

)  є  ’ :   

11: 0,408 2( 0,816) 0,408 4 1,552 1,552,i           

22: 2 0,408 0,816 0,408 1 0,592 0,592,i           

33: 0,408 0,816 0,408 2 1,184 1,184,i          

44: 2 0,408 2 0,816 0,408 4 4,408 4,408,i            

55: 0,408 0,816 2 0,408 2 4,04 4,04;i            

)  1( ) 4i x  ; 

) ь  
3

1

4 4

1

0j j

j

x b


  ,   ь  є  

: 1

1( ) 2;g x   1

2 ( ) 2;g x   1

3( ) 1.g x    

, ь  є    1
x  : 

1

0( ) ( 2; 2; 1) 0T
f x     


;    ІІІ. 
III. є   

1 1 1

0 0
ˆ( ) / ( ) ( 2; 2; 1) / 4 4 1

(1/ 3)( 2; 2; 1) .

T

T

h f x f x        
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IV.  
1 0,8.   

V. є    

2 1 1

1

0,408 2 / 3 0,941

0,816 0,8 2 / 3 0,283

0,408 1/ 3 0,674

x x h
     

                 
          

. 

VI.  1 1 2k         ІІ. 

3-  : 

II. є  ь  є  2

0 ( ) :f x


 

)  є  ’ : 

11: 0,941 2( 0,283) 0,674 4 1,819 1,819,i           

22: 2 0,941 0,283 0,674 1 1,273 1,273,i          

33: 0,941 0,283 0,674 2 1,45 1,45,i          

44: 2 0,941 2 0,283 0,674 4 2,01 2,01,i            

55: 0,941 0,283 2 0,674 2 4,572 4,572;i            

)  2( ) 5i x  ; 

) ь  
3

2

5 5

1

0j j

j

x b


  ,   ь  є  

: 
2

1( ) 1;g x  2

2( ) 1;g x   2

3( ) 2.g x   

, ь  є    2
x  : 

2

0( ) (1; 1;2) 0T
f x   


;    ІІІ. 
III. є   

        

2 2 2

0 0
ˆ( ) / ( ) (1; 1;2) / 1 4 1

(1/ 6)(1; 1;2) (0,408; 0,408;0,816) .

T

T T

h f x f x      

   


 

IV.  2 0,7.   

V. є    

 
3 2 2

2

0,941 0,408 0,655

0,283 0,7 0,408 0,003

0,674 0,816 0,103

x x h
     
                
     
     

. 

VI.  2 1 3k         ІІ. 

4-  : 
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II. є  ь  є  3

0 ( ) :f x


 

)  є  ’ : 

11: 0,655 2 0,003 0,103 4 3,248 3,248,i           

22: 2 0,655 0,003 0,103 1 0,416 0,416,i          

33: 0,655 0,003 0,103 2 1,451 1,451,i          

44: 2 0,655 2 0,003 0,103 4 2,581 2,581,i            

55: 0,655 0,003 2 0,103 2 2,858 2,858;i            

)  3( ) 1i x  ; 

) ь  
3

3

1 1

1

0j j

j

x b


  ,   ь  є  

: 3

1( ) 1;g x   3

2 ( ) 2;g x  3

3( ) 1;g x    

, ь  є    3
x  :  

3

0( ) ( 1;2; 1) 0T
f x    


;    ІІІ. 
III. є   

3 3 3

0 0( ) / ( ) ( 1;2; 1) / 1 4 1

(1/ 6)( 1;2; 1) ( 0,408;0,816; 0,408) .

T

T T

h f x f x       

     

 
 

IV.  3 0,5.   
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3

0,655 0,408 0,859

0,003 0,5 0,816 0,405

0,103 0,408 0,307

x x h
     

               
          

. 

VI.  3 1 4k         ІІ. 

5-  : 

II. є  ь  є  4

0 ( ) :f x


 

)  є  ’ : 

11: 0,859 2 0,405 0,307 4 2,024 2,024,i           

22: 2 0,859 0,405 0,307 1 0,62 0,62,i           

33: 0,859 0,405 0,307 2 1,043 1,043,i          

44: 2 0,859 2 0,405 0,307 4 2,785 2,785,i            

55: 0,859 0,405 2 0,307 2 3,878 3,878;i            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



228 

 

)  4( ) 5i x  ; 

) ь  
3

4

5 5

1

0j j

j

x b


  ,   ь  є  

: 4

1( ) 1;g x  4

2( ) 1;g x   4

3( ) 2;g x   

, ь  є    4
x  :  

4

0( ) (1; 1;2) 0T
f x   


;    ІІІ. 
III. є   

        

4 4 4

0 0( ) / ( ) (1; 1;2) / 1 1 4

(0,408; 0,408;0,816) .

T

T

h f x f x      

 

 
 

IV.  4 0,4.   

V. є     

5 4 4

4

0,859 0,408 0,695

0,405 0,4 0,408 0,242

0,307 0,816 0,019

x x h
     
                 
          

. 

VI.  4 1 5k      є ь. 
 ,  ’ ь   2   

’    ь 5 (0,695; 0,242; 0,019) ,T
x     

 5

0 ( ) 3,13.f x   

3. і а ія  е  

  3  k -     ,  є  
    1k

x , є ь     
ь  є   0f    k

x . К   k  

ь є   (4.1). 

Ал ор т  3 

.  I.  ь    n
Rx 0   

 0k . 

 .  II.  ь  є   k
xg  

 0f    k
x .  

III.    k ,  ь є  
 3. 

ІV.    

)(1 k

k

kk
xgxx  . 

V.  1 kk      ІІ. 
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Т ор а 3. Н х   0f x     , ь  
*X   . Т , щ : ( )i    k , ,...,1,0k  

, щ  0; lim 0;
k k

k
 


   

0

;
k

k






   ( )ii  ь ь х 

є    0k

k
xg ,    3, ,  

 ь  0k

k
x  ь є  : 

   0 0
*

lim min 0; lim min .
n

k k

k x X k x R
x x f x f x

   
    

4. ер  е  і  е іа ь  р  р  а 

А  4        xf0 ,  
ь є  4. 

П щ  4.   xf0  –    ,   

 
2

0
  ,   n

Rx  є ь  ь: 

        , * cos * ,g x x x x g x x x x              (4.2) 

  *x x   ,  ь     xf0   ь 
    x . 

  4  k -       k
h    

 1k
x  є      

ь  є   0f    k
x . К   

, 0,1,...,
k

k   ь      : 

   0

1 0 0, , ,k k x          

 

   
sin , 4 2,

1 2cos , 0 4.

   
 

  
    

    (4.3) 

ь  0k

k
x ,    4, є ь   

      ,   
 q . 

Ал ор т  4 

.  I.  ь    n
Rx 0 . 

ІІ. З   0 2   ,  ь є  (4.2)   
n

Rx . 

ІІІ.          (4.3). 
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IV.      0 ,  
ь є ь: 

 
   

0 0

0
0 0

* cos , 4 2,

* 2cos , 0 4,

x x x

x x x

   


  

    
  

 

   0*x x   ,  ь     xf0   ь 

     0
x . 

V.  0k . 

  .  VI.     k
h   

  1k
x  

    .k k k
h g x g x   

VII.    
1k k k

kx x h   . 

VIII.    : 

 ,1  kk   

    є ь    (4.3). 

І .  1 kk      VI. 
Т ор а 4. Н х  є ь  щ  4. Т  ь 

, 0,1,...,k
x k      4, є , щ     

  0k
k g x    k

x  ь  ,   х ,...,1,0k  

  ь 

  cos , 4 2,
*

2cos , 0 4.

kk k

k

x x x
    

   
 

     
 

З  4.   (4.2) cos  є ь  
ь   0f .       

0f   є  2/  ,  ь є  (4.2),   
 є ь  є        4 

.  ь     ь  
   ,    3. 

5.  р  е  і  е іа ь  р  р  а 

А  5        xf0 ,  
ь є  5. 

П щ  5.  ( )i   0f      n
R ; ( )ii   0f  

є є    *; ( )x iii   ь-   0  є  
  0 ,   ь-    ,x z Y  
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 | * ,Y y y x    

,       0 0 0 * ,f x f z f x   є ь    

 * / *x x z x    . 

  5  k -       k
h    

 1k
x  є      

ь  є   0f    k
x . К   

, 0,1,...,
k

k   ь      : 

 
2

0

1 0 0

1
; , ,k k x

    



   

 2  – є ь « » ь  
 0f . 

ь  0k

k
x ,    5, є ь    

  0f        

 /12 q . 

Ал ор т  5 

.  I.  ь    n
Rx 0 . 

ІІ. З   2      0 ,  

ь ь   5. 
ІІІ.  0k . 

  .  IV.     k
h   

  1k
x  

    .k k k
h g x g x   

V.    
1k k k

kx x h   . 

VI.     

 /12

1  kk . 

VIІ.  1 kk      ІV. 

Т ор а 5. Н х  ь  щ  5,  х      0  

ь ь : 
( )i  2 ; 

( )ii   0

0 * /x x   ; 
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( )iii   ь-    ,x z Y ,  0| * ,Y x x x    х, 

щ       0 0 0 *f x f z f x   є ь   

 * / *x x z x    . 

Т  ь  0k

k
x ,    5, є ь   

 *x      

* , 0,1,...,k

kx x k     

   /12 q  (   ,    

 , 0k
k k g x  ,  *k

x x ). 

6.  е ,  р є а рі р е а е я і і  і  

А  6      *

0f   0f   
 .  k -      k

h    
 1k

x  є ь  ь  є   0f    k
x . 

К   k   0,1,...k  , є ь   : 

     2
*

00 / kk

k xgfxf   , 

   – ,  ь є  20   . ь 

 0k

k
x ,    6, є ь     *x   

     

  1/ 2
2 21 2 / 1,q               –  . 

Ал ор т  6 

.  І.  ь    n
Rx 0   

  , 20   ; 0k . 

 .  ІІ.   0

k
f x   ь  є  

 k
g x     k k

h g x  . 

ІІІ.      

   2
*

0 0

k k

k
f x f h   . 

IV.    
1k k k

kx x h   . 

V.  1 kk      ІІ. 
Т ор а 6. Н х    0f  є є    *,x  

   *

0f   0f    *.x  Т   20    
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ь  0k

k
x ,    6, є ь   *x   

ь-    n
Rx 0 . 

Т ор а 6'. Н х   0( ) f xi  – ь  , , 

    2

0 0 * * , 0f x f x x x     ; 

( )ii     xf0  ь є  Л    

    0* * ,Y x x x x x    

  х Yyx ,  є ь      yxyfxf  00 . 

Т   20    ь  0k

k
x ,    6, 

є ь     *x      
0* *k k

x x q x x    

    1/2
2 21 2 / 1q        . 

7.  е ,  і    е ь 

А  7 є  ь  ь  є  
       k

x , ,...1,0k   
ь  є   k

xg    .  k -      
k

h     1k
x  є ь    

  ь  є   0f    k
y ,  

ь  k -   k
x . ь  0k

k
x ,   

 7, є ь    * *x X , 

  
  *0 0*X x f x f  ;  *

0 0min
n

x R
f f x


 . 

Ал ор т  7 

.  І.  ь    n
Rx 0   

 0k . 

 .  ІІ.    k    
 k ,  ь ь   7. 

ІІІ.  ь  є   k
yg   0f   ь-  

 k
y ,  ь є ь 

k

kk
xy  . 

IV.     k
h     1k

x  
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   k k k
h g y g y  . 

V.    
1k k k

kx x h   . 

VІ.  1 kk      ІІ. 
Т ор а 7. Н х  0f  –   ,  є  

  *X . Т , щ   ,
k

  , 0,1,...
k

k  ,   
 , щ : 

0k ;  0k ;  0lim 
 k

k
 ; 




0k

kk ;  


0

2

k

k ;  


0k

k , 

  ь  0k

k
x ,    7, ь є 

  

lim * *k

k
x x X


  . 

8.  а а р  е  а а ь е  ра іє   

П щ  8.  0f  –  . 

      є ь   
 ь  є   ь  0f    

.     ’  ь   
,    ь     

. К   k  ь ь  . 
Ал ор т  8 

.  І.  ь  ь   1m . 

ІІ.   ь     01,..., xx
m . 

ІІІ.     0

0, f x   . 

IV.   0k . 

 .  V.   0
ˆ k

f x   ь  є  

 0f    k
x . 

VІ.    ,
k

   ь є  
 8. 

VІІ.   0
ˆ 0,k

f x     * k
x x    ; 

    VІІІ. 
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VІІІ.    k
xf0 ,    k

k       І ,  

  k
xf0 ,   1,

k
k m k         І . 

І .   k
h   : 

   min
k

k

k k
h

h h

 


 , 

  

         0 0 0
ˆ ˆmax , ,

k

j k j j j

k
j
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236 

 

 9.  ь  0     n
Rxg   є ь   -
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4.4.  е  ра іє    р я е я  р р  
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є ь   )(0 xf       
xAy k ; kB  – ,   ь   kA  

  ( kA  є ь   ь   
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). 
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xfxfxf , ь   00 k

k
xf  є ь  
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4.5. е  а ь  а   
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 .  ІІ.    k  

    ,      
  n

R . 

ІІІ.   z    kk
xz  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



244 

 

IV.  )()( 00

k
xfzf  ,   zx

k 1       V; 

  kk
xx 1      V. 

V.  1 kk      ІІ. 
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З  5.  k
g  ’ є ь     

є    0f     k
x  (  , 0m     

k
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 .  IV. З    k ,  k  

 k ,  ь ь   1. 
V.   k

x   ,  
  n -       k

x    k . 

VI.   k   : 
0 0

1

( ) ( )
,

k i kn
k ik

i k

f x e f x
e




 
  

 

 , 1,i
e i n i  -  . 
VII.  lk  ,      




 
k

lkj

j

k

kk
xx 1  

    VIII;      
 




 
k

j

j

k

kk
xx

0

1   

    VIII. 

VIII.  1 kk      ІV. 

Т ор а 1. щ   0f  ь є ь   Л   
ь  : 

,0k  ,0k  0,1,...;k   







0k

k , 





0

2

k

k , 0)(lim 
 kk

k
a ; 

lim 0
k

k
a


 , 0)(lim 

 kk
k

a , 
)(lim 1kk

k
 ; 

 1lim 0
k k k

k
a a 
  , 1)/(lim 1  kk

k
aa , 

      0k

k
x ,    1, 

  1 ь   * *| 0 ( *)X x G x ,  )(xG  – 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



255 

 

 ь х  є   0f    ,x  ,i   

, ь  00 )(
k

k
xf  є ь   . 
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і і а  а а  а  р ра а я 
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E x  

З  1 .  З  ),(maxminarg  xE i
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    є ь    ( , ),
i

x i     
   : ( , ),

x i
x x i   . 
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2. і і і а ія і  max ( , ) 
 i

i
E x  

З  2 .  З  arg min max ( , )
n i

ix R
E x 


    

1: ,n

i R R i         .  

П щ  2.  ixi ),,(       ,  
ь   :  

( )i  є    ,  ( ( ), ) 0
i

f x x    x  ,  

( ) ( , );i if x E x   

( )ii  є   ixf i ),( , ь ь ь   
 

 ZZii yxyfxf  ,)()(  

  ,x y ,  ь ь     Г; 
( )iii      є ь    

( , ),
i

x i       : ( , ),
x i

x x i   . 

  2  k-    ,  є    
  )(1 k

x , є ь  )),(( kk

ix x
k

 ,   
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i
i

k
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k 
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ь  
0}{ k

k
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1
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( ) ( ( ), ), ( ) 2 .
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k
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k x i

x x
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x x x

 


      


  
  

 

X.   : 
1( ) ( ) ( ( ( ), ) ( )), .k k k k k

i i k i iz z x z i            

І.  1k k       V. 

Т ор а 2. щ   щ  2  ( )iv  2| ( , ) | ,iE x     

2|| ( , ) || , ;x iE x i      ( )v  ь х  

0}{ kk  ь є : 
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 є   ’  *  2 
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x R . 
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6.      ь   
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9.   є ь , 0,1,2,...,k
x k    

     ь  
є  ? 

10.  ь   , 0,1,2,...,k
x k     

   ь   ? 

11. З ь     
k

    
ь  є ,  є    

. 
12.   є ь  є     

? 

13.      n
R   

  (|| || 1)     є   ( 0)   . 

14.   ь  « »  n
R ? 

15.  ь ( )r  -       
ь  є  ? 

16.     є ь    
ь   ? 

17.   ’    ь     
  ь   ь   0f ? 

18.       є . 

19. ь     ь  ь  
 є . 

20.  ,  ь ь   k
   

є      . 
21.    - є   . 
22.    є ь      1k

x
   

 ь   є    ,  
ь ь ь   ? 

23.     ( ) 
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24.  ,   є ь    k
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25.   ь    ь  
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26.     ( ) 
. 

27.    є ь     x   y   
  –  ’   

 ? 

28.     ( ) 
. 

29.    є ь     x   y   
  –  ’   

 ? 

30.     ( *; *)x y . 

31.  ,  ь ь    
ь  є     . 

32.      
. 

33.    , ь,  
  2

1 2: 0 , 0X x R x a x b       є  . 
34.  є  : 

–  2 2 2

1 2 1 2 2 1( , ) : 0, 0X x x R x x x x      ; 

–  2 2 2 2

1 2 1 2 1 2( , ) : 1, 0X x x R x x x x      ? 

35. З ь ь    ,    X  є : 

 2 2

1 2 1 2 2( , ) : ( 1) 5,X x x R x x x      . 

36. ь ь : 

– 
3

( ) , 0f x x
x

  ; 

– 1 2( ) exp(3 )f x x x  ,   2

1 2,x x R ; 

– 2 2

1 2( ) 3f x x x   ,   2

1 2,x x R ; 

– 1 1 2( ) 3 2f x x x x  ,   2

1 2,x x R ; 

– 1 2

1 2

2 2
( ) , 0, 0f x x x

x x
     . 

37. З ь є  : 
– 1( ) | 2 2 |,f x x x R   ; 

– 1( ) 3 3 ,f x x x x R     ; 

–   2

1 2 1 2 1 2( ) 2 2 2 2 , ,f x x x x x x x R     ; 

– 2 1( ) max{3 3,( 3)},f x x x x R    . 
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і  5  

 З ’ З А  ЗА АЧ І І  А А  

5.1. р а  а а  і і  р ра а я ( ) 

р а  1.   є        
   1   2 .    ,  ь 

 . 

     

 1   : 
ь  

  

  
( )   

 1  
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ь  ’є     ,  ь 
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’ . Д  ’  є     : 
1x  –  ’є  (  )    ; 

2x  –  ’є  (  )    . 
є  ь   (  ) –    

1 2 1 2( , ) 6 5 .L x x x x   
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1 24 3 20;x x   
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2 1 1,5;x x   

)   ’є : 
1 20; 0.х х   

 є   ь   
 ( ):  

  
1 2 1 2( , ) 6 5L х х х б                              (5.1) 

  : 

1 2

1 2

1 2

2 1 2

4 3  20;

2 2,5  12,5;

 1,5; 

3; 0; 0.

х х
х х

х х
х х х

 
 

  
  

    (5.2) 

 ’   П є ь  ь-   

1 2( ; )T
x x ,  ь є   (5.2); ,   1;2

T
 є 

 ’ ,    1;2 6·1 5·2 16L     . ; 
 (3;2)  є  ’ ,   

 3;2 6·3 5·2 28L     . . З ,    ’  
є .     ( ь  ’ ) 

  . 

 1. 

1.      ’ : 
 )   

1 21,5; 3,5;х х       ) 
1 21,5; 5;х х         

 )  
1 2 2,5; 2,5;х х     ) 

1 2 2,5; 3,5;х х   

 )    
1 2 2; 3,5;х х        ) 

1 2 4; 0,5;х х    

2.   ь ь,     
 : 

) ь      1  ь 21 ., 
 ь      1  – 16 .; 

) ь        є 5 .; 

)         
   ; 

)        ь  
’є         2/3. 
3.       ’  
           { 0,5;  0,5 , 1;  2,5 ,  2;2 , 0,5;  4 , 1,5;  3,5 , 2,5;  2,5 ,

T T T T T T
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   3;  2,25 ,  3,25;2 }
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 « » ,  ,   ь   1 2( , )L x x  

є ь  . 
4. Д   ’  (4;1)   ’є  

 1   2 .   

5.2. ра і  і  р ’я а я а а  і і  
р ра а я 

     ’  ь  
    ,    

     ь   ’    
( - ). 

  ’    є ь    .  
 I .  є ь  ь  ’ ,  ь ь 

   . 
 І І .     ’  ь  ь  

’  ( ь  ’ ,  є ь ,    
ь  ’   є). 

1. За а а   а і а іє  і ь  і  

’         5.1.  
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х х
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 ь ( )  є ,   ь є  ь,  
 ь ( ) є ,  ь  (0;0) T , (  . 5.1 
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2Oх ).  

,  D  є ь  ’  
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 є   
1 26 5 25х х   (   є ь   (5.3) 

 ь  1 2 , L х х   25),  : 

х1 0 25/6 

х2 5 0 

,   
1 26 5 15х х    

1 26 5 25х х   є ь , 
   є    ь    
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1 26 5 constх х       
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. 5.2 

 1. 

1. Д      : 
) 

1 2 1,5 2 4;х х   

) 
1 2– 4 7 3;х х     

)    
1 23 3,5 –2.х х   

2.    ь    1 2,L х х : 

)   1 2 1 2,  2 1  ,5 ;L х х х х   

)   1 2 1 2 ,  –5 – 0,5 ;L х х х х  

)   1 2 1 2, 1 ,5 – 0,3 .L х х х х  

3. Д   (5.3), (5.4)  ь   ’   
 ь  ’         

:  
)  ’є         

 2,7 .     1,2 .; 

)  ’є         
 1 .    4,5 .;  

)    
2C      8 . 

4. Д    ’  (5.4)  ь  
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2. За а а   і і і а іє  і ь  і  

р а  1 ( а а а « іє »).     
є    1200 . ,  ь      

,   є ь   . 

   (%) ь 

( . .  1 .)   

 7 1 0,5 

 50 7 0,8 

З   ь,       
20%    ь  6% .     

        , 
 ь . 
  ,   : 

1х – ь ь   ,  ь   
 ;  

2х – ь ь   ,  є ь    
 .  

, ь  ,    є : 

 1 2 1 2, 0,5 0,8 L х х х х  . 

    –   1200 . 

є ь   : 

1 2   1200.х х   

ь ь   1x    є 
10,07х  ( ),  ь ь 

  
2x    є 

20,5x  ( ).  ь ь  
    20%    

1 2 .х х   , 

є  ь  
1 2  1 20,07 0,5 0,2 (   ).х х х х    
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1 2 1 20,01 0,07 0,06( ).x x x x    
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1 2 

1 2

1 2

1 2

  1200; ( )
0,13 – 0,3 0; ( )
0,05 – 0,01 0; ( )
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х х
х х
х х

х х

 




 

 

 . 5.3   ь ’  ABCD (  ,  
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1 20,13 – 0,3 0х х    

1 20,05 – 0,01 0х х   ь    (0;0),   
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     (0;0) ,T
  ь   , , 

(0;  500)T . є     ,  ь ь    
  1 2, 200L х х     1 2, 1  000L х х  ,   , є   
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 ь    1 2,L х х  є   ,  є  
   ( )  ( ) . 
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   :  36000 43;15600 43 .  , ь  
ь ь ,  є ь     

 є 36000 43 837,21  .,   – 15600 43 362,79  .; 
 ь  ь  ь  є 

0,5 36000 43 0,8 15600 43 708,837     . .  

 2. 
1.     ь ’     

ь  ’    : 
) ь ь ,  є ь     

   є  500 .; 

) ь ь ,  є ь     
   є 900 .,   – 1100 .; 

)     ь  1200 . 

2.     ь  : 
)   1 2 1 2, 1  ,7 1  ,5 ;L х х х х   

)   1 2 1 2,  – 4  5 ;L х х х х   

)   1 2 1 2,  0,6 – 2,2 .L х х х х  

3. а і і і  а а а  і і  р ра а я 
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,    ь-     R . 
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 1   5.1    ’   
   1  

1 24  3 20х х  . 
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1 2  14 3 20,х х s    
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1 2 1200x x   
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1 2 2 1200,x x s    

 
2 0.s   Д     
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    ь    1200 . 
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’є   ь). 
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   20 . З  ь     ь  700 
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 ь ь   – 
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1 20,15 0,10 100,x x   

  є,  є    
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ь    є ,       ,   
 ь 
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3x   ь  ,  є ь  ,    
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 ь   

3 :x  
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3 0x
    

3 0.x
   

 
3 0x
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3 0x
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 ь   є : 

 
1 2 3 1 2 3( , , ) 0,25 0,20 0,15 .L x x x x x x

     

 3. 

1. Д   ’  
1 23, 2x x   (  1, .5.1)  

ь ь   
1C   

2C . 

2. З    ь   ’є  
  (  1, .5.2),   є ь  700 . 

  800 . . 

4. і а  р ’я а я а а  і і  р ра а я 

І.   ,   є ’    : 
max24)( 21  xxxL  

 : 

1 22 4, ( )x x    

1 2

1 2

2 5 5, ( )
0, 0.

x x

x x

 
 

 

 

’ .  є   ь X : 

 

1 22 4:x x     
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є  :)(xL   )(xL
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2

L x
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. 5.4 

ІІ.   ,  є  ’    : 
  

max49)( 21  xxxL  
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1 22 5, ( )x x    
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ABCDE.  є    ь   .)( 2cxL   З  
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. 5.5 

  ,   є    ь   
 ,  є  ( ),  9 / 4k      

,     CD  є ’   . 

5.3. ра і  а а і  і 

 є   ’      
  є  ь    є   ,  

ь .   ь  .  
ь         

: 
 є  ь  ; 
      ,  ь 

. 

1. А а і  і е і іє і  і ь  і  

ь         є  

221121 ),( xcxcxxLL  ;   (5.5) 
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З  ь є  1c   
2c  ь   (5.5) ь  

    (5.6). І    ’   
 є,   є      (5.6) ь  
’          
’ .  ,  є   ь 21 / cc ,  
 ь  ’   є ь . З     

є  ь   є    
ь    21 / cc  :   21 / cc  

ь ь  ,  ь  ’    
є ь  . є    є  

ь        5.2. 

р а  1.  З     21Oxx  ь 
 ’  (5.4)  ь   (5.3)  25.31),( 21 xxL  

     5.2. 

З . 5.6 ,   ь   (5.3) є ь  
    D.   є  ь   

221121 ),( xcxcxxL    D є ь  ь  ’   
   L         2034 21  xx  

(    2 14 / 3 20 / 3x x   )  
1 22 2,5 12,5x x   (  

  2 12 / 2,5 12,5 / 2,5x x   ) ( є ,    
 є  D). 

  є ь     : 

1

2

4 2

3 2,5

c

c
     . 

   (-1) , є : 

1

2

4
0,8

3

c

c
  .     (5.7) 

,  є  ь   (5.5) ь ь  
(5.7),  ь  ’        D. 

 ,    2211 xcxcz   є   
2034 21  xx ,  ь  ’   ь-    DE; 

:   2211 xcxcz   є   
1 22 2,5 12,5x x  ,  ь  ’   ь-    
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. 5.6 

ь (5.7)      
 ь     є  ь   (5.5) 

 ,   є  є ь  , ,  
    є   є  2c  ( 52 c ),  

 ь   є  1c  є    (5.7) 
 52 c : 

1 4
0,8

5 3

c
         

3

20
4 1  c . 

 1.  

1. Д   1  5.3   ь  є  
2c   ,  є  1c  є  ( 61 c ). 

2. Д      2121 4),( xxxxL    : 

1 2
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2 3 12,

2 4,
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x x

 
 

 
 

 : 
)  ь    є  21 / cc  ь  

; 
)  ь   є  1c    
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)  ь   є  
2c     

є  
1c  ( 41 c ). 

3. Д   “ є ”    1 . 5.2: 
)   ь      
    ; 
)  ь  ь    ’  (  B), 

 ь   ь   (0,5 . .),  ь 
  ь   0,7 . .? 

)  ь  ь    ’  (  B), 

 ь   ь   20%,  ь   
ь ь   20%? 

2. А а і  і е і іє і  і  е е ь. ар і ь 
ре р і  

 ь         є 
    .  ь   є ь  

ь ь  ’      ь,  
ь   .     є   
 ’ ,  ь    –  

 ь    (  )  ь   
 ь  ’  ь   ь  . 

є      . 

р а  2.  
   1 .5.1    ь  

    1C   2C  .  
ь ь  .      1C . 

є ,      ь  ’  є ь   
 D,  є   ,  ь   

 1C   2C  ( . 5.7). 

     1C  ь  ’  
      DC   C,   ь  

   1C  ь  ’     
   DF   F. З ,    

  1C ,  ь     D  
 CF,    ь  ’    D. 
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. 5.7 

   C(2,5;3)  F(6,25;0)  CF ь 
    1C . ь ь  1C ,  
є  C(2,5;3), є: 

1 24 3 4*2,5 3*3 10 9 19x x       . 

 ь ь  1C ,  є  F(6,25;0) 

є: 

1 24 3 4*6,25 3*0 25x x    . 

 ,     1C    

2519 1  c . 

 ,   ь  201 C .  
   1   ь   5 ,  ь  

є ь  ,  ь  ’      D –  
 ,  ь    1C   2C . 

 ь   1C .   ь  
 1C   19  25   ь   L  ь 

   D   CF.   1y  

ь   1C .   
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202314  xx

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 2 3 4 5 6 7 8 

2 2, 5 12, 51 2x x   
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1

1

          
.

  ь  C         
З L D C F

y
З D C F





  

  D є   C(2,5;3),  303*55,2*6 L  

( . .);    D є   F(6,25;0),  
6*6,25 5*0 37,25L     ( . .).    ь 

  1 :  

1

37,25 30 7,25
1,25

25 19 6
y


  


 ( . .    

1
). 

 ь  є,   ь   1     
(  ь  ь ь    19    ь  25 ) 

ь    ь    ь  ’  
 1,25 . . 

 ь     2 .  . 5.8 , 
     2  є ь   

 E  G  EG,  E(5;0)  G(11/ 4 ;3).  

 G ь     BC  ED. З  ь ь 
 2C ,  є  E: 

1 22 2,5 2*5 2,5*0 10x x     . 

 ь ь  2C ,  є  G: 

1 22 2,5 2*11/ 4 2,5*3 5,5 7,5 13x x       . 

З  ь     E є: 
300*55*656 21  xx  ( . .), 

   G: 

1 26 5 6*11/ 4 5*3 33/ 2 15 63/ 2 31,5x x        ( . .). 

 ь  2C : 

2

31,5 30
0,5

13 10
y


 


 ( . .    2C ). 

,  ь   2C     ь   

 ь    ь    0,5 . . 
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. 5.8 

 2. 

1. З  є    1  2. ’є   
 1  ь є   70%  ь   
 1  2.    1   

 70 ь  ь.      
є ь   1C ,      

 400 .     1 
є ь  4 .  1C ,    2 – 8 .  

1C . ь   1 є 30 . .,   
 2 – 120 . . : 

) ь     (   
ь   ь   ); 

) ь   1C ; 

)    1C ,     ь 
  1C ; 

) (     )  ь  
 ь     ь    
 1  %10 , %20 , %30 . 

2314  xx
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1 2 3 4 5 6 7 8 

1 22 2,5 12,5x x   

   
 2C  
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5.4. За а ь а а а а і і  р ра а я 

ь   П ( П) є ь  : 
  nT

n Rxxxx  ),...,,( 21
,  є ( є)  

ь   





n

j

jjnn xcxcxcxcxL
1

2211 ...)(           (5.8) 

 ь є   ь: 

1

, 1, ;
n

ij j i i

j

a x b i m


         (5.9) 

0, 1, , ,
j

x j k k n  
             

(5.10) 

 , 1, ; , 1, , 1, , , 1,
j ij i

c j n a i m j n b i m        ;  

, 1, ,
i

i m   –    , ,   . 

 (5.10) ь  ,  (5.9) –  

ь.  ,x   ь є  (5.9)  (5.10) 

є ь   ’  (  , , 
)  .    ’  ЗЗ  

є ь    (  ) ЗЗ . 
    X : 

1

1

( ,..., ) : , 1, ; 0, 1, , .
n

T n

n ij j i i j

j

X x x x R a x b i m x j k k n



      


  

 * ,x X   є ь    ( )L x   
( )   , є ь  ь  ’  

( ь  , , ) ЗЗ  

* arg min ( )
x D

x L x


   * arg max ( ) .
x D

x L x


  

З ,    ь    ( )L x   
  ь   )()(1 xLxL      X . 

З  ь    ь   ( *)L x  є ь  
ь   ь  . 

  nT

n Rxxxx  ),...,,( 21
,  ь є  

i

n

j

jij bxa 
1

       )(
1

i

n

j

jij bxa 


,  1,i m  

є ь    n
R ,    nT

n Rxxxx  ),...,,( 21 , 
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i

n

j

jij bxa 
1

,  1,i m  

є ь    n
R . 

 1.   є ь    
  . 

 2.    є ь  
. 

,   ь X  (5.9) є   
. , ЗЗ  є    ( ) 

 ь   ( )L x     . 
 3.  x    X  є ь   

( ь ),       : 

,)1( 21
xxx    

 1 2 1 2(0;1); , ,x x X x x   . 

 4.      ь  
. 

Т  1. Н х   ЗЗЛП  ь X  є . 
Т  ь   ( )L x  є ь     

. щ   ь   є ь    
х  ь  х,   є ь    ь-  

, щ  є х   є . 
З   є,  ’  ЗЗ    

    .     
  ь    ь ,   ’   

ЗЗ  ь   ,  ь 
   ь    . 

5.5. С а ар а а а а і і  р ра а я. а , 
а  р ’я  

      
( ЗЛП)   : 

1

( ) min
n

j j

j

L x c x


          (5.11) 

 : 

1

, 1, ,
n

ij j i

j

a x b i m


          (5.12) 

0, 1, .
j

x j n      (5.13) 
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     1,

1,
,

j n

ij i m
A a




   T

ncccc ),...,,( 21 , 

T

mbbbb ),...,,( 21 ,      З : 
( ) ( , ) minL x c x         (5.14) 

 : 

bAx  ;     (5.15) 

.0x                  (5.16) 

   A   , 1, ,
j

A j n  1( ,..., )T

j j mj
A a a , 

є    З : 
( ) ( , ) minL x c x              (5.17) 

 : 

1

n

j j

j

A x b


 ;         (5.18) 

.0x             (5.19) 

ь-  ЗЗ  ь       : 
)   ь      

     (5.9)   –  
  (      5.2). 

П    "" . 

ь ,732 21  xx    
1 2 12 3 7,x x s     1S  – 

 ,   
1 0s  . 

П    "" . ь ,345,1 21  xx   
 

1 2 21,5 4 3,x x s     
2s  –  ,   

2 0s  ; 

) ь   
jx  (  ,     ’є   

 ,   ь)      
’є  : 

;
  jjj xxx  0,0  

jj xx .     (5.20) 

,  
jx =10  0,10  

jj xx ;  8jx    

 0, 8
j j

x x
   .     

jj xx ,  ’є ; 
)  ь   ( )L x  є ь ,   

)()(1 xLxL       ь   )(1 xL . 

р а  1.  З ь   : 

max25,13)( 3211  xxxxL  
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3,

2 2,

2 3 1,5 15,

0, 0,

x x x

x x x

x x x

x x x R

  

   

  

  

 

   . 
Д   є       є  :  
)   ь   

1( ) ( )L x L x  = 
1 2 33 1,5 2x x x    ; 

)       ( ) 
 

4x   є  ь; 

)   ( )  
5x     

 ; 

) ь    
3x       333 xxx ,  

3x   
3x  – 

’є  ;      ь   )(1 xL   
 . 

 ь       : 
min225,13)( 33211  

xxxxxL  

 : 

1 2 3 3 4

1 2 3 3 5

1 2 3 3

1 2 3 3 4 5

2 3 3 3,

2 2,

2 3 1,5 1,5 15,

0, 0, 0; 0, 0, 0.

x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x

 

 

 

 

    

     

   

     

 

,    ЗЗ   З  ь  ь  
   ,     ь   

.     1 ЗЗ  ь    3
R , 

 З  –   6
R .  

,   ь , є ь ,   З  (5.14)-

(5.16) є ь   

,nmrangA      (5.21) 

   ь bAx   є   є  ’ . З  
(5.21) є,  ь      

, 1,
j

A j n  є  m. 

  ’   bAx   є ’є ,  
 ь X  є ь . 

 1. ь   ’  х   
 є ь  ,     

jA ,  ь 
  

jx  ь  ’ , є  . 
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ь      ’  З  
є m. 

 2.  ’  є ь  ,  
     є m. 

 3.   ’  є ь  ,  
      m. 

   (   ь ), : 

)     ’    m  

 є : 

1 2( , ,..., ,0,...,0), 0m jx x x x x    mj ,1 ,         (5.22) 

  
mAA ,...,1

 –  ;   ь 
,  є  ’  х,     

),...,( 1 mAAB   –   ( ,    
  є ); 

)     ’ : 
1 2( , ,..., ,0,...,0) , 0T

r j
x x x x x    1, ,j r r m  ,   (5.23) 

  
rAA ,...,1  –  ,  ь   , 

 є ’  (5.23), є ь-   m   
,  є  rAA ,...,1 .    є 
  ( ,        
  є ). 

 4. З  
jx ,  ь   ь 

,    ь . 

,        ,  
 – ь ,        є 

 . 
Т  1.  ’  x  ЗЛП є    

 D    ь  ,  x  –  ’ . 
р а  2.  Д  З : 

min2354 4321  xxxxL  
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1 2 3 4

1 2 3 4

2,5 3 4,

2 2 4,
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x x x x

x x x x
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’ . )    
2x   

3x ,  
  1x   4x .  01 x , 04 x       

ь є : 

2 3 2 2

3 2 32 3

2,5 3 4, 8,5 16, 16 / 8,5 32 /17,

4 2 , 4 64 /17 4 /17.2 4 | 3

x x x x

x x xx x

      
          

 

, (0;32 /17;4 /17;0)T  –   ’ ;  











2

5,2
2A   










1

3
A3  ь ;   








 


1      2

3  5,2
B ; 

)    1x   2x ,     

3x   4x .  03 x , 04 x     ь є : 
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,42

,45,2

1

2

21

21

x

x

xx

xx
 

,  4;0;0;0
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 –   ’ ;  









1

1
1A   











2

5,2
2A  ь ;   










2     1

,52  1
B . 

5.6. а і а а а а і і  р ра а я. е  
р а а– а а ере р  ер   а і 

1. а і а а а а і і  р ра а я 

  П ( П) є ь    : 

min),()(  xcxL  
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, 0,Ax b x   
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1

, 1,
n

i i j j i

j m

x x b i m
 

   ;         (5.25) 

0, 1,
j

x j n  ;                (5.26) 

0, 1, .
i

b i m         (5.27) 

Д    З  (5.24)-(5.27) є ь   ’ :  

1( ,... ,0,...,0) ;T

mx b b     
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1

...

0

0

0

mA ; 

 :  
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 :  
mxx ,...,1

;  
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nm xx ,...,1 . 

З  З  (5.24)-(5.27)    (    
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min),()(  xcxL  

 : 

Âx b ;      (5.28) 

0;0  bx ,                (5.29) 

 
1

ˆ ( , ,..., )
m n

A I A A , I     mm , 

1( ,..., ) ,T

j j mj
A    

11, ; ( ,..., )T

m
j m n b b b   . 

  :  З  (5.14)-(5.16)  
  (5.21),      , ь  

  :  m -  
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 A  ь ,    ),...,( 1 mAAB  . 
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2. е  р а а– а а ере р  ер   а і 

 є   -  ’  З  є  
   ’   . 

   ’  

1 1 1( ,..., , , ,..., ,0,...,0)T

r r r mx b b b b b   

З  (5.24)–(5.27)    ’  

1 1 1( ,..., ,0, ,..., ,0,...,0, ,0,...,0) ,T

r r m sx b b b b b 
 

 є  З ,  
      ( 1, )

r
x r m ,   

( 1, )
s

x s m n      .   є ь  
  –  (    

  ). 
   ь (  r - )   

sx :  ь  
  i -   ( ri  ) є  r - e ,  ь   

 /
is rs

  ,  r - e  ь   1/
rs

 .   ь 
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1

1
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n

i ir r ij j i

j m

n

ir r ij j i

j m

x x x b i r r m

x x b i r

 

 

 

 


     



   





 (5.30) 

 

, 1,..., 1, 1,..., ,

, ; 1, ;

ij rj is rs

ij

ij rs

i r r m

i r j n

   


 

    
 

 (5.31) 

, 1,..., 1, 1,..., ,

, .

i r is rs

i

i rs

b b i r r m
b

b i r

 

   

  
       (5.32) 

З (5.31)  s -   є : 
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0, .
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i r

i r



  

 

Д      ,   
  0, 1,

i
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 ,  ь  
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  ’  є : 

1 1 1 1, 1 1,( ,..., ,0, ,..., ,0,..., ,0,...,0) .T

s s r s r s r s r s m s ms s
x b b b b                 

,  0
r s rs

b    ,   ь   L    x  

   : 

 
1 1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( ) ,

n m m m

i i i i s is s s i i s s s i is

i i i i
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i i s s i is s s

i i

L x c x c b c c b c c a

c b c c L x
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 -  
s  є ь    

1

m

s s i is s s

i

c c c z


     .    (5.36) 

 ь,  -    
ь . 

І  (5.35) є,   0s   0 s
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х   x   ь   L  є ь    
ss ;  0

s
  ,   ь    є ь  (  
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Т  1. (  ь   ’  П). 
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, 
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L x
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І. є ь    є ь  - : 
c   a  1c  2c  … s

c  … n
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 x  0
a  1

a  2
a  … s
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 0 0

min | 0, 1, ,

min | 0, 1, .

s j j

r rs i is is

j n

a a i m  

     

  
 

 

V.   (5.30)–(5.32) (   ь  b  

 0
a ), є   A   ь 0

a ;  
r

x  є     ,   
s

x    
; є  

r
c  є   

s
c ;    І. 

,  r -  , s -  ь   
rs  ь 

 ( ’ ). 

р а  1. ’   -  ЗЗ : 
  1 23 4 maxL x x x    

 : 

1 2

1 2

1 2

2 2 5,

2 2,

0, 0.

x x

x x

x x

 
 

 
 

’ . 

,    3x  i 4x ,   З  
(  є  )  : 

  1 23 4 minL x x x     

 : 

1 2 3

1 2 4

2 2 5,

2 2,

0, 1,4.j

x x x

x x x

x j

  

  

 

 

1-  : 
І. є    є  -  1. 

 1. 
   -3 -4 0 0  

 x  0a  
1a  

2a  
3a  

4a  Θ 

0 3x  5 2 2 1 0 2,5 

0 4x  2 2 -1 0 1  

   0 -3 -4 0 0  

 

ІІ. є : 
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1 1 3 11 4 21

2 2 3 12 4 22

0 5 0 2 0;

3 0 0 3,

4 0 0 4.

L x

c c c

c c c

 

 

    

         

         

 

III.    IV. 
IV. З   2s   (   2  ь ). 

є   0

1 1 1 2 / 2 1sa    ,  
12 0  ,   

1r  . 

V. є   A   ь  ь 0
a : 

11 1211 12

13 1413 12 14

2 / 2 1; 1;

1/ 2 0,5; 2 0;

   

    

   

    
 

11 22
21 21 22

12

23 23 13 22 12

24 24 14 22 12

2 2( 1) / 2 3; 0;

0 1( 1) / 2 0,5;

1 0 1;

   


    
    

      

     
    

 

0 0

1 1 12

0 0 0

2 2 1 22 12

5 / 2 2,5;

2 5( 1) / 2 4,5.

a a

a a a a





  

     
 

З  
2x    ,   

3x  ;    І. 

2-  : 

I.   -  2. 

 2. 

c    -3 -4 0 0  

 x  0
a  

1
a  

2
a  

3
a  

4
a  Θ 

-4 2x  2,5 1 1 0,5 0  

0 4x  4,5 3 0 0,5 1  

   -10 1 0 2 0  

ІІ. є : 

 
1

3

( 4) 2,5 0 4,5 10,

3 (( 4)1 0) 3 4 1,

0 (( 4) 0,5 0) 2.

L x       

         
      

 

ь  0, 1,4
j

j   ,   .  , 

 ь  ’  З :  * 0;2,5;0;4,5
T

x    ь  

 ь    * 10L x   ,  ь  ь  
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’     * 0;2,5
T

x    ь   ь  

  * ( 10) 10L x     . 

5.7. С е - е  а  аріа  

1. ’я а я СЗ   n  і  ра і    
р рі 2

R  

    ’   
  : 

1

min
n

i i

i

c x


  

 : 

0

1

, 1, ; 0, 1,
n

ij j i j

j

x a i m x j n


     

 ,    A  є 2 .n m    

   ’   , , 

,    
1 2 2, ,...,

n
x x x       

nn xx ,1 : 

 
 

 

1 1 1

2 2 1

2 2 1

, 0,

, 0,

........

, 0.

n n

n n

n n n n

x x x

x x x

x x x











  

 

 

 

 

  ь   ь , 1, 2
i

x i n    
i

 , 

      2
R : 

 
2

1 1 1

1

, min
n

i i n n n n n n

i

c x x c x c x


  


    

 : 
 
 

 

1 1

2 1

2 1

1

, 0;

, 0;

.....

, 0;

0, 0,

n n

n n

n n n

n n

x x

x x

x x

x x











 









 

 

 ’ є ь  . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



305 

 

р а  1.   ’    : 
  5 45 2 maxL x x x    

 : 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

2 4 2 7 18;

2 5 6 19;

2 4 7 13 4;

0, 1,5.
i

x x x x x

x x x x x

x x x x

x i

    
      
     
  

 

, 5, 3.n m       ь A . Д  
ь      ь     

A : 

2 4 2

det 1 1 2 8 4 0 0 8 16 4 0

0 2 4

A


           


. 

З   ,    A  є 3 (  

5 2 3rang A m    ). 

  321 ,, xxx   54 , xx ,   
  : 

 

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

2 3 4 5 2 3 4 5

1 2 3 4 5
2 3 4 5

2 5 6 19;
2 5 6 19;

7 13
2 4 7 13 4; 2 2;

2 2
2 4 2 7 18;

2 6 11 19 20;

x x x x x
x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x
x x x x

                        
           

 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 3 4 5 2 3 4 5

3 4 5 3 4 5

1 3 4 5

2 4 5

3 4 5

2 5 6 19; 2 5 6 19;

7 13 7 13
2 2; 2 2;

2 2 2 2

2 4 6 16; 2 3 8;

17 25
4 21;

2 2

1 1
14;

2 2

2 3 8;

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x

x x x

x x x
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1 4 5 1 4 5

2 4 5 2 4 5

3 4 5 3 4 5

1 1 1 1
11; 11;

2 2 2 2

1 1 1 1
14; 14;

2 2 2 2

2 3 8; 2 3 8.

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

       
 
          
 

       
  

 

  ’є   1 2 3, ,x x x  є  
     2

R : 

   
   

4 5

4 5

4 5

1/ 2 1/ 2 11 0; (1)

1/ 2 1/ 2 14 0; (2)

2 3 8 0; (3)

x x

x x

x x

  
    
    

 

4 50, 0.x x   

З   ь    
4 5( )x Ox  –

’  ABCDO . 

є         
5 45 2 50x x    5 45 2 100x x  . 

є    ь  . 
 ,  ь   ь   є ь   

  3;25 :B  

* *

4 53, 25.x x   

 
   ь    321 ,, xxx : 

(18,4;9,6)C  

(2) 

(1) 

(3)    

(4;0)D  

(0;22)A  

30 

28 

 

 

20 

 

 

10 

 

2 

( ) 100L x   

(3;25)B  

( ) 50L x   

5x  

   2    4    6         10  12        16  18  20 

4x  
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*

1

*

2

*

3

1/ 2 3 1/ 2 25 11 0;

1/ 2 3 1/ 2 25 14 0;

2 3 3 25 8 77

x

x

x

      
       
       

 

 ь   ь   

 * 5 25 2 3 131.L x       

   ь   ’  З . 

2.  С е - е  р ’я а я е р е  а ар  а а і 
і і  р ра а я 

З  2 .  З  ),(maxarg xc
Xx

    
1( ,..., )T

nc c c  

   

 0 , 0, n
X x Ax a x x R   , 

 A –   nm : 

 
11 12 1

21 22 2 0 0 0 0

1 2

1 2

...

...
, , ,...,

....................

...

n

Tn

m

m m mn

A a a a a

  
  

  

 
 
  
 
 
 

. 

  A  ь   1 2, , ..., .n
a a a  

П щ  2. ( )i  –   A  є m ; ( ) n m ii ; ( )iii  –  

 X  . 
 1. Д  ’  x  (   x X ) 

є ь   ( ) ’   2,   
 j

a ,  є    )0( jx , -

. 
 2.   ’  x  ь   m  

-  ,  є   j
a ,   

ь    ’  x . 
 3.  ’  x  є ь  ,  

     є m  (    m ,  
 ’  є ь  ). 

 4.     є ь  
,     ’   . 

 5.   ’ ,  ь 
  , ь  ,   – . 

 ь        
1 2, , ..., mii i

a a a ;   1: , 1, .
k
i n k m   
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  kia  ь   
ki   є  k ,  

 є  .  B ,     miii
aaa ,...,, 21 , 

є ь   

),...,( 1 mii
aaB  . 

 -  ’   2 є ь    
 ’    .     
ь    ’   ь ь.  

 ’   ь ,  є ь  ,  є  
     ’ , ь  ь  

 ь . Ч      ь  
’   2,  є ь  ь ь   

 2   X . 
 2 

.  I. З   ( ) ’  1 1 1

1( ,... )T

nx x x  

 2,  miii
aaa ,...,, 21  ь   ’    

 1
B ,      B ,  є ь  

  miii
aaa ,...,, 21 . 

(     ь  ’ ,  
є   1 (1,0,...,0) ,...,

i T
a   (0,0,...,1) .mi T

a   Д  
     ’  ь 

 3). 

II.     miii
aaa ,...,, 21   n

aaa ,...,, 10  

( ,   ,kjz  1, ;k m  0, ,j n  , : 

mi

m

ii
azazaza 02010

0 ...21  ; 

1 21

11 21 1... ;mii i

ma z a z a z a     

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
1 2

1 2 ... ;mii in

n n mna z a z a z a     

 : 

1 2

1 1 1

10 20, , ...,
mi i mo i

z x z x z x   ; 

,),...,(),...,,( 21

1

21

T

mjjj

T

mjjj Bzzz    1,j n . 

,        
  , 1, :kia k m  

0
kliz   ;lk   1

kliz   ,k l  

1, ;k m   1,l m . 

 .  III. Д    nj :1    

j

m

k

kjij czc
k

 
1

.    (5.37) 
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IV.    0 ( 1, ),
j

j n      1*x x    
 (  ь    ’  ь    

ь   є )
1

0


m

k

ki zc
k

; 

    nj :1  є ь 0 j ,     V. 

V.   1j . 

VI.   0 j ,     VII;     VIII. 

VII.     mk :1  є ь  ь 0kjz ,  
  (  ь   ь   ),( xc   

 ( )    X );     VIII. 
VIII. nj  ,   1 jj      VI;  

    IX. 
IБ.        
 ns :1 ,  .0 s  З     s  ь  

  ’є   j ,   ’є   j    
 j . 

.   ksk zz /0    k ,   0ksz ,  
 ь    ь  0 . 

З     mr :1 ,  0rsz   00 / rsr zz . 

БI.     nj :1   

rsrjj zz / . 

БII.   
kj kjz z , 1, ;k m   1,j n . 

БIII.    ,  є    ria   
ь    s

a  (   sir  ). 

БIV.      n
aaa ,...,, 10     

  : 
 rk   

kj kj j ksz z z  , 0, ;j n  ;,...1,1,...,1 mrrk   

 rk   

jkjz  , 0, .j n  

XV.     ’  1 1 1

1( ,..., ) :T

nx x x  

,0

1

ki zx
k
    1, ,k m  

   1
x  ь . 

XVI.     III. 
Т  2. щ   щ  2   2 ,  
     ’   2  2 
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ь     IV(  ь   х ь  ь  
’   2),    VII (  ь   є ь , щ  

ь  ’   2 є). 
З  2.  j , 1,j n , ь    

 (5.37) ь    .     
 j       ,

j
     

 ,   

j j j s
     ,     1, .j n  

3.  е   а  а  

.  .      
 є . 

З  3 .  З  ),(maxarg xc
Xx

    

),...,,( 21 ncccc     X ,  є ь  : 
0

111111 ... axxx sss   ; 
0

222121 ... axxx sss   ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
0

11 ... knsksk axxx   ; 
0

1,111,1 ...   ksskk axx  ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
0

11 ... msmsm axx   ; 

0jx ,     1,j n . 

   3   1,...,s n
x x    

  1,...,s n
a a

 .       
 є,    3   ns  . 

П щ  3.   3 ,  00 ia , 1,i m . 

Д        ’   3 

  є    ь km     kmyyy ,...,, 21  

  ,    ь- ь   
 .     2 ’ ь   

       ь  
 ь  є .  ь  ’  „ ” 

 ь    ’     3,  
ь   ь  ’   3.  ,  

  2  ’ є ь ,   є ь   ь  
’  « » . 
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« »  є      kmn
R

  

(  )ms
R

 . 

З  3 ' .  З  
1 1

1 2
( , , , , , )

arg max ( )
n m k

m k
x x y y Y

y y y



   

 
   

 ,Y   є ь  : 

11111 ...  sss xxx   0

1a ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

nsksk xxx   ...11  0

ka ; 

1,111,1 ... yxx sskk       0

1 ka ; 

2,211,2 ... yxx sskk        0

2 ka ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
0

1 1 ... ...m ms s m k mx x y a       ; 

0,jx     1,j n ;  0iy ,   1,i m k  . 

З  3' є  ’   0 0 0

1 20,...,0, , ,...,
T

m
a a a    

 1 2 1, ,..., , ,...,s s n n n m k
a a a a a

     ,    є ь  
 1 – -  ’     

.  ь   3'  є ь  ’ , 
ь   ь      ь. З  

1,..., m k
y y   ь  ,   kmnn

aa
 ,...,1  – 

 . 

 3 

I.   2,   

 0 0 0 0 0

1 2 1, ,..., , ,...,
T

n m k
x x x y y   – ь  ’   3'  ь  

  3' – miii
aaa ,...,, 21 . 

II.       1:j m k   є ь  ь 
0,

j
y      (  ь     3 

,  є  ’ );  
0... 00

2

0

1  kmyyy ,     III. 

III.  ь    3'  ь   
, 1,...,j

a j n n m k    ,   , ь  ь  
  3' є    3,     

  00

2

0

1 ,...,, nxxx   ь   ’  
 3;  ь    3' є     
 j
a ,   kmnnj  :1 ,     IV. 
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IV.  0 0 0

1 2( , ,..., )T

nx x x  є  ’   3. Д  
    3    V. 

V.     n
aaa ,...,, 21    miii

aaa ,...,, 21   
є  kjz     ь , ,   
  miii

aaa ,...,, 21   , є   
  3,  є  ’  0 0

1( ,... )T

nx x ;  
   VI. 

VI. З     , 1:s
a s n ,      

miii
aaa ,...,, 21  є  rsz     ria ,   . 

    s
a  ь   ria  (   

sir  ). 

VII.     є  ,   
 (  ь   ь   ’   3  

 );     VIII.  

VIII.       n
aaa ,...,, 21  (    

БIV  1). 
IБ.     n

aaa ,...,, 21    miii
aaa ,...,, 21   

є  kjz     ь ,    
 V;     VI. 
Т  3. П   щ ь 3  3    

  х ь  ’   3    
, щ  є ь   l   ( l  –     3),  

є, щ   3  є х ’ . 
. Д  .   ь    

 ’   2   ,  ь   ’  
-  – ь       

 mn
R

 ,  ь  M  (  M  – ь   
).   ’  M -   є ь  

ь ь    2,  ь  ь  
’   2,  є ь ,   2  є  
’ . 
П щ  3'.   2 ,  00 ia , 1, .i m  

 3' 

I.   ь    0M . 

II.   2,   0 0 0 0

1 1( ,..., , ..., )T

n mx x y y  

– ь  ’     . 
M - . З  

  m
yyxx

MyMyMyxc
mn

 ...,maxarg 21
),...,,...( 11
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 : 

11212111 ... yxxx nn    0

1a ; 

22222121 ... yxxx nn    0

2a ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
0

1 1 2 2 ...m m mn n m mx x x y a       ; 

,0jx   1,j n ;   0iy ,   1,i m . 

M -  є   ’   00

1 ,...,,0,...,0 maa    
  mnn

aa
 ,...,1 ,       2. 

  ’  M -   2 ь ,   ь  
     ,  ь   

 2       X . 

III.      mi :10   є ь  00

0
iy ,   

 (  ь    0  є  ’ ); 
    mi :1  є ь  00 iy ,    0 0

1* ,...,
T

n
x x x   

  (   ь    0 0 0

1 2( , ,..., )T

nx x x  є 
ь  ’   2). 

Т  3'. Н х  є ь  щ  3'. щ   х 
ь  х ь M  M -  є ь  ’ ,  
 3'  є ь  2,  х ь 

ь   ’ ,  щ   х  х M -   
’ є ь ,   ’ є ь    2. 

р а  2.  ’  -  ь   : 
  1 2 32 7 minL x x x x      

 : 

1 2 3

1 2 3

2 3 4,

4 10 7,

0, 1,3.
j

x x x

x x x

x j

  

   

 

 

’ .    4x   5x      
  : 

  1 2 32 7 maxL x x x x     

 : 

1 2 3 4

1 2 3 5

2 3 4,

4 10 7,

0, 1,5.
j

x x x x

x x x x

x j

   

    

 

 

 З  є   5, 2; 2;1;7;0;0 ,
T

n m c    
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0 1 2
4 1 2

, , ,
7 1 4

a a a
     

             
 

3 4 5
3 1 0

, ,
10 0 1

a a a
     

       
     

. 

А р  2 

I.  ( ) ’   1 0;0;0;4;7 ;
T

x    

1
1

,
0

i
a

 
  
 

 2
0

1

i
a

 
  
 

 ( , 1 24, 5i i  ).   
1 0

,
0 1

B
 

  
 

 

1
1 0

0 1
B

  
  
 

. 

II. З  є      
 , 0,j
a j n : 

   
   
   

   
   
   

10 20 11 21

12 22 13 23

14 24 15 25

0 : ; 4;7 ; 1: ; 1; 1 ;

2 : ; 2; 4 ; 3: ; 3;10 ;

4 : ; 1;0 ; 5 : ; 0;1 .

j z z j z z

j z z j z z

j z z j z z

    

    

   

 

1-  : 

III. є   , 1,5
j

j  : 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 11 21 1

2 12 22 2

3 13 23 3

4 14 24 4

5 15 25 5

1: 0 0 2 2;

2 : 0 1 1;

3: 0 7 7;

4 : 0 0 0;

5 : 0 0 0.

i i

i i

i i

i i

i i

j c z c z c

j c z c z c

j c z c z c

j c z c z c

j c z c z c

         

        

        

       

       

 

IV. ь  ,0,0,0 321       V. 

V-VIII. ь    5,1j  є 01 jz ,     IX. 

IX.   є  3s  , ь  73  . 

X. є   
0 0, 1,2,

k ks
z z k    :r  

10 13 20 23 01: 4 / 3; 2 : 7 /10 ; 2.k z z k z z r       

XI. є  2 10, 1,5:
j j

z j    

1 21

2 22

1: /10 1/10 0,1;

2 : /10 4 /10 0,4;

j z

j z




     
     

 

3 233: /10 10 /10 1;j z     

4 24

5 25

4 : /10 0 /10 0;

5 : /10 1/10 0,1.

j z

j z
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XII. З ’ є  є    : 
           
           

10 20 11 21 12 22

13 23 14 24 15 25

1 2 3 4 5

; 4;7 ; ; 1; 1 ; ; 2; 4 ;

; 3;10 ; ; 1;0 ; ; 0;1 ;

2, 1, 7, 0, 0.

z z z z z z

z z z z z z

    

  

            

 

XIII.    : 
 

2 3

1 2

3 1 3
; 4, 3, .

10 0 10

i
a a i i B

   
       

   
 

XIV. є    , 0,j
a j n    : 

10 10 0 13

11 11 1 13

12 12 2 13

13 13 3 13

14 14 4 13

15 15 5 13

0 : 4 0,7 3 1,9;
1:

1: 1 ( 0,1) 3 1,3;

2 : 2 ( 0,4) 3 3,2;

3 : 3 1 3 0;

4 : 1 0 1;

5 : 0 0,1 3 0,3;

j z z z
k

j z z z

j z z z

j z z z

j z z z

j z z z













      
       

       

      

     

       

 

 

20 0 21 1

22 2 23 3

24 4 25 5

0 : 0,7; 1: 0,1;2 :

2 : 0,4; 3: 1;

4 : 0; 5 : 0,1.

j z j zk

j z j z

j z j z

 
 
 

      
      
     

 

XV.     ’ : 

1

2

1 1

4 10

1 1

3 20

1

1: 1,9;

2 : 0,7;

(0;0;0,7;1,9;0) .

i

i

T

k x x z

k x x z

x

   

   



 

XVI.    III.  

2-  : 

X. є   1,j n   (   2): 

1 1 1 3

2 2 2 3

3 3 3 3

4 4 4 3

5 5 5 3

1: 2 ( 0,1) ( 7) 2,7;

2 : 1 ( 0,4) ( 7) 3,8;

3 : 7 1 ( 7) 0;

4 : 0 0 0;

5 : 0 0,1 ( 7) 0,7.

j

j

j

j

j











             

             

           

        

          

 

V. ь  1 20, 0    ,     V. 
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V–VIII. ь    5,1j  є 0mjz ,     IX. 

IX.    є  2s  , ь  2 3,8   . 

X. є   
0 0, 1,2,

k ks
z z k    :r  

10
22

12

1,9 19
1: , 0

3,2 32

z
k z

z
    ,  0

19
, 1.

32
r    

XI.  , 1,5 :
j

j   

1 11 12 2 12 12

3 13 12 4 14 12

5 15 12

1: 1,3 / 3,2 13 / 32; 2 : 1;

3: 0; 4 : 1/ 3,2 5 /16;

5 : 0,3 / 3,2 3 / 32.

j z z j z z

j z z j z z

j z z

 
 


      
      
     

 

XII. З ’ є  є    : 

           

           
10 20 11 21 12 22

13 23 14 24 15 25

1 2 3 4 5

; 1,9;0,7 ; ; 1,3; 0,1 ; ; 3,2; 0,4 ;

; 0;1 ; ; 1;0 ; ; 0,3;0,1 ;

2,7; 3,8; 0; 0; 0,7.

z z z z z z

z z z z z z

    

   

           

 

XIII.    : 

1 2

1 2

2 2 3
; 2, 3, .

4 4 10

i
a a i i B

   
           

 

XIV. є      , 0,j
a j n    : 

10 0 11 1

12 2 13 3

14 4 15 5

0 : 19 / 32; 1: 13 / 32;1:
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2

1

2

kj

n

j

kj bx 


 ,   
21,k m ;      (5.61) 

0jx ,   1,j n .        (5.62) 
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 1X . 

 ’   3',  ь  , ь   
 (  ь  є  )  -

  

1

1

1 1

1 1 1

*( ) max
mn n

j j i i ij j
x X

j i j

y c x y b x 


  

  
      

    

   0iy , 
11,i m .      

 ’       
(5.61)  (5.62). 

 ь  є      
   ,    ь  

. 
 3 

.  I.   
1

1 (0,0,...,0)

m

y  . 

II.   1l . 

 .  III.   l
y y . 

IV.  ’    : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



350 

 

 

















 

 

n

j

n

j

jiji

m

i

ijj
x

xbyxc
1 1

11

1

1

maxarg   

  (5.61)  (5.62); 

  ’   *( )l
x y ,   )( l

yz  –  ь  
’   . 
V.    ),...,(

11

l

m

ll
hhh  , 

1 1 *

1

( )
n

l l

i i ij j

j

h b x y


  ,  
11,i m . 

VI.     l . 

VII.    

)( 11   ll

l

ll
hhyy  , 

   – ,  є ’є      є 
’є    ь. 

VIII.   1 ll      III. 
Т  3. щ  ь  щ  3    

ь ь : 

0l ,   ,...;2,1l    0



l

l ;   


1l

l , 

 ь 
1{ *( )}l

ly 
  є ь   ь   

 *( )y    0y ,  ь    ))(,( ll
yzy  

є ь   ь  ’    3'. 

5.11.  і а  е - е  я р ’я а я 
а а і і і  р ра а я  р і  

е е я  

З  0 .  З  
1

arg max
n

j j
x X

j

c x



     1( , , )

n
c c c    

  ь: 

 , , 1, ; ,n

j j j
X x Ax b x j n x R        

 A – m n - ; b  n-   ; , ,j j    1:j n  –  
. 

П щ  0. ( )i    1, 1

1,
( ) ( , , )j n n

ij i m
A a a 


   є 

; ( ) ; ( )m n m  ii iii   ь X – . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



351 

 

 1. Д  ’  
1( , , )T

nx x x    0 є ь  
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a a . 

IV.    
1 , , mii
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’  .  ь ,     
 ’  ,      .  

1.  І ера і  е  е ь  

З  1. З   arg max ,
x

c x     n
Rc   

: 
    0, 0,i

i ix a x a   1, ;i m  

   , 0,j

m j jx x e x     11, ,j n  1n n ,        (5.71) 

 i
a  – i -  -   A   2 .5.7; 

j
e  – n -  

     j -  . 
  0, 0,m i i

m ia e a


   
11,i n ,   (5.71)  1 

     : 
    0, 0i

i ix a x a   , 
11,i m n  .        (5.72) 

    ,  ь   є 
. ’   1 є    . 

  ь   1   (5.72) ь   
    ь  : 

       
1 2

1

,
2

m n

i i

i

g x c x x x
  





    , 

 

   
 

0, 0,
1, 0.

i

i

i

x
x

x
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Д  ’     є ь  
є  ,   ь    є   

’   1. 
 1 

.  І.   ь    0 n
x R .  

ІІ.    0  . 

ІІІ.  0k  . 

 .  IV.  : 

  ,k k

i i x   
11,i m n  . 

V.   є   g    k
x x  

   
1

1

m n
k k k i

i i

i

g x c x a   




    . 

VI.   : 

  , ,k i k

i
a g x    

11,i m n  . 

VII. Д    11:i m n    ,   0k

i  ,   
k k k

i i i            

1 2
...

s

k k k

i i i
     . 

VIII.   

       

   
1

1

,

.

k k k

m n
k k k k k

i i i i

i

g x g x c g x

x g x

  



  


     





    



   


 

IБ. З    1:l s ,   ь  : 

  0
l

k

i
   ;    

1
0

l

k

i
 


 . 

X.     

       
1 1 1l l l l l l

k k k k k k

k i i i i i i
          

  
         . 

XI.     

 1k k k

kx x g x    . 

БII.  1k k       IV. 

Т  1. П ь  
0

k

k
x




,    1,  

ь  0 n
x R   0   є ь: 

 1lim , 0k

k
d x X

 , 
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 X   – ,   є ь    g ;  1 ,d x Y  – 

ь   x    Y . 

Т  1'.  ь  0   є  0 0  , щ   ь  

0   ь  
 1 , *d x X   

є ь   ь  x X ,  *X  –  ’   1.  
З  1  1' є,   ь    k     

 k
x ,      1, ь  є 

’   1. 

2.  І ера і  е , я  р є і а  і  
а ра а 

З  2 .  З   arg max ,
x X

c x


    n
Rc    

: 

 0| , 0, n
X x Ax a x x R   , 

 0 m
a R ; A  –   m n . 

П щ  2.  *X  ’   2 . 
       

   є    ’   
  .   ь ’   2 

  ь ь  1k ,  ь   є  
       (  ь  

є ь ,      ’ є ь   
 ь ь ). 

 2 

 .  I.  ь     
 0 m
y R . 

II.  ь  ь  є  

 
0
, 0,k kk

 


  0, 1, ...k  . 

III.   0k  . 

 .  IV.     

      2
0 0, , , ,

2

k
k

x y c x y a Ax Ax a
      . 

V.   0k
x       

   
0

, , min , ,k k k

k k
x

x y x y   


 . 

VI.        
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 1 0k k k

ky y a Ax    . 

VII.   1k k       IV. 

Т  2. щ  ь  щ  2   ь 
х є   

0k k
 


, щ  0, 0, 1, ...,

k
k       2 

,  ь    1k , щ  1 *
k

x X , 1 *
k

y Y ,  
*, *X Y  –  х   Л  

     0, , ,x y c x y a Ax   . 

Ч  1k   ,     0 , *y Y  . З   

ь  0
y  ь    , щ   0    2 ь  

  ,   1 1*, *x X y Y  (   , inf
y Y

x Y x y


  ). 

З  2.     2 є  
  є  ,

k
  0,1,...k  . 

З ь  k
        .  

   k
   ’     

 , ,k

kx y  .  ь   k
      

. 

3. І ера і  е  е ре а 

З  3 .  З  0

1

arg min
n

i i
y Y

i

y h



     

 0 0 0

1 ,..., nh h h       

1

| 0, 1, ;
n

j

j i i

i

Y y b y h j m



   


   , 1, ; n

i i i
y i n y R      . 

    1,..., n
y y y   n

R    

 1 1,...,
m

x x x    1m
R

    

00

1

11
1 1

1

1

0

... ,

n

n

n

m m
m n

hh

b hh
x y y

b h h

   
   
          
            

  
     (5.73) 

  n -  « » 

 | , 1,
i i i

y y i n        
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       1m
R

 .   ’  

 3 ь    ь    ,   e  , 

   11,0,...,0 m
e R

   ( ь       * ). 

   є     
 ’  x        

’  y   3 ( ь  ’  x  є ь  
 0 ). ’є  ь ь    

.      3 є ь  
  « »  ь    

 . 
 3 

.  I.   1m
g R

  ,   , 1g e    (  
(1,0,...,0)e  ). 

II.  : 

 0 1, ,...,i m

i i ia h h h , 1,i n ;  10, ,...,
m

c b b . 

III. З   0l   – ь ь « »  ’  

    (   10;20l ). 

IV. З    0;1  , 0  ,  * 0 * 1d d  , * 0  , 0 0  , 

0 0  . 

 .  V.  : 

 ,i

i a g  , 1,i n . 

VI.   : 

, 0,
ˆ

, 0, 1, .
i i

i

i i
i n

 


 





  
 

 

VII.    

1

ˆˆ .
n

i

i

i

x c a


   

VIII.    

   0
ˆ,f g x g .          (5.74) 

,   x̂  – ’   

   0min ,
x

x g f g


 , 

 ь   0f g  є      0*: *f g  . 

IБ. З      1,...,n      : 

i  ,  
i

i G
a  , 
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G

z  є ь   ь  z    

 e    ,   G ,  ь  z  ь  
 g ,  є ь    

 ,
G

z z z g   .    (5.75) 

X.     
ˆ i

i

i

x c a





  . 

XI.    1v  . 

БII.   Â   ’    
 : 

 
[ ; ]

arg min || ||
i i i

i

i G
y

i
i

x y a




   

 ,   (5.76) 

  || ||
G

  є ь    (5.75). 

БIII. З   ’  ,v

iy i  ,  (5.76), 

 l    Â . 

БIV.   
v i

i

i

x x y a


  . 

БV.     
     0 0,x g f g f g   . 

 *  ,          IБ;  *  , 

    XVI. 

БVI.    0,x x g e    ,    (  ь   
 x  є ь   ’   ,   

 1,..., n
y y y ,  

, ;

ˆ , , 1, ,

v

i

i

i

y i
y

i i n





  
 

 

є ь    ’   3);     

XVII. 

XVII.    

    egxxegxx ,~~,~~  . 

БVIII.    
   , ,i

i ia e     , 1,i n . 

БIБ.   
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, 0,1

, , 0.

v

i i i

i v
i i i i

y
d

x x g e y


 


 






  
 

  
 

 

ББ.  *d d  (  ь    (5.76)  ’   
 ),   1v v       ІІІ, 
     Â   ’  

1v

iy
   (5.76),    1v  -  « » ;  *d d ,  

   І    g .  

(« »  ь   І–   3. 
  g  є ь   

    1 ,g g e g        , 

    arg max min ,
x

x g


 


  .   І–   

 «  » є ь       
  . 

  ,x g  є ь    * ,    
0

G
x  ). 

І.     
   0 0, ,c e     ,   0 ,c g  . 

ІІ.    1 1;0 ,w    1 0;1w  . 

XXIII.   Д    1 2,w w w    

  1 2

0

1

, 0,
,   .

n
i i i

i

i i

w w
w

  
  








  
  


  

ББIV.   1 0w  ,    (  ь   

 3  є ’ ),   1 0w  ,     XXV. 

XXV.    1j  . 

ББVI.   

 1

2

j j j
w w    . 

XXVII.     0j   ,   

1j j
w   ,  

1 , 1,j j
w w j j

      

    XXVIII;    0j   ,   

1 1,j j j j
w w w    ,  1j j  , 

    XXVIII. 
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XXVIII.   
0|| || ,j j

w w w       XXIX;  
   XXVI. 

ББIБ.  

   2 2 1 1

j j j j
w w w w     , 

  1 2,j j j
w w w ;  1 2,j j j

w w w   . 

XXX.     
  1 ,g e g     . 

XXXI.   g g       V. 

Т  3. Н х     V–БББI ь  
 k

g    
1k

g
 . Н х   х  є ь   , 

  ’    (5.76)   k
x (  

х      І), щ  ь є  *d d . Т  

     1

0 0 1 *k k k

G
f g f g x d    , 

  0f g  є ь   (5.74),   || ||
G

  –  (5.75). 

 3   ь ь  ь  
’  x       ’  y  

 3. 
З ь j j

w w     є   1 2
j ,   

ь 0w  є ь        j . 

4.  А р  «Зає ь» р ’я а я ря  і  а а  і і  
р ра а я 

З  4  (  ). З   arg max ,
x X

c x


   

 n
Rc     

 | , 0, ,m n
X x Ax b x b R x R    . 

З  4' (  ). З   arg min ,
y Y

y b


   

 m
b R     

 | , 0, ,n m
Y y yA c y c R y R    . 

П щ  4. З  4  4' ь ’ . 

’     4  4' ь   ’  

    : 
 

 
 

, , ,
arg min , , ,

x y
g x y

 
   

 : 

0, , , 0, , ,n m
x x e y y e                          (5.77) 
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           , , , , , , , ;g x y y b q y c x p x        

   max , 0 ;q y yA c       max , 0 ;p x Ax b   

,n n m m
e R e R   –    ; ,    , 

 ь ь  1 3, 0    . 

   *, *, *, *x y    – ’   ,  *x   

’   4,  *y  – ’   4'. 

 4 

.  I.  ь    
0 0,n m

x R y R   . 

II.    ,     : 
1 3, 0    . 

III.    0 0 0

1 ,...,
T

n
   ,  0 0 0

1 ,..., m   ,  

ь ь  (5.77)  0 0,x x y y  . 

IV.   l    1ˆ ˆ
2

l   ,  ь  

 . 
V.   0  ,  є ь  

ь    4  4'. 

VI.  0 0,x x y y  , 0 0

1, , ,         1 ,    0 ,y y  

0, 1, 1 2d k    . 

 .  VII.    x̂ y   

           1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,..., , ,...,

T

n m
x y x y y x y x y x    : 

 
0, 0,

ˆ 1,
, 0,

j

j

j j

q
x y j n

q


  
; 

 
0, 0,

ˆ 1,
, 0,

v

v

v v

p
y x v m

p


  
, 

 

   max ,0 ; max ,0p Ax b q c yA    . 

VIII.    
1kx 
  1k

y


: 

   1 ˆ1k k
x x x y     ; 

   1 ˆ1k k
y y y x      

  1 1,k k
x x y y

   . 
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IБ.  ˆ  ,     ,  ˆ  ,     

ІІ. 
X.   1,k k d d          І. 

БI.  d l ,   0,
2

d
       VII;  

d l ,     VII. 

БII.    ,x  ,    ,x   є ь   

 

       , , , , max ,0x c x p p Ax b             (5.78) 

   ,x   . 

БIII.  1  ,     БIV,     

XVII. 

БIV.   1  , x x . 

БV.   

   max , n
x x e    

   x  . 

БVI.    ,y  ,    ,y   є ь   

 

     , , ,y y b q    ,  max ,0q c yA          (5.79) 

   1 ,y   . 

БVII.    ,y  ,    ,y   є ь   

 (5.79),    ,y   . 

БVIII.  1  ,     І ,     

ІІ. 
БIБ.  1 , y y   . 

XX.    

   max , m
y y e    

   y  . 

ББI.    ,x  ,    ,x   є ь   

 (5.78)    1 ,x   . 

ББII.  
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 1 1 2
k

f    . 

ББIII.  

   1 1 1kf     . 

ББIV.    ,   ,k k
x x y y     ; 

    . 
Т  4. щ  є ь  щ  4,   k

x , k
y   

 
k

f ,    4, ь ь 
: 

   
0 0 0

lim *; lim *; lim , * , *k k

k
x x y y f c x b y

    
    . 

5.  І ера і  е , я  р є і а  і  
а ра а я р ’я а я  ар  а а  і і  
р ра а я 

З  5 .  З  
1

arg max
n

j j
x

j

c x

   : 

1

n

ij j i

j

x b


 ,  1,i m ;  0jx  ,  1,j n . 

Д    5 є . 

З  5'.  З  
1

arg max
m

i i
y

i

b y

  

 : 

1

m

ij i j

i

y c


 ,  1,j n ;  0
i

y  ,  1,i m . 

П щ  5.  ь  ’  *X   *Y , , 
 5  5'   . 
     ь  ’  

*X   *Y  5  5' ь       
      5  5': 

 

           
1 1 1 1

22

1 1

,

,
2 2

n m m n

j j i i ij j i

j i i j

m n

i i i j j j

i j

x y c x b y x y

x q x y y q y x
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1

m

j ij i j

i

y y c


   ,  1,j n ;     1 1,..., , ,...,
n m

x x x y y y  ; 

 
1

n

i ij j i

j

x x b 


   ,  1,i m ;    0, 0,

, 0;

u
u

u u


  

 

  2

0, 0,
2, 0 1 ,

1 2 , 1 ;

t

q t t t

t t

  
 


  
  

 

0   – . 
 ь       ,x y   ь  

0   є ь    * *X Y .     ,x y  

ь  є  . 
,   є     

      ,x y     

 
1 1 1 1

,
n m m n

j j i i ij j i

j i i j

x y c x b y x y 
   

      

 ь        

 є   (      
ь    3 .7.6). 

 5 

.  I.  ь    

 0 0, n m
x y R R  . 

II.   ь   0  . 

III.   0k  . 

IV.    j
y , 1,j n    i

x , 1,i m    

: 

 
1

m

j ij i j

i

y y c


   ,  1,j n ,   1,..., m
y y y ; 

 
1

n

i ij j i

j

x x b 


   ,  1,i m ,   1,..., n
x x x . 

 .  V.    k
 ,  

ь є   5. 
VI.     1 ,...,k k k

my y y     : 
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, 0;

1 , 0 1 ; 1,

0, 1 ,

k k k

i i i

k k k k

i i i i

k

i

y x x

y y x x i m

x

 

  

 

  
    




 . 

VII.     1 1 1

1 ,...,k k k

nx x x
     : 

  
    

   

2

1

max ,0 , ( ) 0;

max ,0 , ( ) (0;1/ ];
2

1
max ,0 , ( ) 1/ ,

2

1, .

k k k

j k j j

k k k k

j k j j j
k

j

k k k k

j k j j j

x y y

x y y y

x

x y y y

j n



 

 




    

               

             
 



 



 

VIII.     1 ,...,k k k

nx x x     : 

   
    

 

, 0;

1 , 0 1 ; 1, .

0, 1 ,

k k k

j j j

k k k k

j j j j

k

j

x y y

x x y y j n

y



 



    
      


 

  

IX.      1 1 1

1 ,...,k k k

my y y
     : 

  
    

   

2

1

max ,0 , ( ) 0;

max ,0 , ( ) (0;1/ ];
2

1
max ,0 , ( ) 1/ ,

2

1, .

k k k

i k i i

k k k k

i k i i i
k

i

k k k k

i k i i i

y x x

y x x x

y

y x x x

i m

  

    

    




  

            

           
 







 

X.   1k k       V. 

Т  5.  Н х  є ь  щ  5. Т  є  
 0  , щ  щ    k

    5  
 : 

0
k

   ,  0, 1, ...;k    lim 0;
k

k



  

0

lim
k

t
k

t






  , 
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0

k

k
x




   

0
,k

k
y




    5,  

ь  0   ь , ,  *X   *Y . 

5.14.  е  ара е р  р ра а я 

1. а  ая і ара е ра  і ь і  і  

З  1 .   З  1 2

1

arg max ( )
n

j j j
x

j

c c x


     1 2, ,
j j

c c  

1,j n   : 
0;Ax a  0,x   

  . 
П щ  1. ( )i   ь  1 – ; ( )ii  

  A  є ;m  ( ) .n m iii  

 1.   ’   1 ь   
   ,   j ,   , 1,j

a j n   
ь  ,     , ’є .  ь ь 

  ,    ь , є ь   
ь  ь  . 

      є (  
  ),    ( ; )     1 

’     – є ' , ,   ’  

є ь  ь  ’    .  ь   
 ’   1 -     ь  

   ,    ’     
ь   .      

   1    (  
  ь  ,  є   

 - ). 
 1 

.  I.  ь   .0  

II.   0.t   

   .  III.   .t   

IV.  0.k   З   ’    1 -

 (  0,t      '      
’   1   t

      ). 
  1  t   є ’ ,     V (  

ь  ь  : ь   ;...,,1 mii
aa  ь  
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’  
1( ,..., ) ;T

nx x
   є    n

aaa ...,,, 10   

ь  ,    , 0, ;
lj

z j n  1, ).l m  

  1  t   є '  (  ь    
1 ),     ББVIII (  ь     

 '      ;...,,1 mii
aa  є   ljz , , 

 ,   njt :1  є ,  0
tj

     ml :1  

є ь  0
tljz  ). 

V. Д    nj :1     j   

, 1, ,j
a j n   ь   1 ,..., mii

a a   1  t  : 
1 2;

j j t j
             (5.80) 

1 1 1

1

, 1, ;
l

m

j i lj j

l

c z c j n


        (5.81) 

2 2 2

1

, 1, .
l

m

j i lj j

l

c z c j n


        (5.82) 

VI.  k
    

2

2

1 2

0

,  0;

max( ),   .
j

j

k
j j


 

     
  (5.83) 

VII.   
k    

2

2

1 2

0

,  0;

min( ),   .
j

j

k
j j


 

     
          (5.84) 

VIII. : «  ь   1 ,..., mii
a a  

є ь    ь  ,  ь ь  
k k     ». 

  k k    ,   ;    
 IБ.  

IБ.  0,k    : 

1 1 2 2, , , ;m mi ii i i i
a a a a a a       1 1 , 1, ;

j j
j n     

2 2

0 0, 1, ; ;
j j

j n        , 1, ; 0, ,
lj lj

z z l m j n    

    ;     . 
Б.  ,k        VІІІ;    

  ns :1 ,  
1 2 2; 0s s k s           (5.85) 
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    I. 
I.      ml :1  є ь  0lsz ,    

: «    1  
k      

»     БVIII;     БII. 
БII.     mr :1 ,  ь є   

0 0
0

/ min( / ), 0.
ls

r rs l ls rs
z

z z z z z


             (5.86) 

БIII.    ,  є ь    ria  

 ь    s
a  (   )sir  . 

БIV.  , 1, ; 0, ;
lj lj

z z l m j n    1 1 ,
j j

    2 2 , 1, .
j j

j n     

БV.      n
aaa ,....,, 10     

  : 
 l r  

( / ) , 0, ;
lj lj rj rs ls

z z z z z j n    1, ..., 1, 1, ..., ,l r r m    (5.87) 

 

 l r  

/ , 0, .
lj rj rs

z z z j n        (5.88) 

БVI.    j   ,j
a  1,j n    

 1 ,..., :mii
a a  

 1 1 1/ , 1, ;j j rj rs sz z j n         (5.89) 

 2 2 2/ , 1, .j j rj rs sz z j n         (5.90) 

БVII.   1k k       VI. 
БVIII.  0   ,   ;   
0k       БIБ. 
БIБ.    ь  ,   

1 2,
j j

     є   ljz ,   

1 1 2 2, , ..., ;m mi ii i i i
a a a a a a      1 1 2 2, , 1, ;

j j j j
j n         

0 0;    , 1, ; 0, .
lj lj

z z l m j n    

ББ.     ns :1  ,  
1 2 2; 0s s k s     . 

ББI.     ml :1  є ь  0lsz ,    
 «    1  k

      
»,   ;     ББII. 

ББII.    mr :1 ,  ь є  (5.86). 
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ББIII.    ,  є ь    
ria   ь    s

a  ( ,  sir  ). 

ББIV. : 

, 1, ; 0, ;
lj lj

z z l m j n    

1 1 2 2, , 1, .
j j j j

j n        

ББV.   , 1, , 0, ;
lj

z l m j n   1 , 1, ;
j

j n   

2 , 1, ,
j

j n     (5.87) - (5.90). 

ББVI.   
1 1k k      (5.83)  (5.84). 

  : «  ь   mii
aa ...,1  є ь  

  ь  ,  ь ь  

1 1k k      ». 
 1k
    ,   ;     

XXVII. 

ББVII.   1 kk      ББ. 
ББVIII.     :

tj
  

1 2

1 1 1 2 2 2

1 1

;

;

t t t

t l t t t l t t

j j t j

m m

j i lj j j i lj j

l l

c z c c z c



 

    

      
 

(  , 1,
l

i l m   t
j     IV ). 

ББIБ.  02 
tj ,    : «З  1 є ’   

  ;   »   ;     БББ. 
БББ.    

 21

1 tt jjt  . 

 02 
tj ,    : «З  1 є '   

1 t »     БББI     1 t . 

 02 
tj ,    : «З  1 є '   

1 t »     БББII     1 t . 

БББI.         1 
 1 t ,   ;   1 tt    

  III. 
БББII.         1 
 1 t ,   ;   1 tt    

  III. 
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Т  1. щ   щ  1,     
 1     є  ь    

,  х  1  є ’  (   
ь  ),  є ь  ’  (   

ь    ь   ’ ). 

2. а  ая і ара е ра  ра  а а  е е ь 

З  2 .  З   arg max ,
x

c x     n
Rc  

  

1 2

1

, 1, ;
n

ij j i i

j

x b b i m 


                (5.91) 

0, 1, ,
j

x j n         (5.92) 

  – . 
П щ  2. ( )i  ь    2    

    ; ( )ii    A  є ; ( ) .m n m iii  

       є    
1 2

b b b   (   1 1 1

1 ,..., ,
T

m
b b b   2 2 2

1 ,...,
T

m
b b b )    

  ’є ,    є ь    2 
   . 

 2.  ь ь   ,    
ь , є ь   ь  ь  . 

   є  ь    ,  

   є ь  ь  ,   є ь   
  ,   є ь (   є),    

 2 .  є ь     
-   ’   2    ь  
   .  2 є ь     

 .      
.   ь ,   
 ь  ,  є    

 - . 
 2 

.  I.  ь   0 . 

II.   0.t   

 .   III.   t  . 

IV.   0k . З   ’   2  
- . 
  ь  ь  ь  ’   2   

 (  ь  ’   
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      1 2, , ...,
T

t t n t
x x x   ,    1 , ..., mii

a a ,   

, 1,
j

j n  ,  є    , 1,j
a j n    

  , 1, , 1,
lj

z l m j n  ),     V;   
ь  ь  ь  (5.91)  (5.92)  t  ,  

   БББI. 
 ь  ,     ( .  VI 

 1, .5.8) є   mlt :1 ,  00 tl
z      1:j n  

є ь  0
tl jz  ,  

0 , 1,
l

z l m  – є    
21

bb t     1 , ..., mii
a a   . 

V.  ’   ь 

 



m

l

ti

i

l

l xab
1

11   

 1 ( )
li t

x  . 

VI.  ’   ь 

 



m

l

ti

i

l

l xab
1

22   

  til
x 2 . 

VII.     1 1

0 ;
ll i t

z x    2 2

0 , 1, .
ll i t

z x l m   

VIII.  k
   : 

2
0

2

0

1 2 2

0 0 0
0

, 0,
1, ,

max( ), є 0.
l

l

k
l l l

z

z
l m

z z z




    
      5.93) 

IБ.   
k   : 

2
0

2

0

1 2 2

0 0 0
0

, 0,
1, .

min( ), є 0,
l

l

k
l l l

z

z
l m

z z z




    
   (5.94) 

Б.   : «  ь   1 2, , ..., mii i
a a a  

є ь    ь  ,  ь ь  
k k     »  

   XI. 

БI.  k k     ,   ;  
   БII. 

БII.  0k ,  : 
1 1 , ..., ;m mi ii i

a a a a    0 0, 1, ; ;
j j

j n        

, 1, ; 1, ;
lj lj

z z l m j n    1 1 2 2

0 0 0 0, , 1, ,
l l l l

z z z z l m     
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    БIII;     БIII. 
БIII.  

k   ,     ББI;    
 mr :1  ,  

1 2 2

0 0 0; 0r r k rz z z   . 

БIV.     ns :1  ,   

0

min( )
rj

s rs j rj
z

z z


   .        (5.95) 

БV.  : 
, 1, ; 0, ;

lj lj
z z l m j n    , 1, ;

j j
j n     

1 1 2 2

0 0 0 0, , 1, .
l l l l

z z z z l m    

БVI.     mii
aa ...,,1 ,  є ь   

 ria   ь    s
a  (   sir  ). 

БVII.     1, ..., n
a a      

 : 
 l r  

 / , 1, ;lj lj rj rs lsz z z z z j n    1, ..., 1, 1, ..., ;l r r m    (5.96) 

 l r  

/ , 1,
lj rj rs

z z z j n  .        (5.97) 

БVIII.   

 / , 1, .j j rj rs sz z j n         (5.98) 

БIБ.   1

0lz   2

0 , 1, ,
l

z l m    
: 

 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0/ , 1, ..., 1, 1, ..., ; / ;l l r rs ls r r rsz z z z z l r r m z z z       (5.99) 

 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0/ , 1, ..., 1, 1, ..., ; / .l l r rs ls r r rsz z z z z l r r m z z z        (5.100) 

ББ.  1 kk      VIII. 
ББI.  0 ,      ;   
0k       ББII. 
ББII.    ь  ,  

,  є  ,  : 
1 1 2 2, , ..., ;m mi ii i i i

a a a a a a      0 0, 1, ; ;
j j

j n         

1 1 2 2

0 0 0 0, 1, ; 1, ; , , 1, .
lj lj l l l l

z z j n l m z z z z l m         

ББIII.    mr :1  ,  
1 2

0 0r r kz z     2

0 0rz  . 

ББIV.    ns :1  ,  ь є  (5.95). 
ББV. : 
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1 1 2 2

0 0 0 0

, 1, , 1, ; , 1, ;

, , 1, .

lj lj j j

l l l l

z z l m j n j n

z z z z l m

      

  
 

ББVI.    ,  є ь    
ria  ь    s

a  (   sir  ). 

ББVII.  : 

, 1, ; 1, ;
lj

z l m j n    1 2

0 0, 1, ; , 1, ; , 1, ,
j l l

j n z l m z l m     

  (5.96) - (5.100).  

ББVIII.   
1 1k k     (5.93)  (5.94), 

.   : «  ь   miii
aaa ,...,, 21  

є ь    ь  ,  ь ь  
1 1k k      ». 

ББIБ.  1k
    ,   ;    

 БББ. 
БББ.   1 kk      БББIII. 
БББI.   1 2

0 0, , 1, ,
l l

z z l m    ,   

  V, VI, VII. 
БББII.  02

0 tl
z ,    : «   2 

    ;   »   ;   
  БББIII. 

БББIII.   

 2

0

1

01 /
tt llt zz . 

 02

0 tl
z ,    : «   2    

1 t »     БББIV     1 t ;  
02

0 tl
z ,    : «   2    

1 t »     БББV     1 t . 

БББIV.         2 
 1 t ,   ;   1 tt    

  III. 
БББV.         2 
 1 t ,   ;   1 tt    

  III. 
Т  2. щ   щ  2,     

 2     є  ь    
,  х   2 є ь    ь  

’ ,    2 . 
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За а я а ра  я а і  р   р і  5. 

1.  ь ,      
. 

2.   є     ь     
 ? 

3.   є        
  ? 

4.    ’    
. 

5.       n
R . 

6.      . 
7.   x X  є ь   ( ь )? 

8.      X  ь   
? 

9. Д    ’  ь    
? 

10. ь,       ь 
, , ь . 

11.   ’  ь  ( ) 
’     ? 

12. Щ  ь   ( ) ’ ? 

13.   ь ? 

14.   ’  ь ? 

15.   ’  ь ? 

16.      є ь  
,   ? 

17.    ( ) ’  ь 
,   ? 

18.   
0

x  є ь       
- ? 

19. З ь     , 1,
j

j n    -

       . 
20.     ь   ( , )c x    

  X ? 

21. З ь ,   -  є  
 ь  ’  *x    
. 

22. Ч    -   ’  
    ? 

23. ь   -  (   
 ). 
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24.  -  ь ь ? 

25.        
 ( )  . 

26.  ’    ь ? 

27. Щ  ь   ’   ? 

28.     ’   
  . 

29.  ь  - . 
30.      - :  ) ь  

ь  ’  *x   ; ) є,   
  є  ’ ? 

31.    є ь    
- ? 

32. ь ь    ’   
 . 

33. ь     ’ . 

34.   є    ? 

35.   є ь   ’   
 ? 

36.    є ь    
? 

37.     ’     
 ,  є   

? 

38.       
 ь         ь. 

39. ь  ь  ь   
.  є  є ь  n     

m   . ,      
j -    

ij  ь  i -  . є  

є  є   , 1,
i

b i m  ь  i -  
.  ,      j -   

( 1, )j n  є  є 
jc  ь . 

  ь  ь 1 2, ,...,
n

x x x    
   є ,    
ь  . 

40. ь  ь   ь   
 .    p  ь   r  ь  

 , , 1 2, ,...,
r

b b b  . ,  
 ь i -  ь  ( 1, )i p   j -   ( 1, )j r  
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є 
ij    ,      i -  

ь  є i
c  ь.  ,    

      ь ,  
 ь  ,      

  
i

d   i -  ь . 
41. ь      

, ’ ь  : 
) 1 2 1 2( , ) 2 max(min)L x x x x    

  

1 2 1 2 1 21, 2 3 6, 0, 0;x x x x x x       

) 1 2 1 2( , ) 2 max(min)L x x x x    

  

1 2 1 2 1 23 4 9, 2 4, 0, 0;x x x x x x       

) 1 2 1 2( , ) 3 4 max(min)L x x x x     

  

1 2 1 2 1 1 21,5 2,5 5, 2 4 7, 3, 0, 0.x x x x x x x        

42. ’ ь      
ь      : 

) 1 2 3 1 2 3( , , ) 2 max(min)L x x x x x x     

 : 

1 2 3 1 2 3 1 2 34, 2, 0, 0, 0;x x x x x x x x x          

) 1 2 3 2 3( , , ) 3 3 max(min)L x x x x x     

 : 

1 2 3 2 3 1 2 33 5, 2, 0, 0, 0;x x x x x x x x         

) 1 2 1 2 3 4( , ) 2 3,5 4,5 max(min)L x x x x x x       

 : 

1 2 4 2 2 1 2 3 42 6, 3 4, 1, 0, 1,4.
i

x x x x x x x x x x i              

43.          : 

1 2 1 2( , ) max(min)L x x x x    

 : 

1 2 1 2 1 21, 2 4, 0, 0 :x x x x x x       

) є є  ’ ; 
) є  ’ ; 
)  є ’ . 

44. З ь         : 
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4

1 2 3 1 2 4

5

1 2 3 4 1 2 3 5

5

1 3 5 1 2 3 1 3 4

2 0, 3 1, 0 ;

1, 2 1, 0 ;

2 3 3, 2 2, 1, 0 .

X x R x x x x x x x

X x R x x x x x x x x x

X x R x x x x x x x x x x

         

           

           

 

45. З   -     ’ ь  
  : 

) 1 2 4 6( ) 2 max(min)L x x x x x      

 : 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 6

1 2 3 4 5 6

2 2 2 0,

4 2 2 4 1,

2 2 4 2 3, 0, 1,6;
i

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x i

     

    

       

 

) 1 2 3 4 5 6( ) 2 2 2 3 2 max(min)L x x x x x x x        

 : 

1 3 4 5 6

1 2 4 6

2 3 4 5 6

2 2 1,

2 4 2 5,

2 2 0, 0, 1,6;
i

x x x x x

x x x x

x x x x x x i

     

   

      

 

) 1 2 4 4( ) min(max)L x x x x x      

 : 

1 2

1 2 3 4 5

0,

1, 0, 1,5;i

x x

x x x x x x i

 

      
 

) 1 2 3 6( ) 3 2 min(max)L x x x x x      

 : 

2 5 6

1 2 3 5 7

1 2 4 5 7

1,

2 2 2 3 0,

2 0, 0, 1,7;
i

x x x

x x x x x

x x x x x x i

   

    

      

 

) 1 2 3 4( ) 3 10 8 6 min(max)L x x x x x      

 : 

1 2 3 4

1 2 3 4

1

3 3 2 1,

3 2 1,

4, 0, 1,4.
i

x x x x

x x x x

x x i

    

    

  

 

46. Д  ь    45 ) - ) ь    
’ ь  - . 
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і  6  

 З ’ З А  ЗА АЧ І І  І 
С АС Ч  А А  

6.1. е  р е і  ра іє а 

1.  За а ь  е  

З  1 .  З   0arg min
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

  n
X R . 

П щ  1. ( )i   0f      
   X ; 

( )ii  X  –   ; 
( )iii     0 0 , 0 , , .f x f y x y x y X          

Ал ор т  1 

.  І.     0
x X . 

ІІ.   0k  . 

 .  ІІІ.    0

k
f x . 

IV.   
k

 ,  ь є     
 

0
k

        ;              (6.1) 

0 2 /
k

        .              (6.2) 

V.    k n
y R    

 0

k k k

ky x f x   . 

VI.   k

Xy  –   k
y     

 X . 

VII.  k
  є ь      (6.2),  

  k
 ,  ь є  

ˆ0 1
k

         (6.3) 

    VIII;  k
  є ь   (6.1),   

 k
   є   : 

     0 0
[0;1]

min ,k k k k k k

k X Xf x x y f x x y


 


       (6.4) 
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  0

2

,
min 1, ,

k k k

X

k k
k k

X

f x x y

x y
 

     
  

       (6.5) 

 2
1 2

2
0 ; 0k

  



         VIII. 

VIII.   1 , 1k k k k

k Xx x x y k k           ІІІ. 

З  1. є ь ,  
k

     є ь   
є   є   . 

  VI  1      
   k

y      .X   
ь     є  .   

  X ,   є ь   : 
1)   , 1,n

j j j
X x R x j n        , 

 

 
, ,

( ) , ,

, , 1, ;

j j j

X j j j jj

j j j

y

y y y

y j n

 

  

 

 
  


 

 

2)   0, 1,n

j
X x R x j n      ’є  ,  

 1( ) max(0; ), , max(0; ) ;
T

X ny y y    

3)   || ||n
X x R x a r      ,  

( ) ;
|| ||

X

y a
y a r

y a
 

  


 

4)   ( , ) ; , 0n n
X x R c x c R c       ,  

  2
( ) max 0; ( , ) ;

|| ||
X

c
y y c y

c
     

5)   n
X x R Ax b       (   A  

 ),  
1( ) ( ) ( ).T T

X y y A A A Ay b      

Т ор а 1. Н х  ь  щ  1  ( )iv   

    0

0 0 0 ,X f x f x x X   

; 
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( )v   0f x       х 0x X . 

Т   1 є  ь  
0

k

k
x




, щ  

   0 0min / , 1,2,...; 0k

x X
f x f x k k 


    . 

П  ь : )  щ    1 
k

  ь є  (6.1),  

k
  –  (6.4),    

         2
1 2

0 0 1 2 , 0,1,...,k k k k

X
f x f x x y k          

  0 min 1;2 ;     

) щ    1 
k

  ь є  (6.1),  
k

  

є ь   (6.5),   :  

–   1
k

  :  

      2
1

0 0 2 2 , 0,1,...;k k k k

X
f x f x x y k       

–     2

0 ,k k k k k

k k X X
v f x x y x y     : 

       221

0 0 1 2 2 , 0,1,...;k k k k

X
f x f x x y k        

) щ    1 k
  ь є  (6.2),  k

  –  
(6.3),    

      2
1

0 0
ˆ 1 2 .k k k k

X
f x f x x y        

2.  е  р е і  ра іє а я і і і а і  і  р  і і  
е е я  

З  2 .  З   0arg min
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

  

  , 0, 1, , ,j n

j
X x a x b j m x R      

 j n
a R ; 

1

j
b R ; 1,j m . 

П щ  2.  0f  –     
. 

  .  1. ь    
 1,...,m ,  ь m  ,    . 

2.   n m ,   є  j
a , j , 

    j ,   A . 
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3.   n
R    L ,   

 j
a , j ,   P . 

4.   j
a , j ,  ь  L ,  

,  ,   є n
R    L , є ь   

 

  1
T T

P A A A A


     .         (6.6) 

  j
a , j  –  ,    

   ,   ,j
a j   ь    

ь L ,    P P       

(6.6)     . 

5.   n
R   ь    L  

   
P I P


   , 

 I  –  n n - .  
6.    x   -   ,  

є ь   : 

    , 0, 1, ,j j
x j a x b j m x X        , 

 0  . 

Т  2.  x̂ X  ь    2   ь  , 
 

     
0

0

0 ˆˆ ˆ ,
x

f x A y x       
0

0ˆ ˆ 0;
x

P f x

     0 ˆ 0y x  , 

  0 ˆy x  є ь     (  0    ˆx x ): 

          
1

0

T T

x x x
y x A A A f x

  




    .      (6.7) 

,    x
P


,  є n

R     x
L


, 

    ,j
a j x , є ь    

          

1

,T T

x x x x x
P A A A A

    



      

 є ь   2 . 
П щ  2 . І є   0   ,   ь-   x X   
ь-   [0; ]      ,j

a j x   . 
Ал ор т  2 

.  І.  0
x X ;   0;1   ( є ь  

 1/ 2  ),  0;      0;  ;  0k  . 
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 .  ІІ.  k
x x . 

ІІІ.   0 , 0j   . 

IV.     
j

x     
j

x  . 

V.   P

 ,  є n

R   ь  
  L , 

  1
T T

P I A A A A


      .      (6.8) 

VI.   є  
0 ( )f x     

   0
jh x P f x

 
  .               (6.9) 

VII.   
2

j

j
h x
  ,      jh x h x

       

XVII;     VIII. 

VIII.  j   ,      0 x     
 І ;     ІІ. 

І .  : 

   
0

0

0h x P f x

  ,      (6.10) 

 
0

P

  – ,  є ь   (6.8)  0  . 

.    0
y x   (6.7)  0  . 

І.    2
0 0h x     0 0y x  ,   *x x    

;     ІІ. 
ІІ.    jy x


   (6.7)  j     

 jy y x
 . 

ІІІ.  0y  ,   1j j   , 1j j       IV; 

    XIV. 

XIV. ,   1 2, ,...,
m

i i i    1 2 ...
m

i i i    ,  

 i
x y

   , 1,m  . 

XV. З     i,     
   0

j

i
h x P f x
 

     (6.11) 

ь є  

      0max || || , 0j

l l
h x P f x l x
 

      (6.12) 

(     ,i j j j i   )      jh x h x
  . 

XVІ.    2

j
h x  ,   1 , 1j j j j         

 IV;     XVII. 
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XVII.       0x  ,  ь є  

    
     

0

0min 0, .

f x x h x

f x h x x h x X



  

 

    
    (6.13) 

XVIIІ.    

   1 .k
x x x h x    

І .  1k k       ІІ. 
Т ор а 2. щ   щ  2, 2'   

        0 0

0 0 , , 0, 1,j

j
X x x f x f x a x b j m      

,  ь , 0,1,...,k
x k      2, 

      ь    2,  
      ь    2. 

З  2.   І   2   І '  
І ",   ,    2 ь     

,    x      . (  
 є ь   ь   ). 

І '.   
j  , 1k k       ІІ. 

І ".  /k i  –   (    1i     
     ),    j  , 

1k k       ІІ;   1k k       ІІ. 
З  2'. Щ     2,   

,  XVII    XVII'.   

   0i  ,   

         0 0 0 , 0i i
f x h x f x f x h x        ; 

   0, 1, ;i

lf x h x l m         , ,l

l lf z a z b   

    i
x   ,  0  ;    0;1 ; 0;1 .    

Ал ор т  2' ( р а р і  ал ор т  2) 

.  І.  0
x X ;   0;1  ,  0;     

 0;  ;  0k  . 

 .  ІІ.  k
x x . 

ІІІ.  0 , 0j   . 

IV.     
j

x     
j

x  . 

V.     P

   (6.8). 

VI.    jh x


  (6.9). 
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VII.   
2

j

j
h x
  ,     VІII,    

 II. 

VIII.    jy x


   (6.7)   

 jy y x
 . 

І .  0y  ,      jh x h x
       І ; 

    X. 

X. ,   1 2, ,...,
m

i i i    1 2 ...
m

i i i    ,  

 i
x y

   , 1,m  . 

І.   jh x


  (6.11)  (6.12),     jh x h x
    

   І . 
ІІ.  j   ,       0 0,h x y x   (6.10)  

(6.7)     IІІ;     XIV. 

ІІІ.    2
0 0h x     0 0y x  ,   *x x    

;     ІV. 

ІV.    jy x


  (6.7)    jy y x
 . 

V.  0y  ,   1j j   , 1j j       IV; 

    XVI. 

XVІ. ,   1 2, ,...,
m

i i i    1 2 ...
m

i i i    ,  

 i
x y

   , 1,m  . 

XVІІ.   jh x


  (6.11)  (6.12),     jh x h x
  . 
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j
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 IV;     XI . 

І .        0;x   ,  ь ь 
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3.  і р  е  р е і  ра іє а я і і і а і  і  р  
е і і  е е я  

З  3 .  З   0arg min
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

  

  0, 1, , .n

j
X x f x j m x R     

П щ  3. ( )i   , 0, ,
j

f j m    
  ; ( )ii  є   0   ,   ь-   

x X   ь-   [0; ]        ,
j

f x j x  ,  
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   є  ’є є    
є  (  2)     (  1 . 6.6).  
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.  І.  0
x X ;   0;1   ( є ь  

 1/ 2  ),  0;      0;  ;  0k  . 

 .  ІІ.  k
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ІІІ.   0 , 0j   . 

IV.  j -     
j
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    0, 1, ,
j i j

x i f x i m x X          (6.14) 

   
j

x  . 

V. З   A ,   є    ,j
f x j  , 

   j . 
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P I A A A A


      . 

VІI.  є  0 ( )f x     

   0
jh x P f x

 
  . 
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2

j
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h x
  ,      jh x h x

       

XX,     IX. 
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 jy y x
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    XVII. 
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m

i i i    1 2 ...
m
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 i
x y

   , 1,m  . 
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j

i
h x P f x
 

  

ь є  

      0max , 0 ,j

l l
h x P f x l x
 

     

     jh x h x
  . 
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j
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 IV;     X . 

З  3.  ь   ь   0x x h x      
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 . 
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 0l    K    l i   K i  . 

ІІ.       0x  ,  ь ь  

          0 0min 0, .f x x q x f x q x x q x X          

X IIІ.    

   1 .k k
x x x q x    

І .  1k k       ІІ. 
Т ор а 3. Н х  ь  щ  3  х   3 , щ  

 3   х 

    0

0 0 ,x x f x f x x X   . 

Т , ь , 0,1,...,k
x k      3,  

     ь    3,   

     ь    3. 
З  3'. А  3     ,  є ь , 
  ,    2 ( .  2').   

    3,   ь  
   2'. 

4.  е  р е і  ра іє а а ая і ре ь 

З  4 .  З   0arg min
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

  X . 

П щ  4. ( )i  X  –    ; ( )ii  0f  – 

  X  . 
  4 є ь ,  є ь     

   k
h  є   0f    k

x . 

Ал ор т  4 
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x X . 
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 . 
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 X
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    0

0 0 0 ,X x f x f x x X    

ь є  Л      (  0
x  –  

   4); ( )iv   k
h ,  є ь    

ІІІ  4, ь є  

  1

0 , 0,1,...k k k
h f x x x k     . 

Т ,   , 0,1,...,k
x k     4, 

 : 

1) щ   0 2 / 2 , 0,1,...
k
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0

k

k
f x




  

є; 
2)  щ  0X – , 0f     

   1 2 20 2 / 2 , 0,1,..., 0 ,
k
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      * *

0 0 0 0 0

1
lim inf , ;k k

k x X
f x f f x f x f O

k 

     
 

  

3)  щ   0f  –     

  2 22

1 0 1, , 0;
xx
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0 0 2 ;xx xxf x f y x y     
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1
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4
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IV. є    0 0,2  . 

V. є     
1 0 0

0 0

1 4 1,8 1,8
( ( )) 0,2

1 1 1,2 1
X X Xx x f x   

         
                      

. 

VI.  0 1 1k         III. 

2-  : 

III. є  є   0f    1
x : 

3

1

0

23,3284 1,8
( )

11
f x

    
        

. 

IV. є    0 0,1  . 

V. є     
2 1 1

1 0

1,8 23,238 4,1328 2
( ( )) 0,1

1 1 1,1 1
X X Xx x f x   

         
                      

. 

З є  .  
З     ’    * (2;1)T

x  . 

6.2. За а ь  е  ра  і  

З  1 .  З  )(maxarg 0 xf
Xx

    1

0 : RRf
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{ ( ) 0, 1, ; }n

i
X x f x i m x Y R     . 

П щ  1.  ( )i  Y –    n
R ; ( )ii    jf , 

0,j m  –    Y. 

 1.   ),(   ,    Y, 

    ,   ь  : ( )i  

0),(  x    Yx ; ( )ii  0),(  x  (  )  
    0

X ,  ь   X ; ( )iii  


),(lim 


x  

  ))(\( XVYx    ь-  0  (  )(XV  є  - 
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тра ,    – тра  о і іє то   о і іє то  
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,  , ’   1 ь     
  Yx   ),()(0  xxf    ь    . 

’  ь    “ ”   Y є  
  .  ь   ’   1 ь  

  ’      .    
’          . 

    : 

;0,)}(,0min{),(
1

 


 
m

i

i xfx            (6.14) 

[1: ]
( , ) min{0, min ( )} , 0;

i
i m

x f x


   


                 (6.15) 

[1: ]

1/min ( )

0, ЦТn ( ) 0,
( , )

  ;i
i

i
i m

f x

f x

x

e

 



 

 
            (6.16) 

;0,1)}(,0min{1),(
1









 







m

i

i xfx        (6.17) 

1

[1: ]
1

1
( ) ЦТn ( ) 0,

( , )

, ;

m

i i
i m

i

f x f x
x  






  
 


        (6.18) 





m

i

i xfx
1

))(exp(),(  .               (6.19) 

  (6.14)–(6.17) ь  о і і ,  (6.18)–(6.19) 

– трі і  тра  і . 

    
0

1

0

1
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,
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i

i

f x x X
x

x X

   

  
  


 

 ( )i    1    ь    
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IV.    ( 0,1, )k k     k
x ,  ь є 

 

kk
Yx

k

kk
xxfxxf  


)),()((sup),()( 00 . 

  є ь  ’    . 
     Y   є ь     

« »  ( ,    n
R )  

’  є  ,     ь,  є 
 . 

Т ор а 1. щ  є ь  щ  1,  ь-   
  0{ }k
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 ,    1, ь 
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Xx

,  є ’   1. 

   ь      
1,     ь   є ,  ь 
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Т ор а 1'. Н х  ь   щ  1  ( )iii   

)(0 xf  ь є  Л    Y    ; ( )iv  

ь  , , 0     , щ   х YXXVx )\)((   

є ь  ь: 
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  , 

  Y –   Y;  )(XV –  -   ; ( )v   

),(  x   є  

1
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m

i

i

x f x


   


  . 
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1)  )(xf i , 1,i m –     Y  є ь  

 , , є   Yx ,  0)( xf i , 1,i m ; 

2) Y –    n
R ,  )(xf i , 1,i m –   . 

З  1'.  ( )iv  1'  ь  0 , 0    
ь    є ь ,  Y –  . 

З  1''.     
0)( xf i ,  1,i m , 

є є  ’  * n
x R ,   

1 1

2

( *) ... ( *) 0;

( *) 0,..., ( *) 0,

n
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f x f x

f x f x





  

 
 

 ь-  n   1 1{ ( *),..., ( *)}
n

f x f x    ,  

[1; ]
min ( )i
i m

f x x x 


   . 

З  1'''. З  1' є,   1    
’       

    є    . З  
  1      .   

,   1   ),(   x    є 

  x, ь   )(xf i , 1,i m  

  x,    ’   
)),()((max 0   xxf
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. 

6.3. е  і і  ра  і  

1.  За а і  е е я   я і ері е  

З  1 .  З   0arg min
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

   
  | 0; 1,2,..., , n

jX x f x j m x R    .       (6.20) 

П щ  1. ( )i   0f   ; ( )ii  
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j
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.  ь    ь  
    X ,  є ь   . 

 1. ь     , 0,1,2,...,
k

p x k   

є ь  о лі о і тю о і і  тра  і    X , 

: 
 
 
 
   1

0   , 0,1,2,...;
0   , 0,1,2,...;

  , ;
  , 0,1,2,....

k

k

k

k k

p x x X k

p x x X k

p x x X k

p x p x x X k

  
  
  
  

 

,    3  4,   
0,1,2,...k    k

x  – ’      

   0 min.
nk

x R
f x p x


           (6.21) 

    
0

k

k
x




  є ь  ’   1. 

    ь  ’  
 1   . 

       
 X ,   (6.20): 

  
1

( ) max 0, ( ) , 0,1,2,...,
m

k k j

j

p x f x k





            (6.22) 

 1  ,  
0k k

 


 –   ь  ,  

є    k  . 

Ал ор т  1 

І.    , 0,1,2,...
k

p x k   – ь   
   X ,   (6.20); (  ь   

 (6.22)). 
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   0 min
nk

x R
f x p x


        (6.23) 
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)   
    0| , , 0,1,...

k
X x f x p x k         (6.24) 

;  
)  1 є є  ’  *;x  

)   (6.23)  х k  є ь   є   ;k
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i
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j
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k
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2
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k j j
k k
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j
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 *x  ь   ь  . 
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j
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’ . I. ь     
  

  2

( ) max 0, 1 , 1,2,...
k

p x k x k    

II.   k   ’  k
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: 

    22, 10 max 0, 1 min.F x k x x k x      
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52 10 0
.

1
1

F x k
xx

xx
x

x

         

 

,      є. 
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2.  За а і  е е я   я і рі е  

З  2 .  З   0arg min
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  | 0; 1,
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 ь       
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2

2

1

, 0,1,2,...
m

k k k j
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  ,   (6.26) 

 1    , 0,1,2,...
k

k   –   ь  
,  є    k  . 

Ал ор т  2 

І.    
0k k

p x
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ІІ.    0,1,2,...k    k
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x R
f x p x
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Ал ор т  3 
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k k
h x   ,     V;   

1 , , 1k j
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IV.  

       

     

0

2

0

1
, , ,

1
, .

j j j j j

k k

k

j j j

k

k

x f x h x p x h x
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V.   , 0j
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6(0,692 ) 32(3,308 0,859 ) 69

f x h  

 

     

     
 

2 2

2

0,4789 1,3849 43,7715 22,7326 2,9515

4,152 6 105,856 27,488 69 3,9515 0,1394 3,2424.

   

   

      

       
 

   Т Т  Д0;0,992] є     
1 0,0176.   

XIV. є    

2 1

1

0,692 0,0176 0,6744

3,308 0,859 0,0176 3,3231
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4 0 2 0,8 4 5,6
( )

4 0,8 2 0 6 2,8
f x

       
            

 

 ’ є   Т Т    Т 2
R : 

1

2

1 2

1

1

2

1 2

1 2

5,6
, min

2,8
5,6 2,8 min

1
, 0,1 0,1

0
1 1, 1 1.

1 1, 1 1

h

h
h h

h
h

h
h h

h h

    
        

                                


 

  ’  
0

0 (1;1) .T
h   

VI. є   
0

5,6 2,8 8,4.       

VII. ь   
0 08,4 0,1          

0

0 0 (1;1)T
h h   Т    XIII. 

XIII. є   ( ) :x  

0
0 1

,
0,8 1 0,8

x h


 


     
             

 

 

0

1

0 2
2

0

3

0

4

2

( ) 0 5(0,8 ) 5 0

( ) 0 2 0,8 0

0( ) 0

0,8 0( ) 0

1
6 1

6
2 0,8 0 1

0,41;0,91 .
60

0
0,8

f x h

f x h

f x h

f x h

  
  




 
 

 





      
        

   
     

           
     

 

, ( ) 1/ 6.x   

XIV. є    0  Т   

 
0 0

0 0 0
0;1/6

( ) min ( ),f x h f x h


 


    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



431 

 

0 2 2

0

2 2 2

2

( ) 2 2(0,8 ) 2 (0,8 ) 4

6(0,8 ) 6 2 1,28 3,2 2 1,6 2

4 4,8 6 6 2 8,4 2,48.

f x h     

     

   

       

         

      

 

 Т  є Т Т   Т Т  [0;1/ 6]   Т 0 1/ 6.   

XV. є    

 1 0

0 1/ 6;29 / 30 .
T

x x h    

XVI.  0 1 1k      Т    III. 

2-  : 

III.   1

01/ 6;29 / 30 ; 0,1; 0.
T

x x s        

IV. є   -   Т Т : 
 1 01: ( ) 1/ 6 5 29 / 30 5 0 0,1j f x            ( ), 

 2 02: ( ) 2 1/ 36 29 / 30 52 / 90 0,1j f x            (  ), 

3 03: ( ) 1/ 6 0,1j f x          (  ), 

4 04: ( ) 29 / 30 0,1j f x          (  ). 
,  

0
( ) 1 .x   

V. ь  
0
( )x  ,  є  Тє  

   
   0

4 1/ 6 2 29 / 30 4 79 /15
( )

37 /154 29 / 30 2 1/ 6 6
f x

      
             

 

 ’ є   Т Т     2
R  

1
1 2

2

1 2

1
1 2

2

1 2

79 3779 /15 min, min 15 1537 /15
5 0,1

1
1 1, 1 1., 0,1

5

1 1, 1 1

h h h

h
h h

h
h h

h

h h


                        
                    
     

 

  ’  
0

1 (1; 0,22) .T
h    

VI. є  
0

79 /15 1 37 /15 ( 0,22) 4,72.          

VII. ь  
0 04,72 0,1       ,   

0

1 1 (1; 0,22)T
h h    Т    XIII. 

XIII. є   ( )x : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



432 

 

1
0,1667 1 0,1667

,
0,9667 0,22 0,9667 0,22

x h


 


     
              

 

1

1

1 2
2

1

3

1

4

2

( ) 0 0,1667 5(0,9667 0,22 ) 5 0

( ) 0 2(0,1667 ) 0,9667 0,22 0

0,1667 0( ) 0

0,9667 0,22 0( ) 0

0,1 0,0002
0,0

2 0,8868 0,9111 0

0,1667

4,4

f x h

f x h

f x h

f x h

  
  







 



       
         

    
     


    

 
 

 
02

0,932;0,4887 0,4887.

4,4

 




    
 

 

XIV. є    1  Т    

 
1 1

0 1 0
0;0,4887

( ) min ( ),f x h f x h


 


    

1 2 2

0

2 2

2

( ) 2(0,1667 ) 2(0,9667 0,22 )

2(0,1667 )(0,9667 9,22 ) 4(0,1667 ) 6(0,9667 0, 22 )

6 0,05558 0,3334 2 1,86902 0,85070 0,0968 0,32230

0,07335 1,9334 0,44 0,6668 4 5,8002 1,32

f x h  
   

   

    

     

       

        

       
2

6

2,5368 5,05735 1,1353. 



  

 

  є Т Т   Т Т  Д0;0,4887]   1 0,4887.   

XV. є    

2 1

1

0,1667 0,4887 0,6554
.

0,9667 0,22 0,4887 0,8592
x x h

   
          

 

XVI.  1 1 2k     Т є  . 
 ,   Т Т   1    

  ’  2 (0,6554;0,8592)T
x   Т  ь  

 2

0( ) 0,5675f x    ( ,   ь  : 

* (0,6589;0,8682)T
x  ,  ь   *

0( ) 0,6131f x   ). 

2.  е   а ря і  я р ’я а я а а  і і і а і  
 е е я  і а   

З  2 .  З  0arg min ( )
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

 ,X    1: , 1, ,n

j
f R R j m    A  

 l n   l -   ,b  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



433 

 

 ( ) 0, [1: ], 0, .n
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V.  .k
x x  

VI. З    1 2,    (    X  2'). 

VII. З  ’      n -
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2

0
02

( )1
arg min , ( ),

2h

f x
h h f x h

x

  
     

 

 : 

 ( ), 0, 0,jf x h j      2
j  ; 

 ( ), 0jf x h  , 1
j  ; 

1ih  ,  1,i n ; .Ah b  

VIII.  

 
2

0
02

( )1
, ( ),

2

k k kf x
h h f x h

x
   

  
      

. 

IX.  ,       k k
h h      XIV;  

   X. 
X.  ,        XI;        

   VI. 
XI.  .   

XII.  0      VI–VIII  3  
   

 
2

0
0 0 0 0 02

( )1
, ( ),

2

k k kf x
h h f x h

x


  
      

. 

XIII.  0 0,     *x x    ;  
         VI. 

XIV.  0.s   

XV.     .
s

k    

XVI.  ь  : 

   0 0 0

1
( ) ( ), 0;

2

k k

k k
f x h f x f x h       

   0, 1: ,k

j kf x h j m    

    XVII;   1s s       XV. 
XVII.    

1 .k k

kx x h    

XVIII.  1.k k   

XIX.   k   ,      IV;   
  V. 
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4.  і а  е   а ря і  З е е а 

З  4 .  З  0arg min ( )
x X

f x


     
1

0 : n
f R R   : 




( ) 0, 1, ; ( ) 0,

1, ; ,

j j

n

X x f x j l f x

j l m x R

  

  


 

 1: , 1,n

j
f R R j m      . 

П щ  4. ( )i   ( ), 1,
j

f x j m  –  

  ; ( ) .n
R l n ii  

’   4 ь   ’   
 : 

 0

1

arg min ( ) ( )
l

j
x

j

f x f x


 
 

 
  

 : 

( ) 0jf x  , 1, ,j m  

 0     . 
ь-    , ь   ь ,  

є ь    x̂   ˆ( ) 0, 1, ,
j

f x j l   є  ь   
ь    4.  ’    

є ь     З ,  
      . 

Ал ор т  4 

.  I .  З    0 ,x X
   

 ( ) 0jX x f x
   , 1,j m , .n

x R  (6.35) 

II.   0  , 0 0ε  , 0ε  ,  0ε ε  ,  0;1 , 

 0;1  , 1 0, 0    . 

III.    0, 0ε      1: n
R R    

 : 1,...,n

ε R m    : 

0

1

( ) ( )
l

j

j

f x f x 


  ; 

  ( ) ( ) , 1:ε jx j f x ε j m     . 

IV.   1: n
g R R    : 

    ( ) min max ( ), , ( ), , ( ) ,
j ε

h S
g x x h f x h j x 

      (6.36) 
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  | | 1, 1, , .n

i
S h h i n h R     

V.  00, .k     

 .  VI.    
 1( ) ( ),..., ( )k k k

mx x x     : 

1

0( ) [ ( )( ( )) ] [ ( )] ( )k k k T k k
x f x f x f x f x      , 

  1( ) ( ),..., ( )
T

k k k

m
f x f x f x ; ( )k

f x –  m n - .  
VII.   

  0 min ( ), 1:k

j x j l   . 

VIII.  1 0k
     ,   1k k

        IX; 
 1 0 ,

k
         0 1max ,

k k
           

 IX.  
IX.     ( )k

x   : 

( ), ( ), ( ).
k

k k k

j
x f x j x     

X.   ( )
k

k
g x       , 

’   : 

  arg min max ( ( ), ); ( ( ), ), ( ) ,
k

k k k

j ε
h S

x h f x h j x
     

  | | 1, 1, , .n

i
S h h i n h R     

XI.  ( ) ,
k

k
g x       2       XII; 

    XIII. 
XII.  ,       0 ( )

k

k
g x    

  0( ) 0
k

k
g x  ;     IX. 

XIII.    0
k

i   ,  

 ( ) 0, 1, ;kik k

jf x h x j m    

 ( ) ( )k k

k k

i ik k k
x h x x         . 

XIV.   1 , 1kik k k
x x h x k k          VI. 

Т ор а 4. Н х  ь  щ  4   ( )iii   ь-  
n

x R    х  ( ),jf x   1:j m  х, щ  
( ) 0jf x    щ є ; ( )n iv   

 ( ) 0, 1,..., ; n

jX x f x j m x R
     

 є  ь,   є  .X


 

Т : 
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1) щ   4 є ь    ,x
   

0 ( ) 0
v

g x


      
1

( ) 0;
l

j

j

f x




  

2) щ   4 є  ь  
0

k

k
x




  

  1 2, , ,...,
k t

k k k k   , щ   
t

k   
k

  

ь     ,   ь-    *x  

  
0

k

k
x




  

0( *) ( *)x x    ь є : 

0( *) 0g x  , 
1

( *) 0;
l

j

j

f x


  

3) щ   4 є  ь  
0
,k

k
x




  

  
k

  ь    1 2, ,...,k k k   

ь  
1

ik

i
x




  є  . 

Т ор а 4'. Н х  ь     4,  х X   

   .X
  Т  є    0;  , щ  щ  

x̂ X    ь  ( ь )   : 

 0

1

arg min ( ) ( ) , ,
l

j
x X

j

f x f x  
 

 
  

 
   (6.37) 

 x̂    ь  ( ь )   4. 
Т ор а 4''. Н х  ь     4. Т  щ  x̂  

’   (6.37),  0
ˆ( ) 0,g x    0

ˆ( )g x  є ь   (6.36) 

 0.   

5.  А а  е   а ря і   а а а  і і і а і  а е 
ере і а  і  

З  5 .  З  0arg min ( )
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

  ь 

   0, 1, , .n

jX x f x j m x R     (6.38) 

П щ  5. 0( ) fi    ; ( )ii   

jf , 1,j m   –  . 
Ал ор т  5 

.  I. :   0 ,x X  ь  
 0 ;n
z R   0.k   
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 .  II. З   , , , ,
k k k k

      
ь ь   5. 

III. З    ( , )k

kx  ,  є ь  
 

( , ) ( ) 0k k

k k j
x j f x      , 1,j m . 

IV.  , 1,k

i
x i n      , 

   : 

2, 2 ,k k

i k i kx x      1, .i n  

V.   : 

0 1

1

0 1

1
( , ) ( ,..., 2,..., )

( ,..., 2,..., ) ,

n
k k k k

i k n

ik

k k k i

i k n

x k f x x x

f x x x e

 





  

  

  

 
 (6.39) 

 , 1,i
e i n i  -  . 
VI. З   k

h h   ’     
: 

 
 ,
max

h 
  

 : 
 , 0;k
z h    

 ( ), 0k

jf x h    ,  ,k

kj x  ; 1 1, 1, .
j

h j n     

VII. З   k
     

 max .k k

k
x h X       

VIII.    

 min , .
k k k

     

IX.    
1 .k k k

kx x h    

X.    
 1 ( , ) .k k k k

kz z x k z      

XI.  1k k       II. 
Т ор а 5. Н х   щ  5   ( )iii  ь ,X  щ  
є ь   (6.38), ; ( )iv    5 

ь   ; ( )v   ,
k

   , , , 0,1,...,
k k k

k     

ь ь  : 
0, 0, 0, 0, 0,1,...;

k k k k
k         
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 2

0 0

, ;
k k k

k k

  
 

 

       2

0

;k

k






   

0
k k k

       ;k  0
k
    ;k   

1| |
0k k

k

 






  ; 0

k
k     .k   

Т    1     
0
,k

k
x




  

  5, ь  *X  ’   5  

ь   0
0

k

k
f x




   є ь . 

З  5.  є    є  0 ( )g x  

 0f    ,x    ( , )k
x k   (6.39)    

: 
0( , ) ( )k k

x k g x   , 

 k
x     ,    n -

    
k

      .k
x  

6.  С а  а а  е   а ря і   

З  6 .  З  0arg min ( )
x X

f x


  ,  є ь  

: 

1( ) , ;
i i

f x b i     2, , ;i

ia x b i   

0 , 1, ,
i i

x c i n    

 

 1 2 11,..., , .m      

П щ  6. ( )i   0f   1,
i

f i  –    
; ( )ii   X – . 
        

 ,     ь    , 
    ь   .   

  k
h   k -   ’ ь    

. 
Ал ор т  6 

.  I. : ь    
0 0, ;n

x X z R       0 0,  ,  
ь ь   6;   1; ,

i
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II.   0.k   
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 .  III.  .
k k
   

IV.     : 

   
   
    

    

1 1

2 2

3

4

, ( ) ;

, ( , ) ;

, 1,..., 0 ;

, 1,..., .

k k

k i k i i

k i k

k i k i

k k

k j k

k k

k i k j i

x i b f x b

x i b a x b

x j n x

x j n c x c

 

 

 

 

     

     

    

     

 

V.   k
h h   ’     

: 
 
 ,
max

h 
  

 : 

  1( ), 0, ( , );k k

i i kf x h i x            2, 0, , ;i k

ka h i x    

30, ( , );k

j k
h j x       40, , ;k

j kh j x    

 1 1, 1,..., ;
j

h j n       , 0.k
z h    

VI.     
1 .k k k

kx x h    

VII.   k      ,   
   є 

 0 0

0( , ),..., ( , ) ( ) ,k k k k
E x z x z f x r     

      ; k
r     х , 

   - ,   
0 0( , ),..., ( , ).k k

x z x z  

VIII.   1 ( ).k k k k

kz z z      

IX.    1k
    1,k

    ь ь 
  6. 

X.   1k k       III. 
Т ор а 6. Н х   щ  6  ,  , ь  

: ( )i  є   0f  ь є  Л  

0 0( ) ( ) , ;f x f y x y       

( )ii    6 ь   ; ( )iii     

, щ  , 0,1,...,k
x k   ь   ; ( )X iv   
 k
   ,

k
     -  k

B ,  

 х  0 0( , ,..., , )k k
x z x z  , щ   х  k
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2 0k

k k k kr        ; 

2 2

0 0

, ;
k k

k k

E E 
 

 

        
0

;k

k k k

k

E r  




    

 2 2
0

0

, , .k

k

k

E E z 




      k
B  

Т  ь  
0
,k

k
x




    6, є , щ  

 0 0
( )k

k
f x




 є ь     *

0 0min ( ).
x X

f f x


  

7. е   а ря і  я і а я  а ь  
і і і  е  і  а е і  і 

З  7 .  З  0arg min ( )
x X

f x


    1

0 : n
f R R   

   
 ( ) 0, 1, , .n

jX x f x j m x R     

П щ  7. ( )i   ( ), 0,
i

f x i m    
; 0( ) inf ( ) .

x X
f x


  ii  

      ’ є ь  
( )      (   

    ).  

ь ь  
0

k

k
x




 є ь     

  7,  ь ,   ь    
ь  . 

Ал ор т   7 

.  I.  ь    0 .x X  

II.    0     0;1 .  

III.  0.k   

 .  IV.    

    , 0 ( ) , 1: ,k k

k j k
x j f x j m       

   , .k

kx    

V. ’   : 

 
 ,
max

h 
  

 : 

(6.40) 
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   0

( ), 0, ;

( ), 0; , 1,

k

j

k

f x h j

f x h h h





   

    
 

 

 

 

(6.41) 

   
k

   , 1k k
h h   ,  

 ,k

k k kx     , 

    0 1; , , ,k k

k k kx h x          ’    
(6.40) – (6.41). 

VI.  ,
k k

       VII;  0,
k

      
 X;  (  0

k k
   ) : 

1

1; ; 1,k k

k k kx x k k  
     

 0 1,
k
         IV. 

VII. ’       0

k k
f x h  

   0; ,
k

    ,
k

   ь є : 

   0 01 ( ) , 0 1;k k k

k k k k kf x h f x w            

 0
[0; ]
inf ,

k

k k

k f x h
 

 


   

 k
 –  ь   ; ,k k k

kx x h     ь 
 X .  

VIII.    
1 .k k k

kx x h    

IX.   1 , 1
k k

k k    
 

    IV.  
X.     

    ,0 ( ) 0, 1:k k

j
x j f x j m     

   ,0 .k
x   

XI. З    ,0k
x 

 
’    (6.40) – 

(6.41). 

XII.   ,0 0,k
x     * k

x x    ; 
    XIII. 

XIII.  1

1, ,k k

k k kx x   
    0 1;

k
     1k k     

  IV. 
Т ор а 7. щ  ь  щ  7  ( )iii   

( ), 0,
i

f x i m  ь  1,1( )C X  ( щ  1,1( ),C X    є  
 0  , щ   ь-    ; ,x y    ь 
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 ,X    ( ) ( ) ); ( )x y x y      iv  є 

  0,   щ  ( )jf x     х , 1, ; ( )x X j m  v    

   * * *,0 0, *X x x x X    

 (   *,0x   ’    (6.40) – (6.41)  

 *, *,0 ,k
x x x      

     *,0 * 0, 1: );
j

x j f x j m     

( )vi  ь , 0,1,...,k
x k      7, 

,      ,k
x  0,1,...,k   

   

* *
lim inf * 0.k

k x X
x x

 
   

З  7.     (6.40) – (6.41) ь 
  , 1h h     

 1:
max 1j
j n

h


               (6.42) 

(      є   
),      7 є ь   . 

6.7. е  е рі  

З  0 .  З  0arg min ( )
n

x R
f x


    1

0 : RRf
n    

   

 ( ) 0, 1, , .n

j
X x f x j m x R    

П щ  0. ( )i   , 0,
j

f j m  –  

; ( )ii  є   Xx 0 ,    

 0 0

0 0( ) ( ) ( ) 0, ( ) 0, 1, ,
j

X x x f x f x f x j m       

  є ь. 
   є  є   ’     

 ,       –   
  ’є  ,   ь     
  ,     ,   

ь . 
      k

x  є ь    
1k

x   « »  ( )k
X x ,     , ь  

« »    ( )k
X x .      

 x   x     
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 0 0( , ) max ( ) ( ); ( ), 1, .
j

d x x f x f x f x j m       (6.43) 

  1k
x  є ь    

1( , ) min{ ( , ) | }.k k k n

x
d x x d x x x R

      (6.44) 

 ,     ,   
ь  ’   0  ь  
  ь. 

1.   аріа  

Ал ор т  1 

.  I .  З   Xx 0 ,  ь є  ( )ii  

 0. 
II.   0k  . 

 .  III. З    n
Rx 1 ,  

 1( , ) min ( , )k k

x
d x x d x x .      (6.45) 

IV.   0),( 1 k
xxd ,   k

xx *    ; 
    V. 

V.   1 1, 1k
x x k k

         III. 

Т ор а 1. Н х   щ  0,  х ,  , ( )iii  

 Б є ь    є  Б,  
XX int ; ( )iv  0)( xf j   х int , 1,x X j m  . щ  ь 

 0k

k
x ,    1 – ,   є  

    ь    0,  щ  ь  k
x  – 

,      є ь    0. 
   ’ ,   1 –  
ь      1

x ,  є ь  
  (6.45),  є    .    

  ,      1
x ,   

  x  ,  є „ - ”,    є ь    
.   ,  є   1

x  

 ( )k
X x   є    . 

2.  і а  е  е рі  

Ал ор т  2 

.  I .  З   Xx 0 ,  ь є  ( )ii  

 0. 
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II.   0.k   

 .  III.  k
xx  . 

IV.  ’  
0 0( ), ( )h h x h h x     

: 
 
 0

0
,

min
h h

h              (6.46) 

 : 

;0)),(( 00  hxfh               (6.47) 

0 ( ) ( ( ), ) 0, 1, ;
j j

h f x f x h j m                    (6.48) 

11, 1, , ( ( ,..., ) ).T

i n
h i n h h h           (6.49) 

 V.  0)(0 xh ,   k
xx *     

(  *x  – ь  ’   0, : 

 0 0( *) min max ( ( *), ); ( *) ( ( *), ), 1, 0,
j j

h S
h x f x h f x f x h j m


     

  | | 1, 1,n

i
S h R h i n   );     VI. 

 VI.     )(x ,  ь є 
: 

   
0

( ) ( ), min ( ),d x x h x x d x h x x


 


   ,    (6.50) 

 ( , )d    є ь    (6.43). 
VII.  ( ) ( ), 1k

x x x h x k k         III. 

З  2.  ( ),h x   є ь    IV  2, 
 є ь   ’  (6.46) – (6.49), ь  ’  

      є . є ь ,  
( )h x  –  ь-  ,  є ь  ’  ;  

  ,    5. 

З  2'.  0 ,x X       I 

 2  ,   2   
 (    0( , )) :x x  

0
0 0

( , )
min{ ( ) 0, 1, },j

x x
x f x x j m    

 ь   ’   є    
 0 0 0 1

0( , ) ,n
x x x R

    0 n
x R   ь   

0 0

0 max{ ( ), {1, , }}.
j

x f x j m    З ь      ,i   

0( , )i i i
x x x   ь   0 0, .i i

x x X     
0 i

x x     ’   0    2. 
Т ор а 2. Н х   щ  0. Т  ь ,...,, 10

xx  

   2,       
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k
xx *  ь є  0*)(0 xh ,       
 б* ь є   0( *) 0.h x   

3.  еа і а ія і а  е  е рі   р а я  
е   ерері  

,     (6.50)   2 
,       .  –  

,    ( ), 0,
j

f j m   – .  ,   
ь    ( , ),d x   є ь   (6.43)  

Xx ,  .  
Ал ор т  3 

.  I.   0 0, 1, 1      ( є ь  
2 ). 

II.     Xx 0 . 

III.   0.k   

 .  IV.   k
xx  . 

V. ’     (6.46–6.49)   

( 1)n -   0( ( ), ( ))h x h x . 

VI.  0)(0 xh ,   kk
xx 1    ; 

    VII. 

(   VII–X ь  VI  2   
 ( )x ). 

VII.  0   

)),(()( xxhxd   .    (6.51) 

VIII.  0 , 0
i

i   . 

IX.         
      (  2 , . 3.4), 

 ( )   є ь   (6.51),   є ь    I  i  . 

X.  ixxhxd   )),(( ,    )(x     
 XI;   1 / , 1

i i
i i           IX. 

XI.  1 ( ) ( ), 1k
x x x h x k k          IV. 

Т ор а 3. Н х   щ  0,  х   ( ), 0,
j

f j m   

–  . Т  ь ,...,, 10
xx     

3,       kk
xx 1

 ь є  

0)(0 k
xh ,        б* ь є 

 0( *) 0.h x   
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З  3.      2, 
  (6.50)   VI ь    

 (   )   є  . 

4.  еа і а ія і а  е  е рі   р а я  
і  ерер а я 

       ,   
  ь       .  ь   

      ь   «  
»,   ь,     

,  є    3. 
 1.   ,...2,1,0N .    NNt :  

ією р р а ,    Ni  ь    
Ni  ,  ( )t k i    ik  . 

Ал ор т  4 

.  I.    Xx 0

   
0.k   

II.      1 2( ), ( )t t  . 

 .  III.   1, ( )k
x x i t k  . 

IV. ’     (6.46)–(6.49)  
 ( 1)n -   0( ( ), ( ))h x h x . 

V.  0)(0 xh ,   kk
xx 1    ; 

    VI. 

VI.  )),(()( xxhxd          

 4' –      
    . 

VII.    0 0( ) ( )f x h x f x  ,   1 ( ),k
x x h x    1k k   

    III;   1

2, ( ), 1k k
x x i t k k k

       
   VI. 

Ал ор т  4' ( о і а і  ал ор т  о  а то о  олото о 
р рі ) 

I.   0 ,    

1 2(3 5) / 2, ( 5 1) / 2F F    . 

II.   (0), ( )   . 

III.   )0()(   ,   0 00,a b        
VIII;     IV. 

IV.   00, 0.l    

V.   1l l
  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



452 

 

VI.   )( 1l . 

VII.   )()( 1 ll   ,   0 1,l
a    

0 1l
b      

  VIII;   1l l       V. 

П .     ь  0 0;a b . 

VIII.   0.j   

IX.   1 2( ), ( )j j j j j j j jv a F b a w a F b a      . 

X.   )()( jj wv   ,   1 1,j j j ja a b w       
 XI;   1 1,j j j ja v b b        XI. 

XI.   ,j i    1j j       IX;  
 2/)( jj ba     . 

Т ор а 4. Н х   щ  0   ( ), 0,
j

f j m   – 

 . Т  ь ,..., 10
xx ,    4, 

      kk
xx 1  ь є  

0)(0 k
xh ,         *x  

ь є  0*)(0 xh . 

6.8. е   ь а 

1.  е   ь а  ре а я  р  

З  1 .  З  0arg min ( )
x X

f x


     1

0 : n
f R R   

    n
RX  . 

П щ  1.  0f  –     
   X . 

Ал ор т  1 

.  I.     Xx 0 . 

II.   (0;1)  , (0;1)   ( є ь  ,2/1  

8,0 ). 

III.  .0k  

 .  IV.  k
xx  . 

V.  є  )(0 xf      )(0

2
xfxx . 

VI.   k
y ,  є    

)(yk    X ,   

   2

0 0

1
( ) ( ), ( )( ),

2
k xx

y f x y x f x y x y x       .     (6.52) 
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 ( ) 0,k

k y      (  ь   k
y  – 

’   1);     VII. 
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(   1( *),..., ( *)pf x f x   –  ); 
3) є ь      

* Int ,p
y R   * 0, 1, ;

i
y i p   

( )vi   є  0   ь   n
Ru  х, щ : 

2 ( *, *) 0,xx x y u  
 

 2 2 2( *, *) ( *, *) .
T

yx yx
x y x y u u       

 

Т   ь-  0  ь  0)(   , щ  
 2  ь-    ),( 00

yx , щ  
ь є  

0 0( , ) ( *, *)x y x y      ь-   
  )(  ,   ь 

 
0

( , )k k

k
x y




,   (     ) 

     ( *, *)x y   2. 
З  2.  ( )vi   2 є   ь ,  ,  

 ,      2   
 . 
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3.  ра іє  е  я а а   е е я   рі е  

З  3 .  З  )(maxarg 0 xf
Xx

    1

0 : n
f R R   

 

 ( ) 0, 1, , .n

i
X x f x i m x R    

П щ  3. ( )i   3 є ’  *x ; ( )ii   
( ), 0,

j
f x j m  –      *x ; ( )iii  

 ( ), 0,
j

f x j m  –
 

     *x ; ( )iv  

 ( *), 0,
i

f x i m   –  . 
 3 ь   є ь   

* *

1* ( ,..., )my y y   3, : 

( *, *) 0
x

x y  , ( *, *) 0y x y  , 

  
0 1

1

( , ) ( ) ( ), ( ,..., )
m

m

i i m

i

x y f x y f x y y y R


    –   

 3. 
  2 ( *, *)xxA x y , 

2 ( *, *), T

yx
C x y C –  

  C . 

   є ь  
0

( , )k k

k
x y




,  

ь  (     ),( 00
yx     

( *, *)x y ) є ь        ( *, *)x y . 

 k -        1k
x  

є ь    є   x   ,     
1k

y  –   є   y  є   . 
Ал ор т  3 

.  I.  ь-    ),( 00
yx    

 ( *, *)x y . 

II.      0 . 

III.    ),( yx     3,    

0 1

1

( , ) ( ) ( ), ( ,..., ) .
m

m

i i m

i

x y f x y f x y y y R


     (6.70) 

IV.   .0k  

  .  V .   : 

),( kk

x yx = 



m

i

k

i

k

i

k
xfyxf

1

0 )()( , 
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 1( , ) ( ), , ( ) .k k k k

y mx y f x f x    

VI.    1k
x    1k

y   : 
1 ( , );k k k k

xx x x y      

1 ( , ).k k k k

y
y y x y      

VII.  1 kk      V. 
Т ор а 3. Н х  ь  щ  3  х : ( )v   
T

AC  є  m,   0T
AC u   є 0u ; ( )vi    – 

’є  ,  0Ax    0, 0.Cx x   

Т  є   0  , щ        3 ь  
є ь   ( *, *)x y      (  

ь   10, 0 1q    , щ   ь- х 0 *x x   , 

0 *y y    ь ь   

1 1* ( )( )k k
x x q   ;    

1 1* ( )( )k k
y y q   ). 

4.  е  а ра  а р а і  я а а   е е я   
рі е  

     k -     
),( yx   є ь   x ,    k

x    
 1k

x  ь    є   
.     y  є ь     

 є  . 
Ал ор т  4 

.  I.  ь-    ),( 00
yx   

  ( *, *)x y . 

II.      0 . 

III.    ( , )x y    3   (6.70) 
IV.  .0k  

 .  V.  : 

 1( , ) ( ), , ( ) ;k k k k

y mx y f x f x    

0

1

( , ) ( ) ( )
m

k k k k k

x i i

i

x y f x y f x


    . 

VI.     
2 2

0( , ) ( )k k k

xx xxx y f x  + 2

1

( )
m

k k

i xx i

i

y f x


 . 

VII.    1k
x   1k

y   : 
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2 1( , )( ) ( , );k k k k k k

xx xx y x x x y       1 ( , ).k k k k

y
y y x y      

VII.   1 kk      V. 
Т ор а 4. Н х  ь  щ  3. Н х : ( )vii   

2 ( *, *)xxA x y – ь  ,  ( , ) 0Ax x    б 0 . 

Т  є   0  , щ       4 ь  
є ь   ( *, *)x y      (  

ь  20, 0 1q     , щ   ь- х 0 *x x   , 

0 *y y    ь ь  : 

2 2* ( )( )k k
x x q   ;   2 2* ( )( )k k

y y q   ). 

5.   е  я а а   е е я   рі е  

    k -   ь ( 1)k  -   
1k

x
   ’      x   

 ( , )k
x y  ( є ь ,     

’ є ь ). 
    y  є ь      

є  . 
Ал ор т  5 

.  I.  ь-    ),( 00
yx   

  ( *, *)x y . 

II.      0 . 

III.    ),( yx    (6.70). 
IV.   .0k  

 .  V .     
 1( , ) ( ), , ( ) .k k k k

y mx y f x f x    

VI.    1k
x    1k

y   : 
1( , ) min ( , )

n

k k k

x R
x y x y 


 ; 

1 ( , )k k k k

y
y y x y     . 

VII.  1 kk      V. 
  5 є  ,   4. 

6.  е  ь а я а а   е е я   рі е  

П щ  6. ь     3,     
( )ix   ( ), 0,

j
f x j m  –      *x , 

   ь ь  . 
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Ал ор т  6 

.  I.  ь-    ),( 00
yx   

  ( *, *)x y . 

II.    ),( yx    (6.70). 
III.  .0k  

  .  IV.  : 

0

1

( , ) ( ) ( );
m

k k k k k

x i i

i

x y f x y f x


     

 1( , ) ( ), , ( ) .k k k k

y mx y f x f x    

V.  nn -  ),(2 kk

xx yx   mn -  
),(2 kk

xy yx   : 

2 2 2

0

1

( , ) ( ) ( )
m

k k k k k

xx xx i xx i

i

x y f x y f x


    ; 

 2

1( , ) ( ), , ( ) .k k k k

xy mx y f x f x     

VI.   ’  1 1( , )k k
x y

      ь: 
2 1 2 1( , )( ) ( , )( ) ( , );k k k k k k k k k k

xx xy x
x y x x x y y y x y          

2 1( , ) ( ) ( , ).k k T k k k k

xy y
x y x x x y      

VII.   1 kk      ІV. 
Т ор а 6. Н х  ь  щ  6  х : ( )x   

2 ( *, *)xxA x y  – ь є  ( , ) 0Ax x    2 ( *, *) 0,
yx

x y x   

0x  . Т   6 ь  є ь   ( *, *)x y    
,  

2

3 3* ( )( )
k

k
x x q   , 2

3 3* ( )( )
k

k
y y q   , 13 q , 

 
0 *x x   ,  0 *y y   . 

 З  6. ь     є є  , 
 ь   3  є ,    , 

 є  ь    ,  .  , 
     ь    

є  ,   ь    ь   
.  ь    ь    

  4  5,   є ь       
є     ,  є ь. 

З  6'.    ,     
3–6,        ( *, *)x y .  

    є ь  
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   .    
  k

x   *x ,  : 





m

i

ik xfxf
1

2

0 ))((
2

1
)(   

 x    n
R   ь    .k    

 1( ),..., ( )k k

k k mf x f x       *y . 

6.12. е , я і р ь і а і і  
а ра а 

1. ра іє  е  

З  1 .  З  )(maxarg 0 xf
Xx     1

0 : n
f R R   

 

 ( ) 0, 1, .
j

X x f x j m   

П щ  1. ( )i   ( ), 0,
j

f x j m  – , 
     ь ь    ь-  

; ( )ii      * ( *, *)Z x u    

0

1

( , ) ( ) ( )
m

j j

j

x u f x f x u


               (6.72) 

 . 
  є ь      

),( ux   1,  : 

  2
2

0

1

1
( , ) ( ) [ ( )]

2

m

j j j

j

x u f x u f x u 
 



   ,  0,     (6.73) 

 [ ] ( ) / 2,          є  
     ),( ux . 

Ал ор т  1 

.  I.    ),( 00
ux  .mn

RR   

II.    0 . 

III.  .0k  

IV. З    0 ,  ь є ь: 

 2
1 0 0

0 min ,2 ( , )x u  
  , 
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  0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ,x ux u x u x u         1: n m
R R R    

є ь    (6.73). 
  .  V.   З   

),(1 kk

xk

kk
uxxx   . 

VI.  
 

),(1 kk

uk

kk
uxuu   . 

V.  є  ),( 11  kk
ux        1 1,k k

x u
  . 

VI.     
2 1 1 1 2

1 min{ (1 || ( , ) || ), 2 || ( , ) || }k k k k

k k k x u x u       
      

(       ,  
1 1|| ( , ) || 0k k

x u       є ь ). 
IX.   1 kk      V. 
Т ор а 1. щ    щ  1,    1 

  : 1)  є   0k , щ  

2

1 0(1 ( , ) ), ;k k

k k k
x u k k         

2)  ;0lim 
 k

k
  3)  ь  0, k

kk
ux  є ь     

( *, *)x u    х   Л  (6.72). 
Т ор а 1'. щ    щ  1 : ( )iii  * ( *, *)z x u  – 

    Л ; ( )iv   ( ), 0,
j

f x j m   
 *x   ; ( )v    ( *, *)x u  ь  

        

,  ь   
0

, ,k k

k
x u




   

 1, є ь    ( *, *)x u     
. 
 ( )v  ь : 

1)  2 0( *, *)ux x u  є  l,  0

0

1

( , ) ( ) ( ) ,
l

j j

j

x u f x f x u


    

 l ,   ( ) 0,jf x   1,j l  –    *,x    

1,j l m    ; 

2) 0* ju   1, ;j l  

3)  є ь   h,   ь  : 
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2 0 2 0( *, *) 0, ( *, *) 0xx uxx u h x u h      ( ,     

( *, *)x u  – є        mn
RR  ). 

2. е , я  р є ра і і  е е іа ь  
 

З  2 .  З  )(minarg 0 xf
Xx

,  

 ( ) 0, 1, , ;n

i
X x f x i m x R    

1: , 0,n

i
f R R i m     . 

П щ  2. ( )i   ( ), 0,
i

f x i m –  
  .n

R  

    ь   є ь  
ь  ( , ) ,k k

x y   є ь     
   ( *, *)x y ,  *x  – ’   2,  
* 2 * 2

1* (( ) ,..., ( ) )mu y y      2. 
Ал ор т  2 

.  I.    n
Rx 0 ,  

0 0, 1,
j

y j m    є   0  , : 

 0 0 0 0 0

1( , , ) 0 ( ,..., ) ,x mx y y y y     

 ь    1 1: n m
R R R R      є ь   

 

 2

0

1

( , , ) ( ) (1 ) ( ) exp ( ) 1
m

j j

j

x y f x y f x   


    ;  1( ,..., ) .
m

y y y  

II.  .0k  

 .  III.   1k
x  ,   

1( , , ) 0k k

x x y   .                (6.74) 

  1,k
x

   ь є (6.74),  є ,     
 1,k
x

   є    k
x      .n

R  

IV.   ),...,( 11

1

1   k

m

kk
yyy   : 

 1 1exp ( ) 2 , 1,k k k

j j jy y f x j m   . 

V.  1 kk      III. 
Т ор а 2. Н х  є ь  щ  2 : ( )ii    

( ), 0,
i

f x i m  –  ; ( )iii   ь- х 
 1 2 1 2, 1,..., , ,m       : 
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: )(minarg 0
1

xf
Xx

,   1 1( ) 0, , n

j
X x f x j x R   ; 

 : )(minarg 0
2

xf
Xx

,   2 2( ) 0, , n

j
X x f x j x R   , 

ь, , ь  ’  1,*
x   2,*,x   

1,* 2,*

0 0( ) ( ).f x f x  

Т  ь-    ( *, *)x y    
0

( , ) ,k k

k
x y




 

   2, є , щ  є ь   ь  
’  *x   2   -Т  2( *)y    2. 

З  2.  2 є ь      , 
  ( )iii   є    : ( ) iii  ь 

 
0

( , )k k

k
x y




 є ь    ( *, *);x y  ( ) iii    *x  

  0k

k
x  є     2, : 

( *) 0, 1, .
j

f x j m   

Т ор а 2'.  щ   щ  2 є ь ,    

 
0

( , ) ,k k

k
x y




   2,   

: 
1)  х Ki  є ь  ь: 

0)(inflim 


k

i
k

xf , 

  liminf 0, 1, ;k

i
k

K i y i m


   

2) щ  ь  0k

k
y  є ь    ,y   ь-  

  ( , )x y    
0

( , )k k

k
x y




  , щ  

( , ) 0, ( ) 0, 1, ,
x j j

x u y f x j m     

 

 2 2

1 0

1

( ) , , ( ) , ( , ) ( ) ( ), ;
m

m

m j j

j

u y y x u f x u f x u R 


     

3) щ  ь  0k

k
x  є ь    ,x   ь-  

  ( , )x y    
0

( , )k k

k
x y




 , щ  

  2 2

1( , ) 0 ( ) , , ( ) ;
x m

x u u y y     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



491 

 

( ) 0, ( ) 0, 1, .
j j j

y f x f x j m    

З  2'.    2 є ь ,   

ь  
0

( , ) ,k k

k
x y




    2, є ь   

 ( , ),x y    ( , ),x u    2 2

1( ) , , ( )mu y y   ь є  

К –    2. 
Т ор а 2''. Н х  ь  : ( )iv  є ь  

ь  ’  *x    2; ( )v   

   1,..., ( *) 0, 1, , ;
j

l j f x j m l m     

( )vi   , 0,
i

f i m  –      
  *;x  ( )vii  є  є    Л  

m
Ru *  , щ   ( *, *)x u  – є  -Т ,  

ь є   ь     *x  – 

   , {1,..., };jf j l  ( )viii  ь    

    ( *, *),x u   0* ju , щ  

( *) 0.jf x   

 Т   ь       ь  
( *)V x   ( *)W y   *, *x y  , щ   ь-   0 ( *)y W y  

є є   0
x ( *)V x  (  ( *)V x –   ( *))V x  

, щ  0 0( , , ) 0x x y     ь  
0

( , )k k

k
x y




 є ь   

( *, *)x y  . ь  , щ    є  ,  

ь  0k

k
y  є ь    *y  . 

6.13. е  а а а е  і а  

 ,   ь    k -    
    х  : 

   2 2

0

1

( , ) ( ) ( )
m

k k i

i

x f x f x  


  , 

  ь  
0k k

 


 є ь     , 

 ь  ь: 
0lim min ( )

k
k x X

f x
 

 . 
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1. За а ь  а  

З  1 .  З  )(minarg 0 xf
Xx

   :0f
1

RR
n    

 : 

 ( ) 0, 1, , n

i
X x f x i m x R   , 

 :if 1
RR

n  , .nm   

  1  k -   ь : 
arg min ( , ),

n

k

k
x R

x x 


  

    2 2

0

1

( , ) ( ) ( ) ,
m

k k i

i

x f x f x  


   0min ( )
k

x X
f x


   k . 

     0k

k
x  є ’   1.   , 

   є ь   [ ; ]   ,  ь  

0min ( ),
x X

f x


     k  є  . 

Ал ор т  1 

.  I.  ь-    Xx 0 . 

II.  0

0 0 ( )f x  . 

III.  .1k  

IV.   ( , ) :x  11
RRR

n      

   2 2

0

1

( , ) ( ) ( )
m

i

i

x f x f x  


   . 

V.   0 0   ( 0  – ь   )  
 0  . 

 .  VI.  

1k k
    . 

VII.   k
x ,  ь є  

( , ) min ( , ).
n

k

k k
x R

x x   


  

VIII.   є ь  ь 
1

2( , ) epsk

k
x      ( eps – «  ь»), 

  2 , 1k k         VI;   

1k 
      IX. 

IX.  k        X. 

X.   1k   1k ,  : 

 
1

2

1 ( , ) ,k

k k k
x       
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1

2
2

1

1

( , ) ( , ) ( )
m

k k k

k k k k i

i

x x f x     


     
 . 

XI.  1 kk . 

XII.  ka  . 

XIII.  
k   ,   

k k
       XIV; 

  
k k

       XIV. 

XIV.   k
x ,  ь є  

( , ) min ( , ).
n

k

k k
x R

x x   


  

XV.   
1

2( , ) epsk

k
x     ,     X;  

 
k        XVI. 

XVI.  eps    ,    (  ь  
 ь ’  k

x   1);   
k     

   XIV. 

Т ор а 1. Н х  ( )i   ( ), 0,
j

f x j m –   ь-  
   В  n

R ; ( )ii   1 є 
’  *; eps 0;x   ( )iii   ( , ) min ( , )

n

k

k k
x R

x x   


     

  ; ( )iv  ( , ) 0k

kx     

0 0( ) ( *)k
f x f x . Т   1 є ь     

  0k

k
x  є ’   1. 

2.  а  

З  2 .  З  )(maxarg 0 xf
Xx

    :0f
1

RR
n    

   

 ( ) 0, 1, , n

i
X x f x i m x R   . 

П щ  2. ( )i   )(0 xf  –  ,  

( ), 1,
j

f x j m  –    n
R ; ( )ii   ( ), 0,

j
f x j m  –  

   n
R ; ( )iii   X  –   

. 
        

 є ь   ’   2   .  
     ’    
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  .     
     )(max 0 xf

Xx
. 

Ал ор т  2 

.  I. З   
1 ,  ь є : 

1 0( *)f x  , 

 *x –  ’   2. 
II.   ( , )x   (  )  

 

( , )x       2 2

0

1

max 0, ( ) max 0, ( )
m

i

i

f x f x


  . 

III.  .1k  

 .  IV.   k
x ,  ь є 

 

( , )k

kx  = min ( , )
n k

x R
x 


.        (6.75) 

V.  ( , ) 0,k

kx      ь ;  
   VI. 

VI.  

1k k
    ( , )k

kx    1

0 ( )k kf x  . 

VII.  1 kk      IV. 

Т ор а 2. Н х  ь  щ  2  є ’  *x  

 2 , щ  є ’   :  
 0arg max( ( *), *)

x Y
f x x x


  ,      (6.76) 

   ( ( *), *) 0, ( *) 0 , n

i j
Y x f x x x i j f x x R       . 

Т      
1
,k k

 


   

 2,  є    , щ  0lim ( *)
k

k
f x


    

ь   k  ь   : 

 
3

2
1 0 00 ( *) ( *)

k k
f x f x      . 

 

Т ор а 2'. Н х  ь  щ  2 : ( )iv  є 
’  *x   2 , щ   

 ( *), ( *) 0, 1,
i j

f x i j f x j m     –  ; ( )v  є  

0    
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2
2

2

( *, *)
, , ,T np x

y y y y R
x

 
 

     
 

 

0 1

1

0 1

( , ) ( ) ( ), ( ,..., );

( ( *)) * ( *), ( ) ( ( ),.., ( ));

( *, ( *)) 0, * 0.

m

i i m

i

T

m

p x f x p f x p p p

f x p f x f x f x f x

p f x p




  

  

 


 

Т      1k

k
x ,   

 2, є  0  , щ   ь  х k  

є ь  ь: 

 
1

14
0* ( *) * ,k k

k
x x f x x x       

 ь  1k

k
x  є ь   *x  . 

3. а е а е а 

         
)(max 0 xf

Xx
     є ь   

’  x   2, , : 

    22

0 0 2

1

( ) ( *) max 0, ( )
m

i

i

f x f x f x 


   , 

 *x – ’   2; 2 –   .  ь   
       

 ь  ’   . 
Ал ор т  3 

.  I.  ь-    n
Rx 0 . 

II.  ь-   1  (  , 1 0( *)f x  ,  *x – 

’   2). 
III. З  ь-   01    02  ,  ь 

ь ’      2 ( є ь  
5 1 5 1

1 2[10 ;10 ], [10 ;10 ]      ). 

IV.    

( , )x       2 2

0

1

max 0, ( ) max 0, ( )
m

i

i

f x f x


  . 

V.  .1k  

 .  VI.   k
x ,   є ь  
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ь 
1( , ) ( , ),k k

k kx x         (6.77) 

   : 

1 0 2( , ) ( ( )), ( , ) ,k k k

x k k kx f x x               (6.78) 

 

2( , )k

kx   .          (6.79)  

VII.  ь   (6.77)  (6.79),   
ь ;  (6.77)  (6.78),     VIII. 

VIII.  

  1

1 0( , ) ( ) .k k

k k k k
x f x    



                    (6.80)     

IX.  1 kk      VI. 

Т ор а 3. Н х  ь   ( ), ( )i iii  щ  2  

 ( ), 0,
j

f x j m  –  . Т   ь-  

  n
Rx 0   ь- х ь 1 1, 0,    2 0   

 3 ь     ,   k
x   

,   х 0
x , 1 0( *)f x    х 1 2,   ь, 

 1 20, 0   ,    ’   2. 
Т ор а 3'. Н х  ь  щ   3   ь : 

( )i   )(0 xf  –   ; ( )ii  є 

   , щ   ь- х ,x y
n

R є ь  ь 

2
20

2

( )
, ;T f x

y y y
x


 

   
 

( )iii  х  0( *) /f x x    є ; ( )iv    3 

 (6.78)   :  

  

    

0

2

1

1

1
22

0

1

2

( );

( , ) min max 0, ( ) ;

max 0, ( ) ( ) ;

( , ) ;

k

k

m
k k

x k i

i

m
k k

i k

i

k

k

f x

x f x

f x f x

x
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( )k

k
f x




 –  

; 
3) щ   0 ( )f x –   ,    

1( , )f x y  – 

   x   ,y Y X    ,  ь 

 
0

k

k
x




 є ь   ’  *x   0. 

6.25.  е  р ’я а я а а  а ра  
р ра а я 

 ь   ь    ’   
 ,  є    ь  

. За ач ю а рат ч о о ро ра а  ь  
     . 

1. е  ря е  ра іє і  я і і і а і  а ра  і  
а і р рі 

З  1 .  З  



 


),(),(

2

1
minarg xdxCx

Xx
, 

  | ( ,  ) 0,  ;i

iX x a x b i     

C    ь     ; ,n
n n d R   

, ,i n
a R i      ; 1, .ib R i   

П щ  1. ( ) C i   ь     
 ,n n   ( , ) 0Cx x     ь  ; ( )n

x R ii  

 ,i
a i   . 

Ал ор т  1 

.   І. З    0 .x X  

ІІ.  n n -  H   : 
1( ) ,T T

H A AA A
  

 A – ,   є n -  -  ( ) , .i T
a i  

ІІІ.  є  ь     0
x x    

0 0

0 ( ) .f x Cx d    

ІV.  n-  : 
1 0

0( )  ( ),h I H f x     

 I    n n - . 
 1 0,h     ;     V. 

V.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



542 

 

   0 1 1 1

1 0( ), , .f x h h Ch     

VІ.  1 0 1

1 .x x h   

VІІ.  0 11, .k g h   

 .  VІІІ.  n-  : 

0( ) ( ),k k
g I H f x    

 0( ) .k k
f x Cx d    

 0,k
g     ;     І . 

І .  n-   

 2 2
1 1 .k k k k k

h g g g h
     

.    

   1 1 1

1 0( ), , .k k k k

k f x h h Ch   
     

І.  1 1

1 .k k k

kx x h 
   

ІІ.  1k k       VІІI. 
Т ор а 1. щ  ь  щ  1,   1 ’ є 

 1   ь ь , щ   щ є .n  П  ь , 
щ  ь    0( ) 1 2 ( , ) ( , )f x Cx x d x  є   Б 

 ,  ь 0 1, ,...x x ,   
 1, є ь     *x   1   

ь ь  .k n  щ   0 ( )f x –  ( )  
 ,X     k n    ь 

1 1( , ) 0,k k
h Ch

    

  є 1 .
k

     

р а  1.    1, ’   
 : 

2 2

0 1 1 2 2 1 2( ) 2 2 2 4 6 minf x x x x x x x       

  1 22 2x x  . 

’ . 
   C    d . 

0

11 12 1 1 1 1

12 22 2 2 2 2

11 1 12 2 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

12 1 22 2 2

1
( ) ( , ) ( , )

2

1
, ,

2

1
, 2 2 2 4 6 .

2

f x Cx x d x

c c x x d x

c c x x d x

c x c x x
d x d x x x x x x x

c x c x x
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є  , ’    C   d : 

 

 

1111

1212

2222

11

22

41/ 2 2

22

41/ 2 2

44

6,6

cc

cc

cc

dd

dd

 
      
     

   

                
4 2 4

, .
2 4 6

C d
   

       
 

     a    A : 

1
, (1;2).

2

T
a A a

 
   
 

 

А р  1 

I. З є    ’  0
1

.
0,5

x X
 

  
 

  

II. є   H , 
1

1
1 1 1 1 2 1/ 5 2 / 51

(1 2) (1 2) (5) (1 2) .
2 2 2 2 4 2 / 5 4 / 55

H



          
             
          

 

III. є  є      0
x  

0

0

4 2 1 4 1
( ) .

2 4 0,5 6 2
f x

      
                

 

IV.  є   

1 0

0

1/ 5 1 2 / 5 1 81
( ) ( )

2 / 5 4 / 5 1 2 45
h H I f x

     
             

. 

V.  є    1 : 

 0 1

0

1

1 1

1

1 8 1 1 16
( ), , ( 8 8) ;

2 4 5 5 5

4 2 8 32 8 241 1 1
;

2 4 4 16 16 05 5 5

8 24 1 1 192 16 25 5
( , ) , 8 24 ; .

4 0 25 25 25 5 192 12

f x h

Ch

h Ch 

     
              

         
               

        
                

 

VI. є    

1
1 8 1 2 / 3 1/ 3 25 1 1

.
0,5 4 0,5 1/ 3 5 / 6 512 5 6

x
            

                 
           

 

VII.  0 1
81

1,
45

k g h
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1-  : 

VIII. є   1
g    
1 1

0( ) ( ).g I H f x    

  є  ь  : 
1 1

0

1

4 2 2 4 3 4 11
( ) .

2 4 5 6 4 6 26

1 0 1/ 5 2 / 5 1

0 1 2 / 5 4 / 5 2

4 / 5 2 / 5 1 4 / 5 4 / 5 0
.

2 / 5 1/ 5 2 2 / 5 2 / 5 0

f x Cx d

g

            
                             

       
              

         
                

 

ь  1 0g  ,   1
1/ 3

*
5 / 6

x x
 

   
 

  є  . 

 ,  ь  ’    
 *

1 1/ 3x    *

2 5 / 6x    ь   ь   

0

1 5 25 1 5 2 5 25 4 1
( *) 2 2 2 4 6 5 4 .

9 18 36 3 6 9 9 18 3 6
f x                   

2. е  ря е  ра іє і  р ’я а я я а а ь  а а і 
а ра  р ра а я 

З  2 .  З  



 


),(),(

2

1
minarg xdxCx

Xx
, 

 0{ ( ,  ) 0,  ; ( , ) 0, };i i

i i
X x a x b i a x b i

        

C    ь    ;n n  ,n
d R

    0   

  ; ,i n
a R  0 ;i

   1 0, .ib R i
    

П щ  2. ( ) C i   ь   ; 
( )ii  є ь    :  ь-  n

x R  

 , ( )i
a i x    ,  

 0 ( ) ( , ) 0,   .i

ix i a x b i
           (6.97) 

Ал ор т  2 

.  І. З    0 .x X  

ІІ. З    0( )x    0

0 ( )x    (   
( )x  є ь   (6.97)). 

ІІІ.  n n - : 

0 0 0 0 0

1( ) ,T T
H A A A A


      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



545 

 

 
0

A   ,   ь n-  -  

0( ) , .i T
a i  

ІV.  : 

0 0 0

0 1 0

0( ) ( ),T
u A A A f x


      

 0 0

0( ) .f x Cx d    

V.  n-   

0 0

0 0 0 0

0 0( ) ( ) ( ) .T
g I H f x f x A u               (6.98) 

 0 0,g       VІ;     ІІ. 
(  ,  0 0,g    0

x  є     
 0( ) 1/ 2 ( , ) ( , )f x Cx x d x   ,  є ь   ь 

0( , ) 0, ).i

ia x b i    

VІ.    0 ,u     (6.98) 
ь    0, .i

a i
     ь 

1 2 0

0 0 0, , ,
mj j j

u u u  

VІІ.  
1 0

0 00, , 0,
mj j

u u     0*x x    

 (  ь   *x   ’   2);    
 VІІІ. 

VІІІ. З   
01{ , , },m mj j j     є ь  ь 

0 0.
mj

u

  

І . З   0i
   ,   i

a

  (6.98) ь  

  0

mj
u


. 

.     0 ,   є ь    

0    .i  

І.   
0

,A 
   ь n-  

-  0( ) , .i T
a i   

ІІ.  n n -  

0 0 0 0 0

1( ) .T T
H A A A A


        
  

ІІІ.    

0

1 0

0( ) ( ).h I H f x
     

ІV.  0k       VІІ. 
 .  V.   

0
0( ) ( ).k

I H f x
   

 
0

0( ) ( ) 0,k
I H f x
      0 k

x x  
     ІІ; 

    VІ. 
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VІ.   

0

0

0

2

0
1

0 2
1

0

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( )

k

k k k

k

I H f x
h I H f x h

I H f x







 
    

 
 

VІІ.  

   1 1 1

1 0( ), , .k k k k

k f x h h Ch   
     

VІІІ. З   
0 0
     ,    

0i   

є ь  ь 1( , ) 0.i k
a h

   

І .  

0
1 1

( , )
min

( , )

i k

i
k i ki

b a x

a h
  


 . 

.  1 1k k
   ,     І;   

1 1 0 1

1 ,k k k k

kx x h x x  
        ІІ. 

І.   1 1

1 , 1k k k

kx x h k k 
         V. 

ІІ.  0 0
         І. 

Т ор а 2. щ  ь  щ  2,   2 ’ є 
 2   ь ь ,  ь   є ь  
 *,x   є   

0

1
( ) ( , ) ( , )

2
f x Cx x d x  

  ,  є ь   , щ  0 ( )f x    
   . 

З  2.     C   
,    VІІ  2   

 1

0 ( ), 0,k k
f x h

    1 1( , ) 0k k
h Ch

      є 1 .
k

     ,  

1 ,
k

      є ь     .   1k
   – , 

   VІІІ  ь 
1( , ) 0i k

a h
     0 ,i   

  є,   2  є ’ , ь    
 0 ( )f x     є .  

З  2'.    1  2  ь,  , 
  ь  :  є   

,    ( ) 0( ) ( ),xI H f x    є 

   1

( ) ( )( ) .T

x x
A A


   

Щ     ,    
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’  0
u    : 

 
2

0 ( )

1
arg min ( )

2

T

x
u

f x A u  .   (6.99) 

(З  (6.99)  ’ , ,    
 ). К  , ’   (6.99) є  

0 1

( ) ( ) ( ) 0( ) ( ).T

x x x
u A A A f x


      

З  0
u ,    ( ) 0( ) ( )xI H f x     

0

( ) 0 0 ( )( ) ( ) ( ) .T

x x
I H f x f x A u      

3. е  ря е  ра іє і  я р ’я а я а а і 
а ра  р ра а я  р  е е я  

З  3 .  З  



 


),(),(

2

1
minarg xdxCx

Xx
, 

  | 0, ;iX x x i
         

{1,2, , }; .n
n d R  

П щ  3.  C – ь  . 
 3.   ( )x    0 ( ) :f x  

 0( ) { | 0, }; ( ) 1/ 2 ( , ) ( , ).
i

x i x i f x Cx x d x
      

Ал ор т  3 

.  І.    0 .x X  

ІІ. З   0( ).x  

ІІІ.  є  

0 0
0 0 0

0

1

( ) ( )
( ) ,..., .

T

n

f x f x
f x

x x

  
    

  

ІV.  
0

00 ( )
0, ( ),

i

f x
i x

x


  


 

    V;     VІ. 

V.  
0

00 ( )
0, ( )

i

f x
i x

x


  


, 

  0*x x     (  ь   ь 
ь  ’  *x   3);   

0
0 00 ( )

( ) 0, ( )
i

f x
x i i x

x

      
 

    VІ. 
П .     є ь    
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є     
0 ( ),f x      ь ь  

0, ( ),ix i x    0, ( )ix i x  ь   . 
VІ.  1 0

0( ).h f x   

VІІ.  0k       . 
 .  VІІІ.  

0 0
0

1

( ) ( )
( ) ,..., .

T
k k

k

n

f x f x
f x

x x

  
    

  

 00 ( )
0, ( ),

k

i

f x
i x

x

   


   0 k
x x      ІІ; 

    І . 
І .   

2

01

0 2
1

0

( )
( ) .

( )

k

k k k

k

f x
h f x h

f x






  


 

.  
1 1 1

1 0( ( ), ) /( , ).k k k k

k f x h h Ch   
     

І.  0( )x     0( ),i x    1 0.k

ih
   

ІІ.  

0

1

1
( )

min ( / ).k k

k i i
i x

x h 



   

ІІІ.  1 1,k k
     : 

1 1 0 1 0

1 , ( ); 0, ( ),k k k k k

i i k i i ix x h i x x x i x  
         

    IV;  : 
1 1 0 1 0

1 , ( ); 0, ( )k k k k k

i i k i i ix x h i x x x i x  
         

    XV. 
ІV.  1k k       VІІІ. 
V.   0 1k

x x
      ІІ. 

VІ.  0 0( ) ( )x x        VІ. 
  3 ь    ,   

2   2. 

4.  і а ія е  ря е  а ря і  я р ’я а я 
а а  а ра  р ра а я е  р ір і 

З  4 .  З  0arg min ( ),
x

f x     0( ) 1/ 2 ( , ) ( , ) ,f x x Cx d x   

 : 

( , ) , 1, ;j

j
a x b j m           (6.100) 
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, 1, ,
i i i

x w i n          (6.101) 

 

 C n n  -  ( 0);C d n  -  ; ,j
a  1,j n n  -

 ,  1( , , ); ,j j j

n j
a a a b   1, ; , , 1,

i i
j m w i n     

. 
  ь       
        

, 1, ,
i

x i n      m  ь  (6.100).  
 ь     є   

 ,     . 
       є 

,   є  ь  ь,  ’є  
 ’   є     

ь. 
Ал ор т  4 

.  І. З    0 ,x   ь є 
-  (6.100)   : 

0 , 1, .
i i i

x w i n     

ІІ.   A m n - , j -    є , 1, .j
a j m  

ІІІ.  0.k   

 .  ІV.     ,    
: 

{ | , 1, }; { | , 1, }k k

i i i i
i x i n i x i n           

  .     

V.  0 ( )k
f x   є  ь     k

x x   
 

0( ) .k k
f x Cx d    

VІ.  ь   B   m     B
~ ,  

є ь ,   B       j
    

ь  ,    B  (  B ),   є 
  B    j

  ( , j
 ). 

VІІ.  ь  n -  -  g   
: 

1( ) ;T T
Q g g A AA Ag


                    (6.102) 

,
G g

G g
G g




 


 
   

      (6.103) 
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1( ) ( ) ;T T

G g A AA Ag g
 
        

1( ) ( )T T
G g g A AA Ag

 
         

(  T
A   ,   A ). 

VІІІ.   
0 0( ), ( )k k

Q f x G f x      

0( ).k
q G f x   

І .  
0( ) 0,k

Q f x       ІІ;    
 . 
.    1,i n  є ь  0,

i
q      (  

ь   k
x  є ’   4);     І. 

І.              
   i  ,  0

i
q       ІІ. 

,           ь   
 , .Q G   

  ІІ– VІІ є ь     
0 ( )f x   ,  є ь  : 

, ; , ; ( , ) , 1, ,k k j

i i i i j
x w i x i a x b j m        

  0 ( )f x     ь  ь ,  
 n m X   « » ,  є ь   ІІ- VІІ,  X   

    .    

ІІ.  0.s   

ІІІ.  0 0, 0.k
y x h   

ІV.   

 2 2
1 1

0 0 0( ) ( ) ( ) .s s s s s
h Q f y Q f y Q f y h

 
         

V.  

   1 1 1

1 0( ), , .s s s s

s f y h h Ch   
     

 1 0,
s

      1k s
x y

       VІІІ;  
   VІ. 

VІ.   1s
     

1 11 1 1
0 0

min min , min .
s s
i i

k k

i i i i
s s s

h h
i i

w y y

h h


    

     
 

 

VІІ.  1 1,s s
     : 

1 1

1 , 1s s s

sy y h s s 
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    ІV;  1 1,s s
      

1 1

1

k s s

sx y h 
   

    XVIII. 
XVIII.  1k k       ІV. 
Т ор а 4. Н х   , щ  є ь   4, 

    х  s
y   ,   s -  . Т  

ь   : 
1 1; ;s s

i i i iy w c u y c u     

0

2 (1 )s s
Ay b c u A Ay b      

(  1 2,c c   ; 12u
    х   (   

ь ь щ х  );  1( , , );
m

b b b    ,  
ь є : 

   1 11/ 4 (cond (cond ) 2) 1/ 2 (cond (cond ) 2),C C C C           

 C      0 ( )f x   щ  (6.100); 

1condC C C
        ).C  

З  4. ь     (6.100)  
  ,  є ь     
  s     ь  : 

0(1 ) ,s s
y Qy y           (6.104) 

 Q    ,Q   є ь   (6.102)  ;         

ь     [0;1]  ,     (6.104) 
ь є  . 

5.  С і  е  я р ’я а я а а  а ра  
р ра а я 

З  5 .  З  21
arg min

2x
Gx c   : 

, 0,Ax b x   

 G l n  - ,  є ь    , 1, ;j
g j n  c l - ; 

A m n  -   , 1, ;j
a j n b m  - . 

       є ь  
’    ь. А    ь ь 

 ь  ’   5  є ь 
 ’   5 ,  ,      

( )    5. 
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Ал ор т  5 

.  І. З    {1,2, , }n   ,  

  












Q

B
 (    B     A,  

є ь    ,j
a j   ;A Q     G, 

 є ь    ,j
g j   G) є   

    ь: 

;B y b      T T T
B u Q Q y Q c        (6.105) 

є ’  ( , ),y u    0.y   

 .  ІІ.  0,y       ІІІ;  
   VІІ. 

ІІІ.    {1,2, , }\j n   є ь  ь 

( , ) ( , ) 0,j j
a u g Q y c    

  ь  ’  * *

1* ( , , )T

nx x x    5: 

*
, ,

1,
0, ,

j

j

y j
x j n

j


  

 

  ;         ІV. 
ІV. З   {1,2, , }\ ,k n     є ь  ь 

( , ) ( , ) 0.k k
a u g Q y c    

V.   { }.k   

VІ. З   y ,   , ,jy j  ь   

 

i i
y y    ;i    0

k
y   

    І. 
VІІ.  ь   [0;1],     
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 0
k

z     \ .    

.   y ,   ь    

, ,j jy z j   

    І. 
І.         B   A 

  Q   G. 

ІІ. З  ’  ( , )y u    ь: 

;B y b       T T
B u Q Q y Q c            (6.106) 

    ІІ. 
Т ор а 5. Н х  є   {1,2, , }n   , щ  

 












Q

B
 є      (6.105) є 

’  ( , )y u ,   0,y    х    ,B    
ь   , є   . Т   

 ь ь   5 є ь  ь  
’  *x   5. 

З  5.     












Q

B
,   

 І  5,    ’  ( *, *)t x   

   : 

 
2

( , )
arg min ( )

t x

t
b A

x


 

  





            (6.107) 

  

1, ( , ) 0.t t x         (6.108) 

 є ь  ь 
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*
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*

t
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x
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 * 0,x      ,j
a    * 0,jx    

      j
g  є  

 












Q

B
  5. 

,   ’   (6.107) – (6.108)  
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Q

B
,  є 

 1;
T
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З  5'.  ’    ь (6.105)  
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Q

B
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Q Q
d W c Zh h S b Z W c
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B
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B

Q

W
W

W

 
   

 

B
W   є m  , QW   є l  . 

р а  2.  ’      
: 

min)5,3(15)3(5)( 2

2

2

1  xxxL  
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2 1

2 1

1 2

3 2 12,

2 3 6,
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x x
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x x
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  ABCO  є       BC ,  
  *)*,( 21 xxM  ь ь   BC  

12*2*3 12  xx  

      ( *).L x    є  
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2

2
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1
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0 .
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x
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x

dx dx x xL
L L
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3

2
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45. З ь  є  h   2
3

1

8

1
)(

2

2

2

1  xxxf  

   2,3
T

    2

1 2 1 2: 6, 1,X x R x x x x       

1 22 6,x x     1 21/ 2 4,x x    1 20, 0x x  . З   
     h        

  . 
46. ’ ь   є     

  : 

 

2 2

0 1 1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 2

( ) exp( ) 3 4 6 min,

2 8,

2,

1, 3.

f x x x x x x x x

x x

x x

x x

      

 
  
 

 

47. ’ ь     : 

 

3 3 2

0 1 2 1 2 1

1 2

1 2

1 2

( ) 2 2 min,

2 6,

2 3,

0, 0.

f x x x x x x

x x

x x

x x

     

 
  
 

 

48. ’ ь      
: 

 

2 2 2

0 1 2 1 1 2 1 1 2

2 2

1 2

2

2 1 1

1 2

( ) exp( ) (1 ) 10( ) 2 min,

16,

( ) 6,

2.

f x x x x x x x x x

x x

x x x

x x

         

 

  
 

 

49. ’ ь     є : 
2 2 2

0 1 2 1 1 2 1 1 2

1 2

1 2 3

1 2 3

( ) exp( ) (1 ) 10( ) 2 min,

2 5 25,

2 8,

0, 0, 0.

f x x x x x x x x x

x x

x x x

x x x

         

 
   

  

 

50. ’ ь     : 
o 2 2 2

0 1 2 1 2 1( ) min, 0, 0,f x x x x x x        

o (     ) 
2

0( ) 10 min, 1 0,f x x x x      

o (     ) 
2 2 2 2 4

0 1 2 2 3 1 1 2 3( ) ( ) ( ) min, 3.f x x x x x x x x x         

51. ’ ь     : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



559 

 

 

2 2

0 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) exp( ) 2 2 min,

4 0, 1.

f x x x x x x x

x x x x

      

    
 

52. ’ ь    є : 

 

2 2 2

0 1 2 3 1 3

1 2 3

1 2

1 2 3

(0)

( ) 2 2 6 max,

3 2 1,

2 10,

0, 0, 0

(1;1;1) .T

f x x x x x x

x x x

x x

x x x

x

     

  
 
  



 

53. ’ ь    : 
) 2

0 1 2 2( ) 2 2 minf x x x x      

 : 

1 2 1 2 1 23 2 6, 2 4, 0, 0;x x x x x x       
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 : 
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 : 
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 : 
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 : 
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і  7  
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x i
f x i m     ь ь  

Л   n
R ; ( )v    1 1{ } , { }k k k k  

     1 
, щ : 

1

0, , lim , lim 0, 0;
k k k k k

k k
k

  


 


         

3 1/2 1lim( / ) 0, lim( ) 0 ( , ).
k k k k k k

k k
k k     

 
       

1. Т   ь-    ),( 11
ux  ь 

 1
),(

k

kk
ux ,    1, ь ь 
, щ       ( , )x u     1 

ь ь  : ь  

, 1, 1, 0, 1,
s i

s n i m     , 

  

 , 1, 1, arg min ( , ) ,s s
y Y

y s n y x y


    

 х  : 
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min ( , )
y Y

u x y


  ; 

1

1 1

0
n m

s i

s i

 


 

   ;        (7.6) 

1

1 1

( , ) ( ) 0
n m

s x s i x i

s i

x y f x  


 

      .  

2. щ ,  ь , 
0 co{ ( ), ( )},x if x i x

                 (7.7) 

 ( ) { | ( ) 0, },ix i f x i
   

 

  
1

1

, 0
n

s

s

x X 




        

( ) 0, 1,
i i
f x i m    , 

  x  є    0. 
З  1.  (7.7) є ь   n

x R ,   
( ), ( )x if x i x

      ь-  x  ,  ( )x
  . 

  є ь     ,   ( )
i

f x   
  ь ь     n

R . 

2.  і а ія  е  

       0  
  1   ь  ь, 

    є .     
 ь є ь     

. 
Ал ор т  2 

.  I–IV.   К  I–IV ,     1. 
V.   ь   0  . 

VI.   ь   1 1m
v R

  (  ,   1
v  

ь   є    
1 2, 1( , , )g x u     ),( ux   

 ),( 11
ux ) . 

VII.   1, 1.k j   

 .  VIII.  k
v ,   

, / 2, 1jk k j j          IX;  k
v  ,   

  IX. 
IX.  З    k

y    y ,  
   Y       . 
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X. З    
k

i    i ,  
є     1,...,m    

1 2, ,...,
m

p p p , 

. 
XI.      ,

k k
     

є   
k

 ,  ь ь   2. 
XII.   є  ( , )k k k     

1 2, ( , , )kg x u      ( , )k k
x u   (7.4), (7.5). 

XIII.   : 
1 1;k k k k k k

k kx x u u        . 

XIV.   
1 ( )k k k k

kv v v     . 

XV.   1k k       VIII. 
Т ор а 2. Н х  ь   щ  0,  ( ), ( )iii iv  

 1     
1
,k k

 


    

1 1
,k kk k

  

 
   , щ : 

1

2

1

1

0, lim 0, ;

lim ; ; 0, lim 0, ( ) ;

k k k
k

k

k k k k k k k
k k

k

  

  








 


   

          




3

1

lim 0, lim 0, , lim / 0; lim ( ) 0,
k k k k k k k k

k k k k
k

     


   


          

2 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) ; ( ) ( ) , ( ) ( ) ;
k k

k k k k s s k s s

k k s k s

        
  

    

              

2 4 4 4

1 1 1

1

( / ) , / / .
k k k k k k k k k

k

        


  


      

Т   ь- х  1 1 1( , ),x u v : 

1) ь  
1

( , )k k

k
x u




,    2, ь 

 ь  
1

( , )i is s

i
x u




, щ    

1 2( , ) ,lim ( , , ) 0.i i

i

s s

x u s
i

g x u  


   

ь-    ( , )x u   є   ь є 
 (7.6)  є    0, щ   0 co ( ), ( ) ;x if x i x

     

2) 
1 2( , ) ,lim ( , , ) 0k k k

x u k
k

v g x u  


    ; 
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3)   ( , )x u    
1

( , )j jk k

j
x u




,   

 2, є     0. 
   ь , , , : 

12/13 11/ ; ; ( ln ) ,k k kk k k k        

 
49/50 21/25 99/100; ;k k kk k k       . 

3.   а  

З  3 .  З  arg max min ( , )
y Yx X

x y


    
1: n m

R R R   ,   m
Y R    

 ( ) 0, 1, ;
i

X x f x i m x Z   , 

 Z      1; : , 1,n n

i
R f R R i m   –   

  .Z  

Ал ор т  3 

.  I–V.  К  I–V ,     1. 
 .  VI. З    k

y   
 y ,     Y      . 

VII.  З    k
i    i ,  

є     1,...,m    1 2, ,...,
m

p p p , 

. 
VIII.  З     k

   є   

k
 ,  ь ь   3. 

IX.    є  ( , )k k    
1 2, ( , , )kg x u     

 ( , )k k
x u   (7.4), (7.5). 

X.     1 1( , )k k
x u

  : 
1 ( )k k k

Z kx x     ;  1 ( )k k k

U ku u     , 

 Q  –    ;Q U   ь   , 
 ь 

( , ) ( , )
[ min ( , ), max ( , )]

x y Z Y x y Z Y
x y x y 

   
. 

XI.   1k k       VI. 
Т ор а 3. Н х  ь  : ( ) Z i   , Y    

; ( )ii   ( , ), ( , )
x

x y x y     ; ( )Z Y iii  

( , )x y     б  Г  ь-  ; ( )y Y iv   
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( ), 1,
i

f x i m , ь   х      

; ( )Z v       
1 1
,k kk k

  

 
 , щ : 

1

1

0, lim 0, , ;
k k k k k

k
k

    





      

2

1

1

0, lim , , ( )
k k k k k k

k
k

     





       

(  ( )v  ь , щ   
8/4 1/5, , 1,2,...k kk k k    ). 

Т   ь-    1 1( , )x u  ь 

 
1

( , )k k

k
x u




,    3,   1 є ь   

 *G  ’   3: 

   * arg max min ( , ) *
y Yx X

G x y u


 . 

З  3.     3 n
Z R    

( , ), ( ), 1,
i

x y f x i m   ь ь   1,    X 
 3  1 1( , )k k

x u
      : 

1k k k

kx x     ;  1k k k

ku u     , 

 ,
k k

   ь      3.  
З  3'. А ,    ,  

  ,    ь;  ь 
    ’   0 є  

ь    x   .y  ’    
  ь  ь   ь    ,x  

   ,u   є ь      x   
 ь     .u  

7.5. а і ра іє і е  р ’я а я е ерер  
і і а  а а  а  р ра а я 

З  0 .  З  arg min max ( , , )
x X y Y

E x y 
 

     
1: n m

R R R       n
X R , m

Y R . 

П щ  0. ( )i   ( , ) ( , , )f x y E x y     є   х  
    , ;x y  ( ) X ii  , , 

 ; ( ) Y iii  ,  ; ( )iv  є  
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ь  ь    ( , , )x y     є  
( , , )

x
x y      ( , , ) .x y X Y     

   ’   0 ь    
ь   

k
Y     k -     k

h  

 ( 1)k  -   1.k
x

   k
h  є ь    

є   max ( , , )
ky Y

E x y 


   .k
x  

1.  С а  а і ра іє  е  

Ал ор т  1 

.  I.    0
x X . 

II.  ь   
s

N ,  
sN N . 

III.  ь    0

iz , [0 : ].i N  

IV.   

 | , [0 : ] .i i

NY y y Y i N    

V.  0.k   

 .  VI. З   
k

i    

[0: ]
max .

k

k k

i i
i N

z z


  

VII.    k    .  

VIII.  ( ( ), , ).kik k

x x y    

IX.    k
   k

 ,  ь ь  
 1. 

X.    
1( ) ( ( ) ( ( ), , )).kik k k k

X k xx x x y           

XI.    1( ( ), , )k i k
x y   ,  0 :i N . 

XII.  : 
1 1( ) ( ) ( ( ( ), , ) ( )),k k k i k k

i i k iz z x y z            0 :i N . 

XIII.  1k k       VI. 
Т ор а 1. щ   щ  0  ( )i   ( , , )E x y   

    x , x X    y Y ; ( )ii  є   
( , ) ( , , )f x y E x y    x  ь є  Л  

1 1( , ) ( , ) , , , , ;
x x
f x y f x y x x y Y x x X         

( )iii  

  2

, , ,E x y     
2

( , , ) ,xE x y    y Y , ;x X  

( )iv    k
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  ь ь : 
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2

0

,k

k






   
0

,
k

k






   10, 1
k k k k

        ,k   

        sN
x    

0
( ) ,k

k
x 




 

  1, ь     

 0:
max ( , , )i

i N
E x y 


   .X  

 ’    0,    
 

s
N  (

s
N    s) ’    

    1,  ь   
0sN

s
Y




 

 «  ь ь »   .Y  К   

   
0

sN

s
x




 є ь  ’   0. 

ь  
0sN

s
Y




 « є ь ь »   Y , 

   0       N ,    
NNs   ь  ь   y Y     y   
 

sNY     . 

2.  і а  а  а і ра іє  е  

Ал ор т  2 

.  I .     0 .n
x R  

II.  ь   0N     

  
0 0| , 0 :i i

NY y y Y i N   . 

III.  ь    0

iz , 0[0 : ].i N  

IV.      0 0    
 0,   0.   

V.  0.k    

 .  VI. З   k
i    

[0: ]
( ) max ( ).

k
k

k k

i i
i N

z z 


  

VII. З    k    .  

VIII.  ( ( ( ), , ))kik k

x x y   . 

IX.     
1( ) ( ( ) ( ( ), , )).kik k k k

X k xx x x y           

X.   1( ( ), , ),k i k
x y     0 :

k
i N . 
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XI. З    1k
    1k

  ,  ь ь  
 2. 

XII.   

  
1 1| , 0 :

k

i i

N kY y y Y i N
     

,       
kNY       

   :  ь  y Y  ь  y   
   

1kNY


   1

1 .k

 
  

XIII.   
1 1

1( ) ( ) ( ( ( ), , ) ( ))k k k i k k

i i k iz z x y z       
   ,  0 :

k
i N . 

XIV.  1.
k

i N   

XV. З   ijy   
kNY ,  ь   1k    

   i
y   є   [0 : ].

i k
j N  

XVI.  1( ) ( ).
i

k k

i j
z z    

XVII.  1k
i N  ,   1i i       XV;  

   XVIII. 
XVIII.  1k k       VI. 
Т ор а 2. щ     1 : ( )i   
( , , )E x y    ь  x X  ь є  Л    y  

1( , , ) ( , , ) ,E x y E x y y y        1 ;    

( )ii  ь  
0k k

 


  ь є   

lim
m

j
s

j s






     ,m s   

( , ,k k
   (1 2;1)  ), 

          
0

( ) ,k

k
x 




 

  2, ь     
max ( , , )

y Y
E x y 


   .X  

7.6. ра іє і е  а е я і   

З  0 .  З   ( *, *) ,x y X Y    ь є : 
( , *) ( *, *) ( *, ), , ,x y x y x y x X y Y              (7.8) 

 1: ;n mR R R    X   Y  –     
  nR   mR , . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



579 

 

 1.   ( *, *),x y   ь ь (7.8), 
ь о ою і ло  точо  * *X Y   ( , )x y   

 X Y . 

П щ  0.  ( )i   ( , )x y      
 X Y ,    x      ; ( )y ii   
  * *X Y       ; ( )iii  

є ь        ,x    
ь  ( \ *)x X X  є ь   ь 

( , *) ( *, *).x y x y   

 0 ь       
: 

   
1

0arg max ( ),
x X

f x


       (7.9) 

 1 { | ( ) 0, 1, , },n
i

X x f x i m x R       (   

)  , 0, ,
j

f j m    0f     
є ь   . 

 ( )iii  є  ь,      є  
   ,  ь ,  ь .  є 
 

1 1( , ) (1 ) , , ,x y y x X R Y R      

 є ь  є   : 

 
2

arg max ,
x X

x


 

 1
2 { | 0, };X x x x R     mR    m -    

’є  . 

1.  е  

Ал ор т  1 

.  I.    0 0( , )x y  .X Y  

II.  0k  . 

 .  III.    ,
k

   
ь є   1. 

IV.   ( , )k k
x

x y   ( , )k k
y x y – є , 

,  x   y   ( , )x y    ( , ).k kx y  

V.   : 
1

1

( ( , ));

( ( , )),

k k k k
X k x

k k k k
Y k y

x x x y

y y x y
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Q       Q . 

VI.  1k k       III. 
Т ор а 1.  Н х  ь  щ  0. Т   ь  

    є    ( ),   щ   ь  
  0 0( , ) ( ),x y Z   

( *, *) * *
( ) {( , ) | min ( , ) ( *, *) , ( , ) },

x y X Y
Z x y x y x y x y X Y 

 
     (7.10) 

  
0{ } ,

k k
 

   ь є : 

0; 0
k k

     
0

; ; ( ),
k k

k

k    




    

 1 є ь 0{( , )} ,k k
k

x y 
   є ь   

 х  * *.X Y  

р а  1.  З     ,x y
    

  2 2, 2 4 4 3 1x y x x y y xy           X Y ,  

 | 0 2X x x   ,   | 2 0Y y y    . 

’ .       
є  5   1.   є  

ь    ,x y    x   y : 

 , 4 3 4;
x

x y x y       , 8 3 1
y

x y y x    . 

А р  1 

I. є       0 0; 1; 1
T T

x y   . 

II.  0k  . 

1-  : 

III. З є  0 0,5  . 

IV. є  є : 

   0 0, 4 1 3 1 4 3;x x y              0 0, 8 1 3 1 1 6.y x y          

V. є   : 

       1 0 0 0

0 , 1 0,5 3 0,5 0;
X x X X

x x x y             
 

       1 0 0 0

0 , 1 0,5 6 2 0.
Y y Y Y

y y x y               

VI.  0 1 1k         ІІІ. 

2-  : 
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III. З є  
1 0,4  . 

IV. є  є : 

 1 1, 4 0 3 0 4 4;x x y           1 1, 8 0 3 0 1 1.y x y         

V. є   : 

   2 0 0,4 4 1,6 1,6;
X X

x             2 0 0,4 1 0,4 0.
Y Y

y         

VI.  1 1 2k         ІІІ. 

3-  : 

III. З є  2 0,3  . 

IV. є  є : 

 2 2, 4 1,6 3 0 4 2,4;x x y          

 2 2, 8 0 3 1,6 1 3,8.y x y        

V. є   : 

    3 1,6 0,3 2,4 0,88 0,88;
X X

x         

   3 0 0,3 3,8 0,114 0,114.
Y Y

y          

VI.  2 1 3k         ІІІ. 

4-  : 

III. З є  3 0,1  . 

IV. є  є : 

   3 3, 4 0,88 3 0,114 4 0,138;x x y          

   3 3, 8 0,114 3 0,88 1 0,728.y x y         

V. є   : 

   4 0,88 0,1 0,138 0,894 0,894;
X X

x        

   4 0,114 0,1 0,728 0,187 0,187.
Y Y

y           

VI.  3 1 4k         ІІІ. 

5-  : 

III. З є  4 0,05  . 

IV. є  є : 

   4 4, 4 0,894 3 0,187 4 0,137;x x y           

   4 4, 8 0,187 3 0,894 1 0,186.y x y         

V. є   : 
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    5 0,894 0,05 0,137 0,887 0,887;
X X

x         

   5 0,187 0,05 0,186 0,196 0,196.
Y Y

y           

VI.  4 1 5k      є  . 
 ,  ’ ь   1   

      5 5; 0,887; 0,196
T T

x y   . 

2. ра іє  е  і а я і   і  і  
р   

Ал ор т  2 

.  I .   ь    
0 0( , ) .x y X Y   

II.      0.   

III.  0k  . 

 .  IV.   ( , )k k
x

x y   
( , ).k k

y x y  

V.   : 
1 1( ( , )); ( ( , )),k k k k k k k k

X x Y yx x x y y y x y             

 Q       Q . 

VI.  1k k       IV. 
Т ор а 2.  Н х  ь  щ  0. Т   ь х  

   ,   ь ь ь 0 ,    ь   
 ( , )     0 ( , ),k    щ   2  ь  0 0( , ) ( )x y Z    
ь     ( , )     є 

ь 0{( , )} ,k k
k

x y 
     х 1

0( , )k k      
ь ( , ) ( )k kx y Z   (     ( )Z    ( )Z   

ь   (7.10)). 
Т ор а 2′.  Н х  ь  щ  0  х : ( )iv   

х  * *X Y   ( , )x y  є ь   є   
( *, *); ( )x y v    ( , )x y  є   ( *, *)x y   х ; ( )vi  

 ( *, *)x y  є ь  ь    ; ( )X Y vii   
є     ь   ( , ) n mu v R R   х, щ : 

2 2( *, *) 0, ( *, *) 0;xx yyx y u x y v      

 2 2( *, *) , ( *, *) .
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 Т   ь   0   ь    ( ) 0,    щ  
 2     0 0( , ) ( )x y Z    

ь     ( )    є 
ь 

0{( , )} ,k k
k

x y 
    (    

) є ь    ( *, *)x y . 

3. а а ь е  ра іє  е  

З  3 .  З   ( *, *) ,x y X Y    ь є  

( , *) ( *, *) ( *, ), , ,x y x y x y x X y Y        

 1( , ) : ;n mx y R R R    X   Y       
  nR   ,mR  . 

П щ  3. ( )i   ( , )x y   ь   
y Y     x     X   ;X   
( , )x y   ь   x X     y    

 Y   ; ( )Y ii     * *X Y   
( , )x y    X   Y    ; ( )iii  

є ь       * *X Y   
( , )x y ,   ь  * *, * *x X y Y   є ь : 
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X x x y x y x X

Y y x y x y y Y
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( , ).k kx y  К   ь ь  . 

Ал ор т  3 

.  I .   ь    
0 0( , ) .x y X Y   

II.  0k  . 

 .  III.  ь  є  ˆ ( , )k k
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y
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ˆ ( , ), ( , ) ( , ), ;

ˆ ( , ), ( , ) ( , ), .

k k k k k k
x

k k k k k k
y

x y x x x y x y x X

x y y y x y x y y Y

  

  

       

       




 

IV.    .
k

  

V.    1 1( , )k kx y  : 

1 1ˆ ˆ( ( , )); ( ( , )).k k k k k k k k
X k x Y k y

x x x y y y x y             

VI.  1k k       III. 
Т ор а 3. Н х  ь  щ  3  х : ( )iv   

ь х є   ( , )x y   x   ,y  ,  
,  є    , щ : 

ˆ ˆ( , ) , ( , ) , ( , ) ;
x y

x y x y x y X Y           

( )v    k
    3 ь ь : 

0

0, 0, 1, ; lim .
k

k i
k

i

k 




     

 Т  ь  
0

( , ) ,k k

k
x y




    3, , 

щ  

( *, *) * *
min ( , ) ( *, *) 0k k

x y X Y
x y x y

 
      .k        (7.11) 

Т ор а 3′.  Н х  ь   щ   3  
  ( ).iv  Т  є  0   , щ    

  

, 0, 1, ,
k

k     

ь  
0

( , ) ,k k

k
x y




    3, ь є 

  (7.11). 

За а я а ра  я а і  р   р і  7. 

1.        
. 

2. З ь     max ( )
i

i I
x


    

 1( ) 0, , n

jX x f x j J x R    . 
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585 

 

5.      max ( , )
y Y

x y


   X . 

6.    ь  ь   
0kN

k
Y




  

  ь ’    
? 

7.   є ь   є    
 ? 

8.      
. 

9.      * *X Y   
( , )x y    X Y . 

10.    є ь     x   y : 

)  є     ; 
)  ь  є  ? 

11. З   ь     ь  
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12. З ь    ,x y
    

  2 2, 3 3 5 2 1,5 10x y x x y y xy           X Y ,  

 | 1 3X x x    ,   | 3 5Y y y    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



586 

 

і  8  

 ІЗА І   С І Ч І  С А  

8.1. ере іа , ере іа  а  а і 

 X   Y        ,  
F  ,  є  X   Y       

 U   .X    ( , )L X Y    
 ,  ь  X   .Y  

 1.  F  є ь  р і о а  а 
Фр    x U ,  є  ( , )

x
D L X Y  ,   

( ) ( ) ( , )
x

F x h F x D h x h    ,    (8.1) 

 ь  h  ,  ,x h U    1
( , ) 0h x h    

0.h   

 F  є ь  р і о а    ,U   
     .U  

 
x

D h  ь р іало  Фр ,   
x

D  – 

о і ою Фр ,      ( ).F x  

З  1.  1,Y R   *( ) ,F x X    є  
 . 

З  2. ,  ь (8.1)     
 

1

0
lim ( ) ( ) 0,x
h

F x h F x D h h



         (8.2) 

    : 
 0   0  ,   h  ,  h   є ь  

ь 

( ) ( ) ( ) .F x h F x F x h h                                  (8.2') 

 2.  ( )F x  є ь  тро о 
р і о а  а Фр    ,x   ( ) ( , )F x L X Y     
0   0   ,  1 2,x x ,  ь ь  

1 2,x x x x     , є ь  ь 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )( ) .F x F x F x x x x x      

 3. Д р іало  ато  ( )F x    x  

ь  (   є  h X  ) 

0

( ) ( )
( , ) lim .

t

F x th F x
D F x h

t
 

 
    (8.3) 
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  ,  є  ( ) ( , )F x L X Y   ,  
( , ) ( ) ,D F x h F x h    ( )F x  ь о і ою ато. 

З  3. І   (8.3)    
     

0

( , ) ( ) .
t

d
D F x h F x th

dt




   

 ,      є 
ь  ,    , ь  

 2 1, .X R Y R    

    є   . 
Т ор а 1. Н х  х   ( )F x  є     x   

є  ь    є . Т     є  х  
,  ( ) ( ).F x F x   

 , ,X Y Z  –   , U  –   ,x X  

V  –   ,y Y   ( ),y x   F  –  V   ,Z  

 ( ) ( ( )).l x F x  є   . 
Т ор а 2. П , щ   ( )F y    

   ,y    ( )x     ( ) 
  .x  Т   ( )l x     ( ), 

    є  

( , ) ( ( )) ( , ).Dl x h F x D x h     (8.4) 

 4.   ( , )F x y     U   
( , )x y X Y    ь  U    .Z    ( , )F x y  

  y     x    ( ),   
 є ь  ча т о ою о і ою  x   F    

( , )x y   є ь  ( , ).
x

F x y   

А  є ь     .y  

Т ор а 3 ( ро о  р іал). Н х   ( , )F x y  

є     U   х  ( , ),
x

F x y  ( , )yF x y   , 
 є    U  (    

). Т   ( , )F x y     ( ь 
 ),  

1 2 1 2( , )( , ) ( , ) ( , ) .x yF x y h h F x y h F x y h    

 П –  ...
n

X X    Y .  

 5.  1( ,..., )
n

П б б  є ь  олілі і , 

     . 
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 6.   є ь  о ,  
є  0C   ,  1 1( ,... ) ...

n n
F x x C x x , , 1,

i
x i n  . 

   ь є ,   
є ь    

1

1
1,... 1

sup ( ,..., ) .
n

n
x x

П П б б
 

  

 7.   є ь  тр ч , 

    є ь   ь   . 
 

1( ,..., )
n

П б б  –    . 
  n -   ( ,..., )П б б  є ь   

1
1 ,...,

( ,..., ) ( ,..., ) .
n

n x x x x
П б б П б б

 
  

        
( ),F x  x U . 

,  є : 

1 2( ) ( ) ( , ) ... ( ,..., ),
n n

P x h h h h h     

 ( ,..., ), 1,
s

h h s n    s -  ,  : 

2

1( ) ( ) ( ) ... ( ,..., ) ( ) ,n nF x h F x h h h h h       

 
0

lim ( ) 0.
n

h
h


  

 ! ( ,..., )
n

n h h  ь р іало  n - о ор   ( )F x  

 ь ( , ).n
D F x h      

 є  

1 1( , ,..., ) ! ( ,..., )n

n nD F x h h n h h  . 

   ь n -ю о і ою ( )F x    x  

 ь ( ) ( )n
F x ,  є  : 

( )

1
( ) ( ) ( ) ( )( , ) ...

2

1
( )( ,..., ) ( , ) ,

!

nn

n

F x h F x F x h F x h h

F x h h x h h
n



      

 
 

 ь ор лою Т лора. 

З  ,   ь 

0
( , ) ( ) .

n
n

n t

d
D F x h F x th

dt 
   

    n -  .   
  є   U   x .  

( , )DF x h      x .  ,   
    

 1 1 1[ ( , ), ] ( )( ), ( , )( )D D x h h D F x h h DF x h h   . 
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 1 1( , ) ( )( ).DF x h F x h   

 ( )F x  є ь  р ою о лі о ою о і ою. є  
ь 

 
0

2

1 1 1 0
0

[ ( , ), ] ( )( , ) .p t
D DF x h h F x h h F x th h

t 


  

   
 

 

А  є ь  n -     n -  
 . є   . 

Т ор а 4. Н х  є n -     

( )F x ,  n -   х  ( ) ( )n

p
F x  є    

  U   x . Т    U  є  
( )( , ) ( )( ,..., ).n n

D F x h F x h h  

 ( )F x  ,      
 X   є    1 { ; }R R    .  
: 

dom { : ( ) },F x X F x    

epi {( , ) : ( ), dom }.F x X R F x x F       

 dom F  є ь  т ою ,  epi F  – 

а ра і о   ( ).F x  

 8. ,   dom F    ь ( )F x   , 

є ь  ла ,    ь  ла . 

 ( )F x  є ь  о л ,  epi F  –   
 .X R  

ер е я 1.       
ь ,   ь  dom

i
x F    ь  

1

0, 1, , 1
n

i i

i

i n 


    ь ь 

1 1

( ).
n n

i i i i

i i

F x F x 
 

 
 

 
     (8.5) 

З  4.       ь  
’    є  є . 
З  5.  ( )F x ,      

U    є ь  о л    ,   
ь  є ь  ь (8.5),  ль о о л ,  ь 

(8.5) є ь      1.
i

   

 9.  ( )F x  є ь  а ль о о л   
  U  ь   ,X   є  

 0   ,  є ь  ь 
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2

1 2 1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) (1 )F x x F x F x x x               

1 2,x x U    0 1.   

ер е я 2.  ( )F x  є    ь  ,  
 ( ) ( )f t F x ty     1, , .t R x y X    

Т ор а 5. Н х  U  –      х  
 X    ( )F x  є    U . Т  

  ( )F x  х   ь , щ     
х : 

1 2 2 1 2( ) ( ) ( )( )F x F x F x x x   , 

1 2 1 2( ( ) ( ))( ) 0F x F x x x    . 

щ   ( )F x    ,    
( )F x  х   ь , щ  ь ь 

( )( , ) 0, .F x h h h X     

Т ор а 6. Н х  U  –     ь  
 ,X    ( )F x     .U  Т  

 , щ  ( )F x   ь  , х   ь , щ  
   : 

1) є   0   , щ  
2

1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( ), )F x F x F x x x x x      1 2,x x U  ; 

2) є   0   , щ   
2

1 2 1 2 1 2( ( ) ( ), )F x F x x x x x      1 2,x x U  . 

щ   ( )F x    ,  х   
ь , щ   0   , щ   

2
( ( ) , ) , .F x h h h h X x X      

 10.  ( )F x  є ь  а і р р   

  0 ,x X   
0

0lim ( ) ( ),
x x

F x F x


   ла о р р  ,  

ь є ь  ,  x   є ь   0.x   
( )F x  є ь  ро то а і р р  ( ла о а і р р ) 

,  ь є ь      .X  

З ,    ( )F x  є   ,  
 є   , ь       

X  є   ь.     
 . 

ер е я 3.    є  , 
  є    . 
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. 

ер е я 4.      є 
 . 

До . 
, ь  ( )F x  –  ,  

((1 ) ) (1 ) ( ) ( )F x y F x F y          0 1,   

 

( ( )) ( ) ( ( ) ( )),F x y x F x F y F x       

( ( )) ( )
( ) ( )

F x y x F x
F y F x




  
  . 

З   0    
( )( ) ( ) ( ).F x y x F y F x     

 .y x   

( )( ) 0F x y x       lim[ ( ) ( )] 0,
y x

F y F x


   

    . 
ер е я 5.  ,      

 ,   ь ,     
 . 

 11.  ( ) ( )o x l x b   є ь  о ор   
 ( )F x ,   

1) ( ) ( )o x F x x  ; 

2) sup{ ( ) ( )}.
x

b l x F x   

є   . 
Т ор а 7 ( і о ь о о).     , 

   є  ,   ь  ,  
 є х ь   х х х . 

З  6. І   ь  є,  
    є ь   

 . 
ер е я 6.   ( )F x     

    0x ,   0 0 0( ) ( )( ) ( )o x F x x x F x    є  ь  
.  

 12.  *( )F p   *
X  є ь  р   

 ( )F x   р т ор  Ю а-Ф л ,   
є ь    

*( ) sup{ ( ) ( )}
x X

F p p x F x


  , 
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*

** *( ) sup{( , ) ( )}
p X

F x p x F p


   

є ь  р  р  . 
З  7.      є 

є ’ ,  ,  *( )F p  –  ,  
 *( ) ( ) ( )

p
o x p x F p      ,  ( )po x  є 

 ,  *( ) ( ) ( )
p

F p p x o x     
. 

ер е я 7. 1)  *
F   **

F  є   
 ; 

2)  ь  *,x X p X   є ь  ь  
*( ) ( ) ( )F x F p p x  ; 

3) **( ) ( )F x F x x  . 

ер е я 8. **( ) ( )F x F x    ь  ,   ( )F x  

   . 

  ( ) : .F x X R   

 13. р іало  F    0x  є ь  
 *,X   є ь     * *

x X ,   
є ь  ь 

*

0 0( ) ( ) ( ) .F x F x x x x x X      

     0x   0( ).F x  

ер е я 9.  0( )F x  є    *.X   

Т ор а 8 ( оро- о а лара). Н х  
i

F      .X  

Т   

1 1

( ) ( ).
n n

i i

i i

F x F x
 

 
   
 
   

щ      x   ,   є , 
,    ,   ь   є  ь 

1 1

( ) ( ).
n n

i i

i i

F x F x
 

 
   
 
   

 1 .   ( )F x       0x  , 
 0( )F x  . 

Т ор а 9 (Д о ь о о- ілюті а). Н х  ( )
i

F x    
 X ,     0x , 

1
( ) max ( ),

i
i n

F x F x
 

  1{ ,..., }
s

I i i  –  

 , щ  0 0( ) ( ),
i

F x F x i I    0 0( ) ( ), .
i

F x F x i I   Т   
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* * * *

0 0

1 1

( ) : , ( ), 0, 1 .
k

s s

k k k i k k

k k

F x x x x x F x  
 

 
      

 
   

 2 .    
k

F    .  
  ь -  *

0( ).
kk i

x F x   

8.2. е ре  р  і а я е ре і . е і і  
е ре і  

 1.  U      
є ь  о а т ою,   ь   

n
x U   

 ь 
knx ,  є ь    0 .x U  

 U  є ь  ла о о а т ою,   ь  
   ь,   є ь   

  0.x  

   ь-     
є .     ,  

, є ь . 

р а  1 .   X  – ь  ,  { : 1}U u u   – 

   X ,  є      X  

( ь ). 
 { }

k
l  –    X . ь  ( , ) 0

k
l x    

k   ,x X     22

1

( , ) ,
k

k

l x x




   k
l   є ь   . 

        ь   
ь,     ь   ,      

lim 1
k

k
l


 , ь  1.

k
l   ,  . 

Т ор а 1. Н х  U  –      
  X .  ( )F x     

  U . Т  * inf ( ) ,
x U

F F x


     

* min ( )U Arg F x  – ,    ь   
ь  є ь      *U .  

 2.  U      X  

є ь  ла о а ою,  ь    ь  
є   є ь     U .  

Т ор а 2.        
   X  є  . 

З  1.     ,    
      . 
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Т ор а 3.  , ,   U   
    є  . 

 G  –        .n
R  

    -  
1( ) ( ( ),..., ( ))

m
x t x t x t   

   
1

2

2

1

( )

p p

m

ip
iG

x x t dt


      
   
  

є   1 p  ,  ь,  { : }, 0r p
S x x r r     

  є   (   ) . 
Т ор а 4. Н х  U  ,      

    X ,  ( )F x   
  . Т  * inf ( ) ,

U
F F x    * min ( )U Arg F x  – 

, , ,  ,  ь   
ь є ь      *U . 

Т ор а 5. Н х  U  –       
   X ,  ( )F x  , 

   U       y U   
Л   

( ) { : ( ) ( )}L y x U F x F y    

. Т  inf ( ) ,F x    * min ( )U Arg F x   – , , 
,  ь   ь  є ь    

   *U . 

З  2. ь      ( )L y  є 
 

lim ( ) , .
k k k

k
F x x x


    

З  3.     5  ( )F x  ь  
,  *U  є ь   є  . 

,  1 2 *, ,x x U   1 2 *

1 1

2 2
x x U  , *

1 2

1 1
( )
2 2

F F x x    

*

1 2

1 1
( ) ( )

2 2
F x F x F   ,   . 

  ( )F x  є ь  ,     
   . 

Т ор а 6. Н х  U  –      ь  
 X ,   ( )F x  є ь      

 X . Т  
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1)  Л  ( )L y  є ь  , , 
  х y ; 

2)  *
F   , *U  ,  *U  є ь   є  ; 

3) ь   ь { }
n

x  є ь    

*x   ,  
2

* *( ) ( )n nx x F x F x    . 

р а  2.      
1

0

1
( ) ( ) ( )

2
F x sign t x t dt   : 

 [0;1]( ) ( ) , ( ) 1, 0 1x x t U x t C x t t       , 

 [0;1]C  –      [0;1] . ,  
( ) 1F x   . З ,  є ь  ( )

k
x t  ,  

lim ( ) 1
k

k
F x


 ,  ( )

k
x t  –  ь. З  ь 

( )
k

x t  ь   

1 1 1
2 2

1 1 1
2 2

( ),  е е ;
( )

( ),  е е .
k

k

k

k t t
x t

sign t t

  
 

  
 

 
 k   ь ( )

k
x t  є ь     

1
2

0 1
2

0, ;
( )

1, .
t

x t
t


 


 

 ( ) ( ) 1, 1 1U x t x t t     . 

 U  є , ;  ( )F x  є  
 ,   [ 1;1]C    є ,  ,  

  ,       
. 

1

2

k
2

1  

k
2

1  1 t  

( )x t  
1 

0 
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р а  3.    ь  U  є  
 2( ) ( ) (0;1),U u t u t L  ( ) 1u t    ь  (0;1) . 

 ь  ( )u t U       1 2( ), ( ) ,F u F u   
1 1

2 2

1 2

0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) ,F u x t dt F u u t dt     
0

( ) ( )

t

x t u s ds  , 0 1t  . 

  ь    ь , є   
 . 

 ь    

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ), , 0,F u F u F u       

   ˆ( )u t  ,  ˆ argmin ( )u F u . 

  ь  ь  ь,  1 2 1.    

  ( )F u    

 
1

2 2

0

( ) ( ) ( )F u x t u t dt  . 

З ,  ( ) 1F u   , ь  
1

2 2

0 1
0

( ) ( ) max ( ) 1
t

F u u t dt u t
 

      . 

 U  є     (    
).      ь    
ь  ь. ь  ь ,   

ь. 
 ь ( )

k
u t  є ь     2 (0;1)L   

 0 ( )u t .  є ь ( )
nku t ,  є ь   0 ( )u t  

 ь. ь  ( ) 1
nku t  ,   ь 0 ( ) 1u t  ,    

 . 
 ( )F u  –     2 (0;1)L . , 

 ( )
n

u t  є ь    2 (0;1)L   0 ( )u t ,  

 
1

2

0

0

lim ( ) ( ) 0n
n

u t u t dt


  , 

 
1 1

2 2

0

0 0

lim ( ) ( )n
n

u t dt u t dt


  . 

К  ь , 
0

( ) ( )

t

n nx t u s ds   є ь   0 ( )x t    2 (0;1)L  

(  ),  
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1 1

2 2

0

0 0

lim ( ) ( )n
n

x t dt x t dt


  . 

З    ь  ( )F u .  
 U   ,     0 ( )u t  ,  0( ) 1F u   , 

  inf ( ) 1
u U

F u


  . З ,  ь   2 (0;1)L   ь ,  

ь ,    
0 ( )u t  (

0 min ( )u Arg F u ) ь  
  ь   ( )F u . 

А ,    ,  ( )F u   є  

  (   ,   є   
). ,   ь  ь sin ( )

k
kt u t   

0 1t  ,  ( )
k

u t   є ь   , ь   ь   
( )x t   2 (0;1)L  

1

0

sin ( ) kkt x t dt c  , 
k

c   є  ’є  ( )x t , 

 2

1

k

k

c




  ,  0,
k

c k  .  

: 
1

2 2

0

( ) ( ( ) ( ))k k kF u x t u t dt  , 

 
0

1
( ) sin cos 1

t

kx t ks ds kt
k

 


   , 

1 1 1 1

2 2

0 0 0 0

1 cos 2 1 cos 2 1
( ) sin

2 2 2 2
k

ks ks
u t dt ks ds ds ds

  
        , 

221 1 12 2

2 2

0 0 0

cos 2cos cos 1 cos
1 1 0

( ) ( )

ks ks ks ks
ds ds ds

k k k k k

   
    

          
   
   . 

, 
( ) 1/ 2

k
F u  , k  , 

 (0) 0F  .  lim ( ) 1/ 2 0
k

k

F u


   ,   ( )F u   є  

 . 
,   ( )F u   є є  ь    

    .U  ,  
1

2

0

( ) 0,x t dt    ( ) 0x t  ,  
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ь ( ) 0u t    (0) 0 1.F       
1

2

0

( ) 0,x t dt    

1

2

0

( ) ( ) 1,F u u t dt         . 

 ,      є  
,   : 

2 2

1 2

1

1
( , ,..., ) ( )

N

N k k

k

F u u u x u
N 

  , 

 
k

x  є ’   1k k k
x x u   ,    1

k
u   є  

0 0x  ,  є ь  . 
 3.   ( )F x  є ь      

0x     X .  0x  є ь  точ ою 
і і    ( )F x ,  є   0x  ,  

0( ) ( )F x F x x    ь  . 
ер е я 1.  є    ( )F x    

 0x    0( ) inf ( )F x F x .  ,    

0( , ) 0DF x h   h X  .  є  ,  0( ) 0F x  .   
 0x  є     0( ) ( ),f t F x th t R   .  

   є: 
2

02

0

( ) 0

t

d
F x th h X

dt


    . 

З  4.     ь  
  ( )F x ,   

2

0 02

0

( ) ( ( ) , )

t

d
F x th F x h h

dt


   

   ь     ’є    

0( )F x .     0( ) 0F x  ,   

0( ) 0F x   є ь   ,  0x    . 
 ,  є,      

  є ь .  

р а  4.    ь  ь   H   
 1,..., ,...

k
e e  є ь    

2
4

3
1 1

( , )
( ) ( , )k

k

k k

x e
F x x e

k
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3

3
1 10

( , )( , )( )
2 4 ( , ) ( , )k k

k k

k kt

x e h edF x th
x e h e

dt k

 

 


   , 

 0x  : 

0

( )
0

t

dF th

dt 

 ,  
22

2 3
10

( , )
( ) 2 0,k

kt

h ed
F th

dt k





   

22
2 2

2 3
1 10

( , )
( ) 2 12 ( , ) ( , ) .k

k k

k kt

h ed
F x th x e h e

dt k

 

 

     

ь   x ,   ( , ) 0jx e    j n , ( , ) 1/
n

x e n . , 

5 4

1 1
( ) 0 (0)F x F

n n
      ь  2 2

2
1

1
( , )

k

k

x x e
n





  ,   ь  

  0 є  x  ,  ( ) (0)F x F ,   ь,  0  є 
 .  
ер е я 2.  ( )

i
F x  1,2i   –  ,   

   U     X ,   
1( )F x  є  .   * min ( )

x U
U Arg F x


 ,  

1 2( ) ( ) ( )F x F x F x  .     : 

1) *x U , 

2) 1 2 2( , ) ( ) ( ) 0DF x y x F y F x     y U  . 

До .  
 *x U .   y  ь    U ,  

((1 ) ) ( ( )) ( )F x y F x y x F x          0 1  , 

 

1 2 1 2

1 2 2

( ) ( ) ( ( )) ((1 ) )

( ( )) (1 ) ( ) ( )

F x F x F x y x F x y

F x y x F x F y

  
  

       
     

 

 

1 1
2 2

( ( )) ( )
( ( ) ( )) 0

F x y x F x
F y F x




  
   . 

 0  є  ь   2). 

Т ор а 7 ( ро о тат і о  тр ). Н х    
( )F x  є  х    . Т  щ   

( ) 0F x  , 
2

( )( , )F x h h h   h X   

  0  ,  min ( )x Arg F x . 

 ( )F x  –  ,     
 X     є . 

ер е я 3.  ,  0 min ( )x Arg F x    ь , 
 00 ( )F x . 
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До .  
З   ,  *

0( )x F x ,  
*

0 0( ) ( ) ( )F x F x x x x    x X  .  
00 ( )F x ,  

0( ) ( )F x F x , 

 
0x  –  . ,  ,  

0x  –   
є ь 

0 0( ) ( ) ( )F x F x o x x   ,  ь 
00 ( )F x . 

 X   Y  –   ( , )L X Y , :iF X R , 0,i m  – 

 , U     .X    : 

0( ) infF x  , ( )
i i

F x a  1,i m , 

x b  , x U ,  1

ia R .                                  (8.6) 

  1U   1 { }U x x b   . 

Т ор а 8 (а ало  т ор  а–Та ра). Н х   

( ), 0,
i

F x i m  –    1x̂ U U  ,   є ь    

 (8.6). Т  ь  0, 1,
i

i m    , щ  
1

1
m

i

i




 , ˆ( ) 0
i i
F x  , 

1i    0 1
ˆ ˆ( )( )x U U x  ,  х 

0

1

ˆ ˆ0 ( )
m

i i

i

F x x


   ,  

1, ,
( )( )

0, .

x U
U x

x U



  

 

 1  ( р  а ра а).     8 U X  

  X        Y .  ь  
 0

i
  , 0i   , : 

ˆ( ) 0
i i
F x  , 1i , *

ŷ Y , ˆ ˆ ˆmin ( , , ) ( , , )
x

L x y L x y  , 

 
0 0

1

( , , ) ( ) ( ( ) ) ( )
m

i i i

i

L x y F x F x a y x b  


      .  

До .  
    є   ,Y     0

i
  , 

ˆ (Im )y
  ,  Im  –   , (Im )  – ь    

,  ь   8 ь .  Im Y  .  
*

1( )( ) ( ) ImU x Ker      ,  Ker  –    , *  –  

   . ,   8, *

1

ˆ ˆ ˆ0 ( ) Im ( , , )
m

i i x

i

F x L x y 


      , 

 ь,    ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( )L x y L x y o x x      

ˆ( , , )L x y   x . 
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8.3.  За а я е і  і а і   е і е ір  
р ра  

1. р е а і і і а і  а ра  і а і  а аріа і і 
рі я я 

     ь    
   є     є ь 

’ .     ,  ’   є 
    ь  ’  ь  ь  

    .    ,  
ь   ’   ь,  ь а аль  

ро ’ а  а ач,  ь  . 
      . 

 H  – ь      ,  є 
  , V  –   ,H   є ь  

        ь   

 .H    V   : 

( ) ( , ) 2 ( )F a l     , 

 ( , )a    –  ,  є   
 ( , )a   , ( )l   –  . 
ер е я 1. ,   ( , )a    –   є 

  0  ,      є ь  ь 2
( , )

V
a     . 

,  ( )l   –    V ,  є є  ’  
  

( , ) ( )a l   , V    min ( )Arg F  . 

До .  
,   ( )F   є     

lim ( )F





  .    4 . 8.2 є  .   

      

0

( ) 0
t

d
F t

dt
 



   V  . 

А  1
( ) ( , ) ( )

2

d
F t a l

dt
       . З  є   . 

 ,  ь  ’    1 2,  .  

 

 
2

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
V

a a a a                   . 
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А  1 1 1 2 2 2( , ) ( ), ( , ) ( )a l a l       , 1 2 2( , ) ( )a l     

1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( )a a l      . 

З  ,  
2

1 2 0
V

   ,  
1 2  . 

  
2(0,1)H L , 

0
1

2 (0;1)V W  –   ,  
   [0;1]   ,  (0) (1) 0   . 

   
1 1

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a t t t dt c t t t dt         . 

 ( ), ( )a t c t  – ,   ’є  ,  
є 0   ,  ( )a t    ь.    ( , )a    

ь     1.    
1

0

( ) ( ) ( )l f t t dt   ,  2( ) (0;1)f t L ,      ,  

ь   є  ’     

( , ) ( )a l    
0

1

2 (0;1)W  . 

З ,   ( )t  є ь  ’   
: 

( ) ( ) ( )
d d

a t c t f t
dt dt

    , 

(0) (1) 0   . 

2. а а р еріа ь і а а і я аріа і  рі я ь 

 U  –   ь  ь   1H . 

  ь  u U  є ь   
1 1 2 2( ( , ), ( , ), , ( , ))

m m
F u F u F u   ,  j  є ’   : 

( , ) ( , ) ( ) , 1,
j j j H j

a B u l V j m         ;  (8.7) 

( , )ja    – , ,    V ,  ь 

0j   ,  22( , )j j V
a     , 1( , )jB L H H , ( , )j jF u  –   

1V H . 

     .  
(1) (1)

1 1 1 1( ( , ), , ( , ))m mF u F u   ь       
(2) (2)

1 1 2 2( ( , ), , ( , ))m mF u F u  ,  ь  : 

(1) (2)

1 2( , ) ( , ))i i i iF u F u  , 1,i m  
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 є 
0i  ,  

0 0 0 0

(1) (2)

1 2( , ) ( , ))
i i i i

F u F u  . 

,    є ь    , 

ь ар то-о т аль .  

  - ь     
 .     є  ь  .   

  ь    . 
З ь   * min ( , )

i i i
u U

F F u


 , 1,i m .  є ь  

ь     m
R    

1 1( ( , ), , ( , ))
m m

F F u F u      * * * * * * *

1 1( ( , ), , ( , ))m mF F u F u   ,  
ь    

*( ) ( , )I u F F . 

ь    ь  *
u  є ь    

* min ( )u Arg I u . 

    *
u . 

р а  1 .   ( , ) ( , )
i i i i H

F u g  , 1,i m , 2{ : }U u u   , 
i

g  – 

      H . 

  *

iF . ь : 

*( , ) ( , ) ( , )i i i i i i ig p Bu B p u      , 

 ( , )i i ig  ,  
i  – ’   ( , ) ( )i i ia l   , 

i
p  – ’  

 ( , ) ( , )
i i i

a p g  ,  

2 *min( , )
i i i i i

u
g B p     . 

  ’   *( , )i i ig F  ,  

* 2 *( , )i i i iB p u B p  , 1,i m . 

   *

i iB p  –     1H .  
’ ,  є  , є : 

*

1

ˆ ˆ
m

j j j

j

u x B p


 , 

 ˆ
jx  – є ’     ь 

* * 2 *

1

ˆ( , )
m

i i j j j i i

j

B p B p x B p


  . 

     *

i iB p    ь  
,  ь .  , є є   ’  

– ˆ
jx . 
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 2ˆ ˆ( , )u u  ,  ь  û  є ’ ,  є  
ь,   û   ь   .  

 ,   ’     , 
: 

  ( )I u    2( , )u u  . 

З    
* * *

1 1 1

( , )
m m m

j j j j

j j j

F F F F F F
  

      , 

 

* * * *

1 1 1 1

( ) ( , ) ,
m m m m

j j j j j j

j j j j

I u B p u F B p u F
   

 
    

 
    . 

   К - ь  

* *

1 1

ˆmin ( ) ,
m m

j j j
u

j j

I u B p u F
 

 
  
 
  , 

  
1

* *

1 1

ˆ
m m

j j j j

j j

u B p B p


 

    . 

    : 

* * * *

[1; ] [1; ]
1

( , ) max max( ) max ( )
i

m

i i i i i i i
i m i m q

i

F F F F F F q F F
  

      , 

 
i

q  – ’є  ,  ь ь  
1

1
m

i

i

q


 .  

І      є : 

* *

1

min ( , ) max min ( )
i

m

i i i
u U u Uq

i

F F q F F
 



  

* *

1 1

max min ,
i

m m

i i i i i
u Uq

i i

q B p u q F


 

  
    

  
  * *

1 1

max ,
i

m m

i i i i i
q

i i

q B p q F
 

 
  
 

   

 
1

* *

1 1

ˆ ( )
m m

i i i i i i

i i

u q B p q B p


 

   . 

 1 1
ˆ ˆ( , , ) min ( , , )

m m
q q Arg L q q  ,  

* *

1

1 1

( , , )
m m

m i i i i i

i i

L q q q B p q F
 

   .  ь  ь  є 
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1

* *

1 1

ˆ̂ ˆ ˆ( )
m m

i i i i i i

i i

u q B p q B p


 

   . 

   ’  ь   
  .  

 є  ,  2m     є ,  
2 22( , )

i i i i iH
F u u      , 1, 2i  . 

З         0c    
 ь  ь     

1
ˆ min ( , )

i
u U

u Arg F u


 , 2 2{ | ( , ) }U u F u c  . 

З ,   ,     ,  
 c     2 2min ( , )c F u . 

ер е я 2.  U  є , , ь  
   c ,  ь ь  2 2min ( , )c F u . 

До . 
ь  

22

2 2 2( , )F u u  ,   U  ь    
22

1 2{ | }U u u c  ,   є ,  ь  є  

 U . ь  2 2 2( ) ( , )I u F u  є  

  2( ) ( )f t I u tv   ,  2

2( ) ( , ) 0f t v v   . К   
 2 ( )I u  є ,  ь  U  є . 

,     2 2
ˆmin ( ) ( )I u I u .  

З ,   2 2( , )F u  є , ь   
 ,  2 2lim ( , )

u
F u


  . 

 є є   1 2 2
ˆ min ( , )u Arg F u ,      

 

2 0( ) 0
t

d
I u tv

dt
   1v H  . 

ь  2

2 0 2 2 2 2

1 ˆ( ) ( , ) ( , )
2

t H

d
I u tv a u v

dt
      ,  2  – ’  

 

2 2 2
ˆ( , ) ( , )

H
v     . 

  p   ’    

2 2 2( , ) ( , )Ha p      . 

 ь  : 
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1

*

2 2 2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

H H
a p a p B p B p           . 

   ,  2 *

1 2 2û a B p
  ,   p  

ь    ь: 

2 2 1 1 2 1

2 2 2 2 2

ˆ( , ) ( , ) ( );

( , ) ( , ) ,

H

H

a Bu l

a p

   

   

 


 
   (8.8) 

 1 2, V   . 

 , 
2 2 1̂min ( ) ( )I u I u . 

   1 2,p p V   ’   ь: 

1 1 1

ˆˆ( , ) ( ( ), ) ( );

( , ) ( , ), , , 1, 2,

i i i i i i

i i i i i i i i

a Bu l

a p V i

    

     

  


    
  (8.9) 

  
* * 2 2 1

1 1 2 2 1 2
ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )( )u B p B p        ,    (8.10) 

 ˆ 0  ,  є ь    2
ˆ(0)I u c ,   ̂    

 2
ˆˆ( ( ))I u c  . 

ер е я 3.  1 , 2 , 1p , 2p  – ’   ь (8.8), 

(8.9)  2min ( )c I u .  ь  ь  *
u    

  є  * ˆˆ( )u u  . 

До . 

ь  U  – , ,  ,  

1 1( ) ( , )I u F u  є ь  ,  є є  ь  *
u  ,  

*

2 1( ) min ( )
u U

I u I u


 ,  є  ˆ 0   ,    

1 2
ˆ( ) ( ) ( )I u I u I u    

є    *
u ,   *

u  є ь  ь 

*

0( ) 0
t

d
I u tv

dt
    1v H  . 

А  ,       2,  
,  

* * * 2 2 *

1 1 2 2 1 2
ˆ ˆ( ) ( ( ) , ) 0

d
I u tv B p B p u v

dt
         . 

З   * ˆˆ( )u u  ,     . 
З  1. І     3 є,  

 ь (8.8), (8.9) є є  ’ . 
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8.4.  і а а а а е ь ер  

 є  ь  
1 2U U ,  , 1, 2

i i
U H i  , 

i
H  – 

ь  ,  є  ь   

1 1 1 2 2 2 1 2( ( , , ), ( , , ))F u u F u u  ,  
i

F  –     

 1 2i
V H H  . ь   , 1, 2

i
V i   –   

ь    ь   *
H H ,   1   2  є 

’   ь: 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( )
i i i i i i i i i

a B u B u l        
i i

V   

1 1( , )
i

B L H H , 2 2( , )
i

B L H H , *

i il V , 

  ( , )
i i i

a          (8.7). 

А ь  1 1u U   2 2u U  ь    
,         

1 2( , , )
i i

F u u . 

,     є   є   
2 2 1 2( , , )F u u .  

 1. А ь  * *

1 2( , )u u  є ь  рі о а ою а 
та ль р о ,  *

1u  ь    

1 1 2 1

*

1 1 1 2
( )

min max ( , )
u U u S u

u Arg I u u
 

 , 

  *

2u    * *

2 1( )u S u ,  

2 2
1 2 1 2( ) min ( , )

u U
S u Arg I u u


 , 1 2 1 2( , ) ( , , ), 1,2

i i i
I u u F u u i  . 

,   1I   2I  ь : 
2 2 22 2

1 1 2 1 1 11 1 12 2( , )
H

I u u u u       , 

2 2 22 2

2 1 2 2 2 21 1 22 2( , )
H

I u u u u       , 

 1 1U H , 2 2U H . 

З   1( )S u .   ,  
,   1( )S u   ь    2û , 

 2

2 22 22 2û B p   ,   2p  ь   ’   
ь: 

2 2 2 12 1 2 22 2 2 2 2

2 2 3 2 2 3

ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ).

a B u B u l

a p

    

   

  


 
  (8.11) 

З  ,   2   2p     : 
(1) (2)

2 2 2    , (1) (2)

2 2 2p p p  , 
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 ( )

2

i , ( )

2 , 1, 2i
p i   є ’   ь,  ь   

2 0l  , 
2 0    

1 0u  , . 
  ь ’   (8.11)  

   ,  ,  (1)

2 1p Du ,  1 2( , )D L H V . 

 ,   ь 
22 22 2 4 * * (2)

1 1 2 1 1 11 1 12 22 22 1 22 2
ˆ( , )

H
I u u u B Du B p          . 

,  є є   1û  ,  1 1 1 2
ˆ ˆmin ( , )u Arg I u u   

  є ь  ь  

2 1 1 2 0
ˆ ˆ( , ) 0

t

d
I u tv u

dt
   1 1v H  .      (8.12) 

  1p   ’   

1 1 1 1( , ) ( , )Ha p       1V  . 

   (8.12)     1û  

2 2 4 * * * * * (2)

11 12 21 22 22 1 11 1 22 22 2
ˆ( )E D B B D u B p D B B p       .  (8.13) 

 , ,  1û  є ь    (8.13),  1p  

є ь   ’   ь: 
2 * 2 * (2)

1 1 1 11 1 1 22 22 1 1 22 22 22 1 1 1 1

1 1 2 1 1 2 1 2 1

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) , .

a B u B Du B p u l

a p V

       

     

     


   
 

  
1 1̂2 2

ˆ̂ ˆ
u u

u u  ,    ь   

  1 2
ˆˆ ˆ( , )u u . 

8.5. а е і е  р ’я а я е ре а ь  а а  

  ,   , ь 
     .  

     є    
     .   

     ь.  
 X  –  ,  ( )F x  – ,  

  X .   n
X , 1,2,...n   ь   

X . 

ер е я 1.  x X   є  ( )
n n n

x x x X  ,   

1) lim[ ( ) ( )] 0
n

n
F x F x


  ; 

2) є ь n
  ’є   ,  0

n
    

n ,  ( ) ( )
n n

F x F x   . 
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    *

nF , *
F   

* inf ( )
n n

n n
x X

F F x


 , * inf ( )
x X

F F x


 , 

 є ь  ь 
* *

n nF F   . 

До .  x  – ь    X .   
* ( ) ( )n n nF F x F x    , 

 * *

n nF F   ,  * *

n n nF F     ,  * *

n nF F   ,   
  . 

 1 .   ( )F x  –  ,  
   U    X . 

n
X  – ь 

 ,  x U   ь  ь  
n

x U  , 
 0

n
x x    n .  * *lim

n
n

F F


 ,  * inf ( )
n

n n
x X

F F x


 , 

* inf ( )
x U

F F x


 .  

До .     ( )F x    
lim[ ( ) ( )] lim[ ( ) ( )] 0

n n
n n

F x F x F x F x
 

    . 

К  ь ,   
( ) ( )

n n
F x F x   . 

 0
n

    n   ( ) ( )
n n

F x F x   ,  ь  
 1)  2)  1. 

 X  –   , n
X  – ь 

  X ,   ,  ь  n
x X   

є ь    0x  є,  0x  ь   
U X . 

,  x U   є ь n
x X  ,  n

x  

є ь    x . К    n
x X , 1, 2,...n  ,  є 

 0c   ,  nx c . 

ер е я 2.   ˆ min ( )
n

n
x X

X Arg F x


   

ˆ min ( )
x U

U Arg F x


  – .   ˆˆ
n nx X ,  є  ˆx̂ U  

,  ˆ
n

x   є ь   x̂ . 

До .  ˆˆ
n nx X .    ˆ

n
x    

ь ˆ
knx ,  є ь    0x .     

  ( )F x  є ь  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



610 

 

0
ˆlim ( ) ( )

kn
k

F x F x


 . 

 ˆx̂ U .  є ь 
n n

x X  ,  
n

x  є ь  
 x̂ .    ˆ( ) ( )

kn nF x F x ,  

0
ˆ ˆ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

kn n
kk

F x F x F x F x


   . 

ь  0
ˆ( ) ( ) inf ( )

x U
F x F x F x


  ,  0 min ( )

x U
x Arg F x


 ,     

. 
ер е я 3.   ( )F x     

U X   є   ( )F x ,   x U  є ь  
ь: 

 ( )( )F x h h  , 

 h X , ( )   –  ’є  ,    R .   
ˆx̂ U   є ь    U ,  є  ь 

1ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

F x F x x x   . 

До .    
ˆ ˆ( ) ( ( ))g t F x t x x   , [0;1]t . 

 є  ь 

21
( ) (0) (0) ( )

2
g t g g t g t    ,  [0,1]  . 

ь  ˆ min ( )x Arg F x ,  (0) 0g  . К  , ь  
(1) ( )g F x , ˆ(0) ( )g F x ,   

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ))( ) ( )
2 2

F x F x F x x x x x x x        , 

    . 

 2 .    ( )t  – ,   ( ) 0t   

є є  ’  0t  .   

ˆlim ( ) ( )
n

n
F x F x


 , 

 n
x  є ь  ь    x̂ . 

 X  –   , n
X  – ь 

   X     
1 2( , )

n
x x .   n

p    ,  ь  
 n

X   X   ,  є  0c   ,  

n
p c . 

 1. К ь,  о лі о і ть n
X  а ро є ро тір X , 

 ь n n
p x   є ь    0x   X  ,  
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 x X ,  є ь 
n n

x X  ,    
n

x  

   ,  є ь  : 
n n

p x  ь  є ь  
  x . 

  U  –      X . 

 2. К ь,  о лі о і ть а  о л  о  
n n

U X  а ро є о  U ,   ,  
n n

p x  (  
n n

x U ) 

 є ь   X    
0x ,  

0x U ,   x U   є 
ь 

n n
x U      ,  

n n
p x  

ь  є ь   x    X . 

З   ь  ( )
n n

F x    
 

n
X . 

 3. К ь,  о лі о і ть ла  о л  і  
( )

n n
F x  а ро є ла  о л  іо ал, : 

1)  ,  
n n

p x   є ь   X    0x  є,  

lim ( ) ( )
n n

n

F x F x


 ; 

2)  ,  
n n

p x  ь  є ь    x X  є,  

lim ( ) ( )
n n

n
F x F x


 . 

 ( )F x    ,    
   U X   ,   

ˆ min ( ) 0
x U

U Arg F x


  . 

 ,  ( )
n n

F x  –     
  , 1, 2,...

n
X n     
ˆ min ( )

n n

n n n
x U

U Arg F x


 , 

 n
U  – ь     n

X . 

 4.  , о о лі о і ть о  ˆ , 1,2,...
n

U n   

і  і ч о ір о о ро тор  n
X  а ро є о  Û X , : 

1) ь n
U  є  U ; 

2) ь  ( )
n n

F x  є  ( )F x . 

З  1.  ,    ˆ
nU   ’  

      .  
 n n

p U      X ,    є  

n n
p x , n n

x U . 
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 5.  ,  о а 
n n

p U  ла о ( ль о) 
і аєть  о о  U ,  ь 

n n
p x ,  

n n
x U ,  

( ь ) є ь     x U . 

ер е я 4.  ь    
( )

n n
F x , 

n n
x X , 1,2,...n   є    ( )F x , 

      
n

U  – ь 

   U .   ˆ
nU   є 

 Û . 

До .  ˆˆ
n n

x U . ь  ˆ
nU  є   

,  є  0c   ,  ˆ
nx c .    

  n
p  є ,  1

ˆ
n n

p x c , 1 0c  . ь   
X  – ,      ь 

ˆ
k kn np x ,  є ь    0x U . 

,  0
ˆx U .  ь   x U  є 

ь  
n n

x U  ,  
n n

p x  ь  є ь   0x . 

З  є ,  ( )
n n

F x  є ь   0( )F x . 

К  ь   ,  ˆ
k kn np x   є ь   0x  є,  

0
ˆlim ( ) ( )

k kn n
F x F x , 

 

ˆ( ) ( )
k k k kn n n nF x F x , 

 

0
ˆ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

k k k kn n n n
k

F x F x F x F x


   . 

,  ь   x U  є ь  ь 

0( ) ( )F x F x ,   ь,  0
ˆx U . 

З  2.     n
U   

  : є    ( ) 0t   

[0; )t   ,   1, 2, ...n   є ь   

 ( )n n n n
F x x . 

,  ˆˆ
n n

x U ,  x  – ь    U ,  є 
ь n

x  ,  n n
p x  ь  є ь   x . З   

 ˆ ˆ( ) ( )n n n n n n
F x F x x  . 
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ь  ( )
n n

F x  є ь   ( )F x ,  ( )
n n

F x  –    , 

 ˆ( )
n n

x  ,  ь є ь  ь  
1ˆ ( )

n n
x   . 

р а  1.    ь  є  ь  
 U    u .   

1 2( ( ), ( ))F u F u   
ь  u U ,  1( )F u , 2 ( )F u  ,  ь : 

2 2 2
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û  (  є є ),    

1 1
( )

ˆmin ( ) ( )
u U

F u F u
 . 
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