
Серія «Технічні науки»  

Випуск 4(96) 2021 р. 

 

 

 

172 

УДК 621.867.4                                     https://doi.org/10.31713/vt4202114 

 

Серілко Л. С., к.т.н., доцент, Сасюк З. К., к.с.-г.н., доцент,  

Серілко Д. Л., к.т.н., доцент, Сиротинський О. А., к.т.н., доцент, 

Приндюк К. Р., аспірант (Національний університет водного  

господарства та природокористування, м. Рівне) 

 

ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІКИ МЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ З  

ПЕРЕТВОРЕНИМ СУХИМ ТЕРТЯМ 

 

В роботі розглянуто рух твердого тіла по похилій шорсткій по-

верхні при наявності поперечної сили. Визначено мінімальне зна-

чення величини цієї сили для забезпечення руху тіла по площині. 

Отримані диференціальні рівняння руху цього тіла. Експеримента-

льним шляхом підтверджено результати теоретичних досліджень 

руху тіла по похилій площині. 

Ключові слова: тертя; похила поверхня; диференціальні рів-

няння. 

 

Постановка проблеми. Динамічною моделлю багатьох процесів, 

в яких використовується вібрація є важке тіло, яке знаходиться на 

шорсткій поверхні з малим кутом нахилу до горизонту. Якщо вели-

чина цього кута менша від величини кута тертя спокою, то рух тіла 

по площині можливий тільки за рахунок перетвореного сухого тертя. 

Змінюючи напрямок дії сили тертя внаслідок коливання площини, 

або самого тіла, чи прикладанням додаткової поперечної сили, мож-

на досягнути переміщення тіла в необхідному напрямку.  

Ефект перетворення сухого тертя у в’язке широко використову-

ється в техніці, де поряд з такими негативними його проявами, як 

занос автомобіля при блокуванні коліс, самовідкручування гайок під 

дією вібрації існують багато  прикладів корисного використання цьо-

го явища: переміщення частинок матеріалу всередині мало нахиле-

ної труби для транспортуванні деталей і деяких видах конвеєрів, за-

нурення паль і оболонок в ґрунт і т.д. 

Аналіз досліджень. Вперше ефект перетворення сухого тертя 

пояснюється в роботі М.Є. Жуковського [1]. Рух плоского тіла по шор-

сткій поверхні розглянуто в роботах Сальникова Т.В., Андронова В.В., 

Ішлинського А.Ю. [2; 3; 4]. Проблемам вібраційних переміщень твер-
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дих, сипких матеріалів присвячені роботи  Блехмана І.І., Джанелідзе 

Г.Ю. [5], Заїки П.М. [6].  

В роботі Пилипаки С.Ф. та ін. [7] наведено результати дослі-

дження руху матеріальної точки по внутрішній поверхні похилого 

циліндру, який обертається з постійною кутовою швидкістю навколо 

своєї осі. В результаті чисельного інтегрування диференційних рів-

нянь руху встановлено, що матеріальна точка здійснює складний 

рух, коливальний рух по поверхні циліндра та прямолінійний в осьо-

вому напрямку. Амплітуда, частота коливань та осьова швидкість за-

лежать від кутової швидкості обертання циліндра його кута нахилу 

до горизонту та коефіцієнта тертя між частинкою та поверхнею цилі-

ндра.  

В результаті теоретичних досліджень впливу коливань [8], пер-

пендикулярних до площини ковзання на  коефіцієнт тертя встанов-

лено, що макроскопічний коефіцієнт тертя є функцією лише двох 

безрозмірних параметрів – швидкості ковзання та амплітуди коли-

вань. Теоретичні дослідження тертя ковзання під впливом плоских 

коливань, перпендикулярні до напрямку ковзання, наведені в роботі 

[9]. В цьому випадку встановлено, що жорсткість контакту відіграє 

центральну роль при малих амплітудах коливання. В роботі [10] на-

ведено результати досліджень впливу нормальних та бокових коли-

вань на енергетичну ефективність руху тіла по поверхні. Встановле-

но, що рух при наявності поперечних коливань вимагає більше за-

трат енергії, ніж рух без коливань. У випадку нормальних коливань 

ці затрати можуть бути меншими при деяких комбінаціях параметрів 

системи. В роботі [11] наведено огляд існуючих моделей активного 

контролю статичного тертя на тертя ковзання у випадку нормальних 

тангенціальних та поперечних коливань.  

Метою нашого дослідження є визначення кінематичних харак-

теристик руху матеріальної точки по похилій площині при наявності 

поперечної сили. 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо нерухоме важке тіло, 

яке знаходиться на шорсткій поверхні.  
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Рис. 1. Схема сил, що діють на тіло, яке знаходиться на  

горизонтальній шорсткій поверхні 
 

Якщо його необхідно перемістити в певному напрямку, то до ті-

ла прикладають силу Р [8], яка повинна бути більшою за максималь-

ну силу тертя спокою mgfFТ 0  (рис. 1).  Але в деяких випадках, на 

практиці, сила Р може бути незначною  

( mgfР 0 ). Тоді до тіла можна прикласти силу Q, яка направлена 

перпендикулярно до заданого переміщення. Збільшуючи величину 

сили Q можна вивести тіло з стану спокою, про цьому воно буде ру-

хатися також вздовж лінії дії сили Р, сила тертя при цьому розкла-

деться на дві складові xF  і yF . 
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де xVx &  – проєкція вектора швидкості тіла на вісь х, yVy &  – проє-

кція вектора швидкості тіла на вісь y . 
При цьому кожна із складових суттєво відрізняється за своїми 

властивостях від тертя при прямолінійному русі. Сили цього типу на-
зиваються перетвореним сухим тертям. При відносно невеликих 
швидкостях перетворене сухе тертя проявляється у вигляді лінійного 
в’язкого тертя 

( ,VbF,VV,constV xxyxy 
yV

fmg
b  ). 
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Якщо до тіла прикріплена нитка, яка перекинута через нерухо-

мий блок і до якої прикріплений вантаж вагою Q (рис. 2), то в почат-

ковий момент часу натяг нитки Т буде дорівнювати вазі вантажу Q. 

Сила тертя буде рівна .cosmgfFТ 0   

 
Рис. 2. Розрахункова схема руху матеріальної точки по похилій площині 

 

Приймемо тіло за матеріальну точку М, яка займає початкове 

положення М0. 

Визначимо мінімальне значення сили Q, при якій розпочнеться 

рух тіла з умови його рівноваги в початковому положенні.
 

 2 2 2
sin ТP Q F                                    (3)

                                
звідси                            

 2 2
cos sinQ mg f    .                      (4)  

Введемо позначення Q qmg  тоді рівнянн (4) матиме вигляд 
 

 2 2
cos sinq f    .                           (5)

                            
На рисунку 3 наведено графіки залежності величини q від кута 

нахилу площини до горизонту α при різних значеннях коефіцієнта 

тертя f.
  

Визначимо положення точки М в кінці руху. В цьому випадку рі-

вняння рівноваги у векторній формі матиме вигляд: 

                                            0 TFsinPT
rrr

 .                                 (6)
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Рис. 3. Графік залежності величини q ввід кута нахилу площини до  

горизонту α при різних значеннях коефіцієнта тертя f 

 

Використовуючи теорему косинусів отримаємо: 

     902
222 cossinTPsinPTFT .        (7) 

Оскільки    sincos 90 , то з рівняння (8) отримаємо: 
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Якщо cosfmgF,mgP,qmgQT T  , то  
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На рисунку 4 наведено графіки залежності кута β від величини 

відносної сили тяжіння q вантажу Q і коефіцієнта тертя f  при куті на-

хилу площини до горизонту α=20°.  

Під час руху точки М , натяг нитки Т  буде залежати не тільки 

від ваги вантажу Q, але і його прискорення S&& . 

QS
g

Q
T  && .                                      (10) 

З рисунка 2 видно, що довжина нитки S буде визначатися з рі-

вняння:  

                                                 222 yxlS  .                                 (11) 



                                                                                                                                           

 

 

177

Вісник  

НУВГП 

 
Рис. 4. Графік залежності кута β від величини відносної сили тяжіння  

q вантажу Q і коефіцієнта тертя f при куті нахилу площини до горизонту 

α=20° 

 

Продиференціювавши рівняння (12) двічі по часу можна отри-

мати величину прискорення, з яким рухається вантаж Q. 
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Тоді величина прискорення, з яким рухається вантаж Q буде рів-

на SaQ
&& . 

Диференціальні рівняння руху точки М матимуть вигляд: 
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де 
S

y

S

xl



  sin;cos . 

Оскільки отримана система (13) є суттєво нелінійною, то її мож-

на проінтегрувати лише чисельними методами. На рис. 5 та рис. 6, 

наведено результати інтегрування, отримані методом Ейлера (крок ін-
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тегрування Δt=0,01 c). 

 
Рис. 5. Залежність між координатами руху точки  

(q=0,31, α=11,50, f=0,27, l=0,4 м) 

 
Рис. 6. Залежність між координатами руху точки  

(q=0,31, α=9,50, f=0,27, l=0,4 м) 

 

Для проведення експериментальних досліджень була виготов-

лена лабораторна установка, загальний вигляд якої зображений на 

рисунку 7. 
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Рис. 7. Лабораторна установка 

 

Вона складається з поверхні 1, встановленої під кутом α до го-

ризонту, які можна змінювати за рахунок висоти h. До поверхні 1 

прикріплені ролики 2 і 3, через які перекинута нерозтяжна нитка 4. 

До одного кінця нитки прикріплений вантаж 5, який може ковзати по 

поверхні 1, а до другого кінця вантаж 6 величину якого можна змі-

нювати.  

На першому етапі дослідження визначали величину коефіцієн-

ту тертя між тілом 5 і поверхнею 1. Для цього встановлювали вантаж 

5 на поверхню і збільшували величину кута α до тих пір доки вантаж 

починав рухатися. Величину коефіцієнта тертя визначали за форму-

лою:  

f arctg .                                             (14) 

Результати досліджень наведено в таблиці 1. 

Таблиця 1 

№ з/п α, град   
1 15,6 0,279 

0,27 2 14,9 0,266 

3 14,8 0,264 

 

Після визначення коефіцієнта тертя  площину 1 встановлювали 

під кутом, який менший від величини кута тертя спокою і приклада-

ли до нього додаткову силу, при якій він почав рухатися по поверхні. 

Через деякий час вантаж зупинявся. Координати вантажа в кінце-

вому положенні отримані теоретичним та експериментальним шля-
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хом наведено в таблиці 2. 

Дослідження проводили при таких параметрах: маса вантажу 5 

m1=0,13 кг, маса вантажу 6 m2=0,04 кг. Кут нахилу площини до гори-

зонту α1=11,5°, α2=9,50°. 

Таблиця 2 

№ з/п α,° Хтеор., м Хексп., м δ, % Yтеор., м Yексп., м δ, % 

1 11,5 0,24 0,205 19,3 0,167 0,13 15,7 

2 9,5 0,252 0,197 18,4 0,153 0,126 21,4 

 

Висновки. В результаті проведених теоретичних досліджень 

руху тіла по похилій площині встановлено: 

1. Мінімальне значення відносної бокової сили q знаходитися в 

межах 0,32…0,87 в залежності від кута нахилу площини до горизонту 

та коефіцієнту тертя;

 

2.  Кут між горизонтом і лінією, яка проходить через вісь блока і 

точку, в якій знаходиться тіло кінці руху β знаходитися в межах від 

180 до 780 в залежності від кута нахилу площини до горизонту, кое-

фіцієнту тертя та відносної бокової сили q.

 

3. Експериментальним шляхом підтверджено результати теоре-

тичних досліджень руху тіла по похилій площині. Похибка складає 

від 15,7% до 21,4%. 

4. Запропоновану методику можна використовувати при проек-

туванні механізмів, в яких є перетворене сухе тертя, наприклад, при 

проектуванні конвеєрних систем нового покоління, в тому числі ви-

сокопродуктивних інерційних конвеєрів. 
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RESEARCH OF DYNAMICS OF MECHANICAL SYSTEMS WITH  

CONVERTED DRY FRICTION 

 

The dynamic model of many technological processes can be rep-

resented by the movement of the body on a rough surface, which is 

subject to additional forces that are not directed along the line of the 

greatest slope. These additional forces can be both kinematic and dy-

namic. 

The paper considers the motion of a rigid body on an inclined 

rough surface in the presence of a transverse force, which is the ten-

sion of the thread attached to the load of constant weight. It is estab-

lished that the presence of such a force has the effect of converting 

dry friction into viscous friction. The minimum value of this force to 

ensure the motion of the body in the plane, depending on the angle of 

its inclination to the horizon and the coefficient of sliding friction. 

A mathematical model of the motion of a body on an inclined 

plane has been developed, on which, in addition to the forces of gravi-

ty and sliding friction, an additional force acts. The magnitude and di-

rection of the extra force depends on the position of the body on the 

surface. Since the differential equations of motion of this body are es-

sentially nonlinear, we have solved them by numerical methods. As a 

result of integration, we obtained dependences between the coordi-

nates of the point at different geometrical parameters of the system, 

the coefficient of sliding friction and the magnitude of the transverse 

force. 

To verify the results of theoretical studies of body motion on an 

inclined plane in the presence of transverse force, we designed and 

manufactured a laboratory installation. The results of theoretical 

studies of body motion on an inclined plane have been confirmed ex-

perimentally. The error of research is from 15.7% to 21.4%. 

The proposed technique can be used in the design of mecha-

nisms in which there is a transformed dry friction. For example, in the 
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design of new generation conveyor systems, including high-

performance inertial conveyors.  

Keywords: friction; inclined surface; differential equations. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ С  

ПРЕОБРАЗОВАННЫМ СУХИМ ТРЕНИЕМ 
 

В роботі розглянуто рух твердого тіла по похилій шорсткій по-

верхні при наявності поперечної сили. Визначено мінімальне зна-

чення величини цієї сили для забезпечення руху тіла по площині. 

Отримані диференціальні рівняння руху цього тіла. Експеримента-

льним шляхом підтверджено результати теоретичних досліджень 

руху тіла по похилій площині. 

Ключові слова: тертя; похила поверхня; диференціальні рів-

няння. 

В работе рассмотрено движение твердого тела по наклонной 

шероховатой поверхности при наличии поперечной силы. Опреде-

лено минимальное значение величины этой силы для обеспечения 

движения тела по плоскости. Получены дифференциальные урав-

нения движения этого тела. Экспериментальным путем подтвер-

ждены результаты теоретических исследований движения тела по 

наклонной плоскости. 

Ключевые слова: трение; наклонная поверхность; дифферен-

циальные уравнения. 
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