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Вступ 
Навчальна дисципліна «Комп’ютерна логіка» є базовою 

для студентів спеціальності 123 «Комп᾽ютерна інженерія» і 
тому вимагає ретельного вивчення на лабораторних та 
лекційних заняттях з впровадженням сучасних технологій 
навчання, максимально наближених до реальних технічних 
засобів обробки двійкових даних. Її вивчення призване 
сформувати у студентів здатність до аналізу логічного 
функціонування обчислювальних компонентів для їхнього 
проектування та наступним виготовленням, визначення їх 
працездатності з метою прийняття рішень про їх технічний стан 
і здатність забезпечити покладену на них  функцію.  

Тому лабораторний цикл проводиться з використанням 
математичного редактора MathType 6.9 – 7.4 або вищої версії, 
завдяки якому є можливість записувати, редагувати, 
перетворювати вирази логічних функцій. Також передбачена 
процедура верифікації результатів перетворень логічних 
виразів у редакторі MS Word та/або у редакторі MS Excel.  

Представлені відомості про порядок виконання 
лабораторних робіт та захист звітів, описано лабораторне 
обладнання та правила його використання для проведення 
навчальних експериментів. 

Перша частина лабораторного циклу (7 лабораторних 
робіт) присвячена вивченню логічних базисів, булевих функцій, 
їх мінімізації та побудові логічних схем за заданою булевою 
функцією, верифікації отриманої обчислювальної компоненти 
на відповідність заданій таблиці істинності. Для кожної 
лабораторної роботи вказано порядок підготовки, методика 
досліджень, інформаційний зміст, який має бути у звіті з 
лабораторної роботи, а також наведено орієнтовний перелік 
контролюючих запитань для перевірки засвоєних знань. 

Дослідження логічних функцій готовить студентів до 
розуміння принципів функціонування логічних схем 
обчислювальних компонентів які мають вивчатися у другій 
частині лабораторних робіт з комп’ютерної логіки. 
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1. Загальні методичні вказівки 
 

Перед початком першого заняття викладач проводить 
інструктаж з техніки безпеки у даній лабораторії і правилами 
протипожежної безпеки при роботі з електричними колами, 
приладами, й лабораторними стендами. Кожен студент 
повинен самостійно вивчити перераховані документи і 
розписом у спеціальному журналі кафедри засвідчити своє 
ознайомлення з правилами і заходами безпечного виконання 
робіт у лабораторії. 

На першому занятті викладач повідомляє студентам план 
лабораторних занять на поточний семестр, рекомендує їм 
необхідну літературу, знайомить із прийнятою методикою 
підготовки, виконання, а також з порядком захисту звітів з 
виконаних лабораторних роботах.  

Виконання кожної лабораторної роботи складається з 
трьох етапів: 

1. Підготовка до лабораторної роботи, вивчення 
теоретичного матеріалу, підготовка заготовки звіту з описом 
назви, мети, досліджуваними функціями та переліком 
запланованих досліджень роботи, заготовками таблиць для 
запису експериментальних даних. Перевірку готовності до 
виконання лабораторної роботи студенти проходять перед її 
початком. При цьому перевіряється знання досліджуваної 
моделі цифрової компоненти, її призначення, вхідні та вихідні 
сигнали, основні параметри та характеристик. У випадку 
незадовільної підготовки студенти не допускаються до 
проведення лабораторної роботи. У процесі підготовки до 
лабораторної роботи студент повинен чітко усвідомити мету 
лабораторного дослідження, представлену функцію 
досліджуваного пристрою, характер зміни вхідних та вихідних 
сигналів. 

2. Виконання роботи після отримання допуску студентом 
починається із складання плану дослідження у відповідності із 
ходом роботи.   
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3. Оформлення звіту з лабораторної роботи здійснюється 
в домашніх умовах. Звіт, крім попередніх даних, повинен 
містити результати виконання лабораторної роботи: таблиці 
істинності, аналіз і порівняння отриманих результатів з 
теоретичними, пояснення їх відмінностей (при наявності).  

Порядок, виконання досліджень у лабораторії: 
1. Студент допускається до виконання чергової 

лабораторної роботи при наявності підготовленої до поточного 
заняття заготовки та при відсутності незданих звітів з 
попередніх робіт (2 і більше). 

2. Після дозволу виконувати дослідження студент  
виконує намічені дослідження, по закінченню яких результати 
пред'являються викладачеві.  

3. В протокол поточної роботи заносяться результати, що 
отримані студентом на занятті, підписуються викладачем, якщо 
дослідження виконані в повному обсязі. За отриманими 
даними оформляється остаточний звіт з роботи. 

4. До наступної лабораторної роботи остаточно 
оформляється протокол і пред'являється викладачеві на 
наступному занятті для захисту.  

5. Протоколи всіх робіт зберігаються у студента до 
виконання всього лабораторного циклу та використовуються 
для підготовки до екзамену.  
 

 2. Програмне забезпечення для проведення 
лабораторних робіт . 

 
Роботи № 1 - № 7 проводиться в електронній таблиці MS 

Excel 16.0 або вищої версії та у текстовому процесорі MS Word 
16.0 або вищої версії, з використанням математичного 
редактора MathType 6.9 – 7.4 або вищої версії [1]. 
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       Лабораторна робота №1  
 

Застосування законів алгебри логіки для спрощення 
логічних функцій 

 

1. Мета роботи 
- навчитися застосовувати закони та тотожності алгебри 

логіки для скорочення логічних функцій; 
-  оволодіти методами мінімізації перемикальних функцій. 

 
Завдання та порядок виконання роботи 
1. Вивчити навчальний матеріал. 
2. Підготовити відповіді на контрольні питання. 
3. Проаналізувати задану булеву функцію. 
4. Провести спрощення булевої функції. 
 
Контрольні питання 
1. Які є аксіоми і закони алгебри логіки? 
2 Що таке скорочення булевих функцій? 
3. Сформулюйте визначення перемикальної функції, 

конституенти, імпліканти і простої імпліканти перемикальної 
функції. 

4. Що таке скорочена, тупікова і мінімальна ДНФ? 
5. У чому сутність проблеми мінімізації перемикальних 

функцій? 
6. Охарактеризуйте основні етапи мінімізації 

перемикальних функцій різними методами. 
7. Дайте порівняльну оцінку методів мінімізації функцій. 
8. Порядок скорочення булевих функцій за допомогою 

карт Карно 
9. У чому полягає особливість скорочення булевих функцій 

методом образних перетворень 
10. Застосовуючи закони де Моргана, провести спрощення 

вираз .y A B CD    
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11. Які з наведених виразів записані в нормальній формі 
булевої алгебри? 

а) AB ∨ CD ∨ E; 
б) AB(C ∨ D); 
в) (A∨ B)(C ∨ D ∨ F); 

г) .MN PQ  

 
Зміст звіту 
1. Назва лабораторної роботи та її мета. 
2. Короткі теоретичні відомості та відповіді на контрольні 

питання. 
3. Викладки з проведення спрощення булевої функції. 
4. Висновки. 
 
2. Теоретичні відомості 
Математичний апарат, що оперує з аргументами та 

функціями, які набувають тільки двох значень – «1» та «0» – 
називається двійковою (булевою) алгеброю, або алгеброю 
логіки. Вона є теоретичною основою побудови ЕОМ і цифрових 
пристроїв. Такий математичний апарат для розв’язання задач 
формальної логіки розробив англійський математик ХІХ ст. Дж. 
Буль. 

Апарат булевої алгебри розповсюджується на об’єкти 
самої різної природи без відношення до їх суті. Головне, щоб 
вони характеризувалися двома значеннями або станами: 
контакт включений або виключений, наявність високого або 
низького рівня електричної напруги, виконання або 
невиконання деякої умови роботи тощо. 

Використання апарату алгебри логіки у комп’ютерній 
техніці базується на тому, що цифрові елементи 
характеризуються двома станами і завдяки цьому можуть бути 
описані булевими функціями. Стандарт ДСТУ 2533-94 
«Арифметичні і логічні операції. Терміни і визначення» 
конкретизував основні поняття булевої алгебри у системах 
обробки інформації. 
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Різні комбінації значень вхідних змінних у логічних 
функціях називають наборами. Функція є цілком заданою, якщо 
вказані її значення для всіх наборів значень вхідних змінних. 
Якщо задати кожному набору значення функції, яке дорівнює 0 
або 1, можна дістати табличне завдання певної функції, що 
називають таблицею істинності або таблицею відповідності. 

Усі можливі логічні функції n змінних можна створити за 
допомогою трьох основних операцій: 

– диз’юнкція (логічне додавання, функція АБО), яка 
позначається знаком «+» або « » (наприклад, 

 ,f x y x y x y    );  

– кон’юнкція (логічне множення, функція І), яка 
позначається крапкою, яку можна опускати, а також знаками 

« » або «&» (наприклад,  , &f x y x y xy x y x y      );  

– інверсія (заперечення, функція НІ), яка позначається 
рискою над логічними змінними (наприклад, x  ).  

Операція еквівалентності «=» задовольняє такі 
властивості: 

x x  – рефлексивність;  
якщо x y , то y x  – симетричність; 

якщо x y  і y z , то x z – транзитивність.  

Із відношення еквівалентності випливає принцип 
підстановки: якщо x y , то у будь-якій формулі, що вміщує x , 

замість x  можна підставити y , таким чином, буде отримана 

еквівалентна формула. 
Алгебра логіки визначається наступною системою аксіом: 
 

           







.0,1

,1,0

xякщоx

xякщоx

                                                 (1.1) 









.000

,111

                                                                              (1.2) 
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.01001

,10110

                                                             (1.4) 









.01

,10

                                                                                   (1.5) 
 
Аксіома (1) стверджує, що в алгебрі логіки розглядаються 

лише двійкові змінні, аксіоми (1.2) – (1.4) означують операції 
диз’юнкції та кон’юнкції, а аксіома (1.5) – операцію заперечення. 
За допомогою аксіом алгебри логіки можна довести цілий ряд 
теорем та тотожностей. Одним із універсальних методів 
доведення теорем алгебри логіки є метод перебору всіх значень 
логічних змінних. Базуючись на аксіомах алгебри логіки, 
методом перебору можна легко переконатися у справедливості 
теорем, які називають законами алгебри логіки (табл. 1.1). 

 
                                                                                        Таблиця 1.1  
                              Закони алгебри логіки 
 

Назва закону Формули 

Закони 
ідемпотентності xxx

xxx





 

Закони 
комутативності xyyx

xyyx
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Закони асоціативності 
   

   zyxzyx

zyxzyx





 

Закон 
дистрибутивності для 
кон’юнкції відносно 

диз’юнкції 

  zxyxzyx 
 

Закон 
дистрибутивності для 
диз’юнкції відносно 

кон’юнкції 

   zxyxzyx 
 

Закон виключення 
третього 

1 xx  

Закон протиріччя 0 xx  

Співвідношення для 
констант 

xx

xx





1

0

 

00

11





x

x

 

Закони подвійності 
(теореми де Моргана) yxyx

yxyx





 

Закон подвійного 
заперечення x x  

Закони поглинання 
  xyxx

xyxx
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Закон склеювання 
    xyxyx

xyxyx





 

Закон узагальненого 
склеювання 

  1 2 1 3 2 3 1 2 1 3x x x x x x x x x x   
 

    

   

  

1 2 1 3 2 3

1 2 1 3

x x x x x x

x x x x

   

  
 

Закон узагальненого 
напівсклеювання 

1 2 3 2 3 4 1 2 4

1 2 3 2 3 4 1 2 4 2 3 4

1 2 3 3 4 2 2 1 2 4

1 2 3 3 4 1 2 4

( )

.

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

  

   

   

  

 

Закон напівслеювання 
змінних 

1 1 2 1 2x x x x x  
 

 1 1 2 1 2x x x x x 
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Закон супер-
склеювання змінних.  

   

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 3 1 2 3 3

1 2 3 3 1 2 3 3

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2

1 2 2 1 1 1

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x ( x x ) x x ( x x )

x x ( x x ) x x ( x x )

x x x x x x

x x x ( x x )

x ( x x ) x x .

   

  

  

    

    

   

   

      
 

 
3. Спрощення булевих функцій за допомогою карт Карно 

[2 – 4] 
Мінімізація логічних функцій алгебраїчним способом 

вимагає відповідних навичок. Не завжди ясно, чи є одержана 
форма запису функції тупиковою, іноді важко визначити 
доданки, що «склеюються».  

Процедуру пошуку «склеюючих» мінтермів можна 
автоматизувати, якщо використовувати метод карт Карно. Карта 
Карно – це таблиця, яка має комірки для всіх можливих 
мінтермів функції. Можна побудувати карти Карно для функцій, 
мінтерми яких мають дві, три і більше змінних (зазвичай не 
більше 5-6). 

Карти Карно для двох, трьох і чотирьох змінних слід 
розглядати як площини, утворені з поверхонь торів, розділених 
відповідно на 4, 8 і 16 комірок (причому спочатку тор розрізаний 
і випрямлений в циліндр, а потім цей циліндр розрізаний по 
твірній і розгорнутий у площину). Площина ділиться на 2n 
комірок, де n – число вхідних змінних логічної функції.  
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Карта Карно супроводжується системою координат, яка 
відповідає значенням вхідних логічних змінних. Так на карті 
Карно функція, яка має дві змінні (рис. 1.1), в усі комірки 

верхнього рядка змінна Х1 входить з інверсією 1X (0), а у 

комірки нижнього – без неї 1X (0). Змінна Х2 в клітинки лівого 

стовпця входить з інверсією 2X (0), а у комірки правого - без 

інверсії X2 (1).  
 

                       
 
Рис. 1.1.  Представлення булевої функції двох змінних  

картою Карно 
 
Таким чином, для кожного можливого мінтерму функції, 

записаної у ДДНФ (або номеру набору таблиці істинності) на 
карті Карно є своя комірка (рис. 1.2).  

 

 
Рис. 1.2.  Приклад співставлення таблиці істинності та карти 

Карно функції двох змінних виду 
1 2 1 2.y x x x x   
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Якщо логічних змінних більше ніж дві, то кожний рядок чи 
стовпець характеризується вже двома змінними. Потрібно 
звернути увагу на те, що координати рядків і стовпців на карті 
Карно йдуть не у лексікографічному порядку зростання 
двійкових кодів (00, 01, 10, 11), а у порядку, що прийнято для 
коду Грея – 00, 01, 11, 10. Такий порядок дає можливість 
«сусіднім» мінтермам функції розміщуватись на карті у сусідніх 
комірках (по вертикалі чи горизонталі). На рис. 1.3 показано 
розмітку карт Карно для функцій трьох (рис. 1.3, а) і чотирьох 
(рис. 1.3, б) змінних.  

 

 
Рис. 1.3.  Розмітка карт Карно для функцій 3-х та 4-х змінних  
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У комірках карт Карно на рис. 1.3 проставлені усі можливі 
мінтерми (номера їх наборів у таблицях істинності) функцій 
записаних у ДДНФ. Слід звернути увагу на те, що «сусідніми» на 
карті Карно є також мінтерми (набори), що розміщені у 
відповідних комірках верхнього і нижнього рядів (0-8, 1-9, 3-11, 
2-10), крайнього лівого і крайнього правого стовпців (0-2, 4-6, 
12-14, 8-10), а також у кутових комірках (0-2-8-10) (рис. 1.3, б). 

 До «сусідніх» мінтермів можна застосувати закон 
склеювання. Два «сусідніх» мінтерма після «склеювання» 
можна представити одним логічним добутком, число змінних в 
якому буде на одну менше, ніж у кожному із «сусідніх» 
мінтермів. Якщо «сусідніх» виявиться відразу чотири мінтерми з 
«1», то таку групу мінтермів можна замінити кон’юнкцією, у 
котрій кількість змінних буде менше вже на дві. Вісім «сусідніх» 
мінтермів можна замінити кон’юнкцією, в якій логічних змінних 
буде менше вже на три.  

Приймаючи до уваги, що А+А+…+А=А (закон 
ідемподентності змінних), мінтерм можна об’єднувати у пари 
декілька разів. Наприклад, мінтерм Х1Х2Х3Х4, що знаходиться у 
комірці за № 15 (рис. 1.3, б), може бути об’єднаний у пари з 
мінтермами, що знаходяться у комірках за №№ 7, 11, 13, 14. 

 Після розмітки карти Карно проводять її заповнення. 
Комірки карти, які відповідають мінтермам логічної функції, 
записаної у ДДНФ (або номерам тих наборів таблиці істинності, 
при яких функція приймає значення "1"), заповнюються 
одиницями, а решта - нулями.  

Мінімізуємо за допомогою карти Карно функцію, яка 
задана табл. 1.2. 

                                                                                   Таблиця 1.2 
      Таблиця істинності логічної функції 3-х змінних 
 

№ конституенти (набору) 
Логічні змінні Значення функції 

X1 X2 X3 Y 

0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 



17 
 

2 0 1 0 0 

3 0 1 1 1 

4 1 0 0 0 

5 1 0 1 1 

6 1 1 0 1 

7 1 1 1 1 

 
Для даного прикладу ДДНФ функції має вигляд: 
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) .Y x x x x x x x x x x x x x x x              (1.6) 

 
Спочатку мінімізуємо функцію (1.6) аналітичним методом. 

Для цього до чотирьох наборів функції (1.6) додамо ще два 
таких набори.  

 

      1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

( , , )

.

Y x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

    

 
           (1.7) 

 
У результаті отримаємо тотожну функцію до функції (1.6). 

Отримана функція (1.7) складається з кон’юнкцій 
однакового рангу (ранг кон’юнкції визначається кількістю 
логічних перемінних, з яких вона складається).  Дві кон’юнкції 
однакового рангу, які є логічними добутками одних і тих же 
змінних та відрізняються між собою лише тим, що одна будь-яка 
змінна входить в одну кон’юнкцію з інверсією, а в іншу – без неї, 
називаються «сусідніми». До «сусідніх» кон’юнкцій 
застосовується закон склеювання, у результаті чого зменшується 
кількість підсумовуючих добутків і на одиницю – число логічних 
змінних у кожному добутку. Використовуючи закон склеювання 
до «сусідніх» кон’юнкцій функції (1.7), отримаємо нову тотожну 
функцію . (1.8)  
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1 2 3 2 3 1 1 1 3 2 2 1 2 3 3

2 3 1 3 1 2

( , , ) ( ) ( ) ( )

.

Y x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

      

  
   (1.8) 

 
Таким чином, мінімізація логічних функцій зводиться до 

пошуку і склеювання «сусідніх» кон’юнкцій. Процедуру пошуку 
«сусідніх» кон’юнкцій продовжують до тих пір, поки не 
одержать суму кон’юнкцій, які не мають «сусідніх» поміж 
собою.  

Логічна функція, яка не підлягає подальшому спрощенню 
називається тупиковою. Тупикових форм запису функції може 
бути декілька. 

Тепер перейдемо до мінімізації функції, що задана табл. 
1.2, за допомогою карти Карно. Через те, що функція (табл. 1.2) 
складається з трьох змінних, карта Карно буде складається з 23 
комірок. Креслимо карту Карно і робимо її розмітку (рис. 1.3, а).  

З табл. 1.2 видно, що функція Y =f (X1, Х2, Х3) приймає 
значення "1" на наборах 3, 5, 6, 7, яким відповідають мінтерми 

функції записаної у ДДНФ : 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , .x x x x x x x x x x x x  

Знаходимо комірки карти Карно з номерами таких наборів 
(або мінтермів функції, рис. 1.3, а) і проставляємо в них «1», а в 
решту - "0". Потім із заповнених одиницями комірок, які є 
сусідніми, формуємо правильні прямокутники (правильними 
називають такі прямокутники, що складаються з 2m комірок, де 
m=0, 1, 2, ...). У нашому випадку таких прямокутників 3: а, б, в 
(рис. 1.3). Сукупність правильних прямокутників, що об'єднують 
усі одиниці, називається покриттям заданої логічної функції (рис. 
1.4). 
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Рис. 1.4.  Покриття логічної функції, що утворене правильними 
прямокутниками  

 
Розглянемо одержані прямокутники на рис. 1.3. До 

прямокутника "рис. 1.3, а" входять комірки з координатами 101 

та 111, що відповідають наборам змінних (мінтермам) 1 2 3x x x  і 

1 2 3.x x x . Ці мінтерми є "сусідніми" і на підставі закону 

склеювання можемо записати:  
 

                         1 2 3 1 2 3 1 3 2 2 1 3( ) .x x x x x x x x x x x x     

 
У результаті склеювання зникла одна логічна змінна (Х2), 

яка входила в один мінтерм з інверсією, а в інший - без неї. 
Залишились тільки ті логічні перемінні, які у рамках цього 
прямокутника не змінили своїх значень.  

Таким чином, змінна, яка у межах прямокутника змінює 
своє значення, зникає з результуючого елементарного добутку.  

У прямокутнику «рис. 1.3, б» змінна Х1 змінює своє 
значення, а інші - ні, тому елементарний добуток 
дорівнюватиме Х2Х3. Аналогічно при склеюванні "сусідніх" 
мінтермів, що входять до прямокутника "рис. 1.3, в", зникає 
перемінна Х3, яка у межах прямокутника змінює своє значення, і 
елементарний добуток дорівнюватиме X1X2.  
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Звернемо увагу, що одна й та сама комірка може 
покриватися декілька разів (наприклад, комірка з координатами 
111 у випадку, що розглядається).  

Функція, що відповідає представленому на рис. 1.3 
покриттю, складатиметься з диз'юнкції елементарних 
кон'юнкція, які одержані у кожному прямокутнику 
Y=Х1Х3+Х2Х3+Х1Х2.  

Одержана функція є тупиковою і аналогічна функції, що 
була мінімізована алгебричним методом (1.8).  

Таким чином, використання карт Карно дозволяє 
автоматизувати процедуру знаходження і склеювання "сусідніх" 
мінтермів.  

Розглянемо деякі типові випадки на конкретних 
прикладах. На рис. 1.5 наведені карти Карно для таких випадків. 

 

 
Рис. 1.5.  Приклади карт Карно 

 
Функція, що відповідає покриттю зображеному на рис. 1.5 

а, має вигляд 1 1 2 3 4 1 2 1 2 3 4( , , , ) .Y x x x x x x x x x x   З прямокутника 

1, що складається з чотирьох комірок, зникають дві змінні (Х3 і 
Х4), які у межах прямокутника змінюють своє значення, а у 
прямокутнику 2 залишаються усі змінні.  

Комірки, що входять у прямокутники 1 і 2 (рис. 1.5, б) є 
сусідніми, тому що на торі вони розміщуються поруч. 
Мінімізована функція для цього випадку має вигляд  
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1 1 2 3 4 2 4 1 2 4( , , , ) .Y x x x x x x x x x   

 
Сусідніми на торі є також комірки, що розміщені у кутках 

карти (рис. 1.5, в), тому вони об'єднуються в один прямокутник. 

Мінімізована функція матиме вигляд  1 1 2 3 4 2 4( , , , ) .Y x x x x x x  

Властивості карти Карно є наступними:  
1. Комбінації значень змінних для сусідніх клітин карти 

Карно відрізняються значенням лише однієї змінної. У разі 
переходу з однієї клітини в сусідню завжди змінюється значення 
лише однієї змінної від свого прямого значення до його інверсії 
й навпаки.  

2. Сусідніми між собою є крайні ліві клітини карти Карно з 
крайніми правими і крайні верхні клітини карти з крайніми 
нижніми (ніби карти були згорнуті в циліндри по вертикалі 
(рисунок 1.6, а) і горизонталі, як показано на рисунку 1.6, б).  

На рисунку 1.6, в показаний ще один спосіб утворення 
контурів. Чотири кутових клітини карти Карно тут розглядаються 
як пов’язані один з одним у результаті згортання карти в шар. 
При цьому чотири кутових клітини є сусідніми і, відповідно, 
можуть бути об’єднані одним контуром. Спрощений булевий 

вираз має вигляд 2 4.y x x  
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Рис. 1.6.  Згортання карти Карно 
 

Усі клітини, що відрізняються значенням тільки однієї 
змінної, є сусідніми, незважаючи на те, що іноді вони розміщені 
не поряд (для функцій п’яти змінних і більше).  

Для деякої логічної функції, заданої за допомогою карти 
Карно, можна записати кілька алгебраїчних виразів різної 
складності у диз’юнктивній або кон’юнктивній формі.  

При цьому потрібно дотримуватись таких правил:  
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1. Усі одиниці (при записі функції у диз’юнктивній формі) і 
всі нулі (при записі у кон’юнктивній формі) мають бути замкнені 
у прямокутні контури. Одиничні контури можуть об’єднувати 
кілька одиниць, але не повинні містити усередині себе нулів. 
Нульові контури можуть об’єднувати кілька нулів, але не 
повинні містити усередині себе одиниць. Однойменні контури 
можуть накладатися один на одного, тобто та сама одиниця 
(або нуль) може входити в кілька одиничних (нульових) 
контурів.  

2. Число клітин у контурі дорівнює 2n, де n = 0, 1, 2, 3, 4, …, 
тобто число клітин виражається числами 1, 2, 4, 8, 16, 32, … .  

3. Щоб уникнути отримання зайвих контурів, їх побудову 
потрібно починати з тих одиниць (нулів), що можуть увійти в 
один єдиний контур. Зайвими називають контури, всі клітини 
яких увійшли вже в інші контури.  

4. У контури можна об’єднувати тільки сусідні клітини, що 
містять одиниці або нулі.  

5. Вираз логічної функції можна записати за відповідною 
картою Карно в диз’юнктивній або кон’юнктивній формах. 
Диз’юнктивна форма складається у вигляді диз’юнкції 
кон’юнкцій, що відповідають одиничним контурам, виділеним 
на карті для визначення функції; кон’юнктивна – у вигляді 
кон’юнкції диз’юнкцій, що відповідають нульовим контурам.  

6. Для контурів, що охоплюють різну кількість клітин, 
утворюються вирази різної складності. Тому для певної логічної 
функції можна записати за її картою Карно кілька алгебраїчних 
виразів, що відрізняються за складністю. Найскладніший вираз 
відповідає випадку, коли кожній клітині відповідає свій контур. 
Цей вираз є ДДНФ або ДКНФ певної функції.  

7. 2k  сусідніх комірок, що містять одиниці / нулі і 
розташованих по вертикалі або по горизонталі, а також у вигляді 
прямокутника або квадрата, відповідають одній елементарній 
кон'юнкції / диз'юнкції, ранг якої r менше рангу конституенти n 
на k одиниць. Чим більше клітин у прямокутнику, тим  простіше 
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виражається їм елемент форми булевої функції – імпліканта 
(імпліцента). 

8. У будь-якій карті Карно сусідніми клітинами, до яких 
можна застосувати правило склеювання, є не тільки комірки, що 
знаходяться поруч, але й комірки, які знаходяться на 
протилежних кінцях будь-якого рядка та будь-якого стовпця (ці 
комірки стають суміжними, якщо карту згорнути по горизонталі 
або вертикалі у циліндр. При згортанні по горизонталі і 
вертикалі утворюється тороїдальна поверхня). 

 
Таким чином, процес мінімізації зводиться до відшукання 

найбільш великих прямокутників з 2k сусідніх заповнених 
комірок. Слід прагнути до того, щоб кожна заповнена комірка 
входила в який-небудь прямокутник. Імпліканта, відповідна 
деякому прямокутнику заповнених комірок, містить символи тих 
змінних, значення яких збігаються у всіх об'єднаних комірках. 
Формула, що виходить в результаті мінімізації булевої функції за 
допомогою карт Карно, містить суму стількох елементарних 
кон'юнкцій, скільки прямокутників є у покритті. 

Для отримання за картою Карно мінімального виразу 
логічної функції слід дотримуватися правила (крім загальних, 
викладених раніше): одиниці або нулі мають об’єднуватись 
мінімальним числом найбільших контурів. 

Приклад 1. Виконайте мінімізацію булевого виразу за 
допомогою карти Карно:  

 

                  1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3.y x x x x x x x x x x x x     

 
Рішення. Відповідно до заданого булевого виразу 

складаємо карту Карно: 



25 
 

 
 
Об’єднуємо контурами групи одиниць і виконуємо 

операцію склеювання: 
 

 
 

Мінтерми ( 1 2 3x x x ) і ( 1 2 3x x x ) (комірки контура 1) 

відрізняються значенням змінної , тому вони склеюються за нею 

і представляються кон’юнкцією двох змінних ( 1 2x x ). Аналогічно 

виконуємо операцію склеювання для мінтермів контура 2. В 
результаті мінімізації функції y отримуємо її мінімальний вираз: 

1 3 1 2.y x x x x   . 
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Ще один варіант карти Карно відповідно до заданого 
булевого виразу: 

 

 
 
Об’єднуємо контурами групи одиниць і виконуємо 

операцію склеювання: 
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Спрощений вираз: 1 3 1 2.y x x x x   

Як бачимо, у двох варіантах побудови карти Карно 
спрощений вираз однаковий.  

Важливо, щоб карта Карно була складена одним з 
представлених вище способів. Якщо карту Карно скласти 
неправильно, вона не буде давати потрібного ефекту 
спрощення. 

Відповідь: 1 3 1 2.y x x x x   

Приклад 2. Виконайте мінімізацію булевого виразу за 
допомогою карти Карно:  

 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4.

y x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

    

 
 

 
Рішення. Відповідно до заданого булевого виразу 

складаємо карту Карно: 
 

 
Об’єднуємо контурами групи одиниць і виконуємо 

операцію склеювання: 
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Контур 2 дає можливість опустити змінні 4x  і 
4x  . Після 

цього у ньому залишається кон’юнкція ( 1 2 3x x x ). Далі у контурі 1 

попарно опускаються 2x і
2x , 3x і 

3x . В результаті цього контур 1 

дає кон’юнкцію ( 1 4x x ). Далі кон’юнкції ( 1 2 3x x x ) і ( 1 4x x ) 

об’єднуємо диз’юнкцією і отримаємо мінімізований вираз у 

ДНФ: 1 2 3 1 4y x x x x x  .  

Відповідь: 1 2 3 1 4y x x x x x  . 

 
 

 

Завдання 
 

Спростити булеві функції, використовуючи закони алгебри 
логіки, карту Карно, згідно з варіантом у табл. 1.3.  
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                                                                           Таблиця 1.3  

                                     Варіанти завдань 

 

 1  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

  ))()((,, yxzzyxzxyxzyxf   

 2  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  ))))((((,, yzxzyzzxzyxf   

 3  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

  ))(()))()(((,, zyxzzyyxzyxf   

4  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  ))())((,,, zxtyxtyttxzxtzyxf   

 5  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

    

    
 

  )))(())((()(,,, ztyxtzyxyxxytzyxf   

 6  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

  ))()((,, yxzyxyxyxzzyxf   

 7  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  )))((()))(((,,, ztyzxtzytzytzyxf   
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 8  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

  tyzxztzxtzyttzyxf  )))()()(((,,,  

9  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  ))()()())((,, zttzxzxttztzxf   

10  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

    

    
 

  ))()(()))(((,,, yzztyztyztxtzyxf   

11  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

  )))()(())((,,, xytyytztttzyxf   

12  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  zxttztyxxtttzyxf ))()((,,,   

13  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x

   

    


 

  tyztzytzyztzyf ,,  

14  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  )))((()))(((,,, ztyzxtzytzytzyxf   
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15  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  zxttztyxxtttzyxf ))()((,,,   

16  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

  ))(()))()(((,, zyxzzyyxzyxf   

17  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  tyzxztzxtzyttzyxf  )))()()(((,,,  

 

18 
 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

  ))(()))()(((,, zyxzzyyxzyxf   

19 

 
 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  ))()((,, yxzzyxzxyxzyxf   

20  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

  ))))((((,, yzxzyzzxzyxf   

 
 

                                       Література 
1. MathType https://ru.wikipedia.org/wiki/MathType 
2. Побєдаш К. К. Електроніка і системотехніка. 

Розрахунково-графічна робота. Київ КПІ ім. Ігоря Сікорського, 
2018. 31 с.  
https://ela.kpi.ua/bitstream/123456789/23379/1/RGR.pdf 

https://ru.wikipedia.org/wiki/MathType
https://ela.kpi.ua/bitstream/123456789/23379/1/RGR.pdf
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3. Minimization of Boolean function using k-map. 
https://www.electrically4u.com/minimization-of-boolean-function-
using-k-map/ 

4. Матвієнко М.П. Комп’ютерна логіка /  М.П.  Матвієнко. 
– К: Ліра-К, 2017. – 324 с. https://lira-k.com.ua/preview/12062.pdf 

 
 

Лабораторна робота № 2 
 

Побудова таблиці істинності  
 

Мета роботи:  
- навчитися створювати таблицю істинності заданої 

логічної функції, що представлена у нормальній формі (НФ). 
 

Завдання та порядок виконання роботи 
1. Вивчити навчальний матеріал. 
2. Підготовити відповіді на контрольні питання. 
3. Проаналізувати заданий булевий вираз. 
4. Створити таблицю істинності булевої функції, згідно з 

варіантом. 
 

Контрольні питання 
1. Що таке таблиця істинності? 
2. Що таке нормальна форма булевого виразу? 
3. Який алгоритм створення таблиці істинності заданої 

булевої функції? 
4. Як визначається кількість рядків і стовпців для для 

таблиці істинності?  
5. Як визначається кількість наборів змінних для заданої 

функції? 
6. У якому порядку виконуються логічні операції? 
7. Що таке диз’юктивна нормальна форма булевої 

функції? 

https://www.electrically4u.com/minimization-of-boolean-function-using-k-map/
https://www.electrically4u.com/minimization-of-boolean-function-using-k-map/
https://lira-k.com.ua/preview/12062.pdf
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8. Що таке кон’юктивна нормальна форма булевої 
функції? 

9. Що таке логічне заперечення (інверсія)? 
10. Що таке логічне додавання (диз’юнкція, об’єднання)? 
11. Що таке логічне множення (кон’юнкція)? 
12. Що таке логічне слідування (імплікація)? 

 

Зміст звіту 
1. Номер роботи, її назва та мета. 
2. Короткі теоретичні відомості та відповіді на контрольні 

питання. 
3. Згідно з варіантом представити розрахунки та створення 

таблиці істинності нормальної форми логічної функції. 
4 Висновки. 
 

1. Теоретичні відомості 
 

Згідно з визначенням, таблиця істинності логічної 
формули виражає відповідність між кожним набором значень 
змінних і значеннями формули. 

Для формули, яка містить дві змінні, таких наборів значень 
змінних є всього чотири: 

 
                                     (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1). 
 

Якщо формула містить три змінні, то можливих наборів 
значень змінних вісім: 
 

(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1). 
 

Кількість наборів для формули з чотирма змінними 
дорівнює шістнадцять і т.д. 

Зручною формою запису при знаходженні значень 
формули є таблиця, що містить крім значень змінних і значень 
формули також й значення проміжних формул. 
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Приклад 1. Складемо таблицю істинності для формули 

x y x y x    ,  яка містить дві змінних x і y. У перших двох 

стовпчиках таблиці запишемо чотири можливих пари значень 
цих змінних, в наступних стовпчиках – значення проміжних 
формул і в останньому стовпчику – значення формули. У 
підсумку отримаємо таблицю істинності формули (функції) 

x y x y x    : 
 

Змінні Проміжні логічні формули Формула 

x  y  x  x y  x y  x y  x y x y    x y x y x     

0 0 1 0 0 1 1 1 

0 1 1 1 1 0 1 1 

1 0 0 0 1 0 0 1 

1 1 0 0 1 0 0 1 

 

З огляду таблиці видно, що при всіх наборах значень 

змінних x і y формула x y x y x     приймає значення 1, 

тобто є тотожно істинною. 

Приклад 2. Таблиця істинності для формули ( )x y x y   : 

Змінні Проміжні логічні формули Формула 

x  y  x y  x y  y  x y  ( )x y x y    

0 0 0 1 1 0 0 

0 1 1 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 1 0 

1 1 1 0 0 0 0 
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З огляду таблиці видно, що при всіх наборах значень 

змінних x і y формула ( )x y x y    приймає значення 0, тобто 

є тотожно хибною. 
Приклад 3. Таблиця істинності для формули 

( )x y x z   : 

Змінні Проміжні логічні формули Формула 

x  y  z  y  x y  x y  x  x z  ( )x y x z    

0 0 0 1 1 0 1 0 0 

0 0 1 1 1 0 1 1 1 

0 1 0 0 0 1 1 0 1 

0 1 1 0 0 1 1 1 1 

1 0 0 1 1 0 0 0 0 

1 0 1 1 1 0 0 0 0 

1 1 0 0 1 0 0 0 0 

1 1 1 0 1 0 0 0 0 

З огляду таблиці видно, що формула ( )x y x y    у 

деяких випадках приймає значення 1, а у деяких – 0, тобто є 
такою, що може змінювати своє значення, залежно від набору 
змінних. 

 
2. Алгоритм побудови таблиці істинності для складних виразів  

 
1. Визначити кількість рядків: 
  

кількість рядків = 2n + рядок для заголовка,  

n - кількість змінних.  
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2. Визначити кількість стовпчиків:  
 

кількість стовпчиків = кількості змінних + 

кількість логічних елементарних операцій.  

 
o визначити кількість змінних;  
o визначити кількість елементарних логічних 

операцій та послідовність їх виконання.  
3. Заповнити стовпчики результатами виконання 

логічних операцій у встановленій послідовності, враховуючи 
таблиці істинності елементарних логічних операцій.    
                                       

Завдання 
Побудувати таблиці істинності логічних функцій від 

чотирьох аргументів, які задані в одній з нормальних форм ДНФ 
або КНФ. 
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                                  Література 

 
1. Побудова таблиці істинності нормальної диз'юнктивної 

форми булевої функції. URL: 
http://www.kievoit.ippo.kubg.edu.ua/kievoit/2012/normalform/nor
malform.html 

2. Створення таблиць істинності у табличному 
процесорі Microsoft Excel. URL: 
https://studfile.net/preview/1849121/page:3/ 

3. Трохимчук Р. М. Дискретна математика / Р. М. 
Трохимчук. – К. : Вид. дім "Персонал", 2010.  

4. Трохимчук Р. М. Збірник задач і вправ з дискретної 
математики / Р. М. Трохимчук. – К. : ВПЦ "Київ. ун-т", 2008.  

http://www.kievoit.ippo.kubg.edu.ua/kievoit/2012/normalform/normalform.html
http://www.kievoit.ippo.kubg.edu.ua/kievoit/2012/normalform/normalform.html
https://studfile.net/preview/1849121/page:3/
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Лабораторна робота № 3 
 

Перетворення нормальної форми логічної функції у 
диз’юнктивну нормальну форму логічної функції  
 

Мета роботи:  
- навчитися перетворювати нормальну форму логічної 

функції у диз’юнктивну нормальну форму логічної функції. 
 

Завдання та порядок виконання роботи 
1 Вивчити навчальний матеріал. 
2 Підготовити відповіді на контрольні питання. 
3 Проаналізувати заданий булевий вираз. 
4 Створити таблицю істинності булевої функції, згідно з 

варіантом для ДНФ представлення функції. 
5. Порівняти значення ДНФ функції у крайньому правому 

стовпчику таблиці істинності зі значенням нормальної форми 
функції у крайньому правому стовпчику таблиці істинності свого 
варіанту завдання з лабораторної роботи 2 та зробити висновок. 

 
Контрольні питання 
1. Що таке нормальна форма булевого виразу? 
2. Сформулювати визначення диз’юнктивної нормальної 

форми та кон’юнтивної нормальної форми логічної функції. 
3.  Яка послідовність застосування логічних операцій при 

спрощенні логічних виразів? 
4. У чому сутність задачі перетворення нормальної форми 

логічної функції у диз’юнктивну нормальну форму? 
5. Що таке рівносильні перетворення логічних виразів? 
6. Які існують закони в алгебрі логіки? 
7. Що таке спрощення логічних виразів? 
8. Продемонструйте логічну операцію поглинання 

змінних. 
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9. Продемонструйте логічну операцію склеювання 
змінних. 

10. Продемонструйте логічну операцію напівсклеювання 
змінних. 

11. Продемонструйте логічну операцію супер-склеювання 
змінних. 

12. Продемонструйте логічну операцію узагальненого 
склеювання змінних. 

 
Зміст звіту 
1. Номер роботи, її назва та мета. 
2. Короткі теоретичні відомості та відповіді на контрольні 

питання. 
3. Згідно з варіантом представити розрахунки та 

побудовану таблицю істинності для ДНФ логічної функції. 
4. Висновки. 

 

1. Теоретичні відомості 

 
1.1. Форми подання булевих функцій. 
Форма булевої функції, що представлені у базисі {І, АБО, 

НЕ} називаєтся нормальною. 
 
Приклад 1. 

1 2 3 3 2y x x x x x     . 

Важливим є більш вузький клас функцій зі структурою, що 
утворена елементарними складовими двох типів: 
елементарною кон’юнкцією та елементарною диз’юнкцією.  

Елементарною кон’юнкцією k-того рангу або, інакше, 
мінтермом  k-того рангу називаєтся логічний добуток  k  логічних 
змінних, кожна з яких може бути представлена у прямому або 
інверсному коді.  
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Приклад 2. 

1 3 7;x x x       
1 3 6 7 9 15;x x x x x x          

4 ;x      

3 3 3 3;x x x x     

Зауваження:  кон’юнкції 

   1 2 3;x x x  1 2 3 4x x x x    

 

 не є елементарними. 
Елементарною диз’юнкцією називається логічна сума 

будь-якого числа логічних змінних, кожна з яких може бути 
представлена у прямому або інверсному коді. 

 

Приклад 3. 

1 3 4;x x x   5;x      
2 4 5 6 9.x x x x x                     

Зауваження:  диз’юнкції 

 

  1 1 3;x x x       
1 2;x x  

1 2 3 4x x x x     

 

 не є елементарними.  
Диз’юнкція будь-якого числа елементарних кон’юнкцій 

називається диз’юнктивною нормальною формою  (ДНФ). 
 

Приклад 4. 

2 5 8 7 7 9 1 3 4;y x x x x x x x x x     

2 3 5 7 8;y x x x x x      
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1 2 3 5 6 8.y x x x x x x   

Кон’юнкція будь-якого числа елементарних диз’юнкцій 
називається кон’юнктивною нормальною формою  (КНФ). 

 

Приклад 5. 

   1 2 3 4 7 2 5 6y x x x x x x x x      ; 

   3 4 1 2 5 6 3 3 3 .y x x x x x x x x x          

ДНФ, у якій кожна елементарна кон’юнкція містить всі 
змінні, називається досконалою диз’юнктивною нормальною 
формою  (ДДНФ). 

Приклад 6. 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3.y x x x x x x x x x x x x x x x    
 

КНФ, у якій кожна елементарна диз’юнкція містить всі 
змінні, називається досконалою кон’юнктивною нормальною 
формою  (ДКНФ). 

 
Приклад 7. 

    1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 .y x x x x x x x x x x x x          

Перетворення нормальної форми булевої функції у ДНФ 
здійснюється за допомогою законів алгебри логіки, що 
представлені у табл. 1 лабораторної роботи 1. 
 

1.2. Спрощення логічних формул 
Рівносильні перетворення логічних формул має те ж 

призначення, що і перетворення формул у звичайній алгебрі. 
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Вони слугують для спрощення формул або приведення їх до 
певного виду шляхом застосування основних законів алгебри 
логіки. 

 

Під спрощенням формули, яка не містить операцій імплікації і 
еквіваленції, розуміють рівносильне перетворення, що дає 
формулу, яка або містить порівняно з вихідною формулою 
менше число операцій кон’юнкції і диз’юнкції та не містить 
заперечень неелементарних формул, або містить менше число 
вхідних змінних.  

Деякі перетворення логічних формул схожі на 
перетворення формул у класичній алгебрі (винесення 
загального множника за дужки, використання 
переміщувального і сполучного законів та ін.), тоді як інші 
перетворення ґрунтуються на властивостях, які не володіють 
операціями звичайної алгебри (використання розподільчого 
закону для кон’юнкції, законів поглинання, склеювання, де 
Моргана та ін.). 

Продемонструємо на прикладах деякі прийоми і способи, 
що застосовуються при спрощенні логічних формул: 

1) 

( ) ( ) 0 0 0.x y x y x y x y x y x y y y y                   

(закони алгебри логіки застосовуються у наступній 
послідовності: правило де Моргана, сполучний закон, правило 
операцій змінної з її інверсією і правило операцій з 
константами);  

2) 

( ) 1x y x y x x y x y x x y y x x x                 
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(застосовується правило де Моргана, виноситься за дужки 
загальний множник, використовується правило операцій змінної 
з її інверсією);  

3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .x y x y x y x y x y x y x y xy                

 
(повторюється другий співмножник, що дозволено 

законом ідемпотентності; потім комбінуються два перших і два 
останніх співмножники та використовується закон склеювання);  

Вираз прикладу 3 можна перетворити і так: 

( ) ( ) ( ) ( ) .x y x y x y y x y xy          

До перших двох співмножників застосовується логічна 
операція склеювання змінних, після чого розкриваються дужки.  

4) 

( )

( ) ( )

.

x y x y z x z x y x y z x z y y

x y x y z x y z x y z x y x y z x y z x y z

x y y z

               

                      

   

 (вводиться допоміжний логічний співмножник ( )y y ; потім 

комбінуються два крайніх і два середніх логічних доданків та 
використовується закон поглинання);  

Вираз прикладу 4 можна перетворити і так: 

           .x y x y z x z x y y z           

Послідовно проводяться логічні операції напівсклеювання 
та узагальненого склеювання змінних.  

Або перетворити так: 
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           .x y x y z x z x y y z           

Послідовно проводяться логічні операції узагальненого 
склеювання та поглинання змінних.  

5)  ( ) .x y z x y z x y z          

(спочатку добиваємося, щоб знак заперечення був тільки перед 
окремими змінними, а не перед їх комбінаціями, для цього двічі 
застосовуємо правило де Моргана; після чого застосовуємо 
закон подвійного заперечення);  
 

6)  

( (1 ) ) ( ).x y x y z x z p x y z z p x y x p                

(виносяться за дужки загальні множники; застосовується 
правило операцій з константами);  

7)

( ) .

x y z x y z x y z x y z x y z x y z

x z y x y z x y z

                 

        
  

(до заперечень неелементарних формул застосовується правило 
де Моргана; використовуються закони подвійного заперечення 
та склеювання).  

Вираз прикладу 7  можна перетворити і так: 

.

x y z x y z x y z x y z x y z x y z

x y z

                 

  

 

У матриці проведено логічну операцію поглинання 
змінних. 
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8)

( )

(( ) ( )) ( 1) 1 .

x y x y z x y z x y z x y y z y z y z

x y y z y z y z x y y z x x

                  

              

  
(загальний множник x виноситься за дужки, комбінуються 
доданки у дужках – перший з третім і другий з четвертим, до 

диз’юнкції y z y z    застосовується правило операції змінної з 

її інверсією).  
Вираз прикладу 8 можна перетворити і так: 

( )

.

x y x y z x y z x y z x y x y z x y z x y z

x y x y z x y z x y x z x

                     

            

У першій матриці застосовується закон індемпотентності. Далі 
застосовується послідовність правил рівносильного 
перетворення:    поглинання, напівсклеювання, склеювання і 
поглинання змінних. 

9) 

( ) ( ) 0 0

( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) 1 ( ) .

x y z x y z x y x x y y z x z y z

z x z y z z x z z y z z x y z z x y

z z x z y z z x z y x z y x y z

                  

                   

                

  
(застосовується розподільчий закон для диз’юнкції, правило 
операції змінної з її інверсією, правило операцій з константами, 
переміщувальний закон та розподільчий закони для кон’юнкції).  

Вираз прикладу 9 можна перетворити і так: 
       10)  

( ) ( )

( ) .

x y x z x y z z t x y x z x y z z t

x y x z x y z z t x y x y z x y z t x y
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(застосовується правило де Моргана, закон подвійного 
заперечення і закон поглинання).  

З огляду представлених прикладів видно, що при 
спрощенні логічних формул не завжди очевидно, який із законів 
алгебри логіки потрібно застосувати на тому чи іншому кроці 
спрощення. Необхідні навички спрощення приходять з 
досвідом. 
 

Завдання 
 

Перетворити нормальну форму булевої функції у 
диз’юнктивну нормальну форму (ДНФ), побудувати таблицю 
істинності ДНФ,  згідно з варіантом лабораторної роботи 2. 
Зробити порівняння таблиць істинності нормальної та 
диз’юнктивної нормальної форми булевих функцій. Зробити 
висновки. 
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Лабораторна робота № 4 
 

Перетворення ДНФ у ДДНФ  
 

Мета роботи:  
- навчитися перетворювати диз’юктивну нормальну 

форму (ДНФ) логічної функції у досконалу диз’юктивну 
нормальну форму (ДДНФ) логічної функції. 

 
Завдання та порядок виконання роботи 
1 Вивчити навчальний матеріал. 
2 Підготовити відповіді на контрольні питання. 
3 Проаналізувати заданий булевий вираз. 
4 Створити таблицю істинності булевої функції, згідно з 

варіантом для ДДНФ представлення функції. 
5. Порівняти значення ДДНФ функції у крайньому правому 

стовпчику таблиці істинності (лабораторна робота 4) зі 
значенням нормальної форми функції у крайньому правому 
стовпчику таблиці істинності (лабораторна робота 2) та значення 
ДНФ функції у крайньому правому стовпчику таблиці 
(лаборатона робота 3) свого варіанту завдання (Таблиця 3, 
лабораторна робота 2), зробити висновок. 

 
Контрольні питання 
1. Сформулювати визначення досконалої диз’юнктивної 

нормальної форми, досконалої кон’юнтивної нормальної форми 
логічної функції. 

2. У чому полягає сутність задачі перетворення 
диз’юнктивної нормальної форми (ДНФ) логічної функції у 
досконалу диз’юнктивну нормальну форму? 

3.  Яка послідовність застосування логічних операцій при 
спрощенні логічних виразів? 

4. Що таке рівносильні перетворення логічних виразів? 
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5. Продемонструйте перетворення логічних виразів згідно 
з правилами де Моргана. 

6. Продемонструйте логічну операцію ідемпотентності 
змінних. 

7. Продемонструйте логічну операцію подвійного 
заперечення змінної. 

8. Продемонструйте логічну операцію напівсклеювання 
змінних. 

9. Продемонструйте логічну операцію супер-склеювання 
змінних. 

10. Продемонструйте логічну операцію узагальненого 
склеювання змінних. 

 

Зміст звіту 
1. Номер роботи, її назва та мета. 
2. Короткі теоретичні відомості та відповіді на контрольні 

питання. 
3. Згідно з варіантом представити розрахунки та 

побудовану таблицю істинності для ДДНФ логічної функції. 
4. Висновки. 

 
1. Теоретичні відомості 

 
1.1. Досконала диз’юнктивна нормальна фома (ДДНФ) 

 

Елементарними добутками в алгебрі логіки називають 

вирази у вигляді 1 3 5, , , , ,x x x x xz xyz , тобто заперечення 

ставиться тільки над кожною окремою змінною. Диз’юнкція 
добутків називається диз’юнктивною нормальною формою 
(ДНФ). 

Окрім нормальних диз’юнктивних форм можуть бути і інші 

диз’юнктивні форми. Наприклад, xy xz xyz   не можна 

називати ДНФ, оскільки xy не є елементарним добутком. 
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Нехай дано набір змінних 
1 2 3, , ,..., nx x x x . Добуток всіх 

змінних, взятих з запереченнями або без них, називають 
конституентами одиниці. Будь-яка конституента дорівнює 
одиниці лише на одному наборі змінних. 

Щоб записати конституенту одиниці n змінних, яка 
дорівнює одиниці на m-му наборі, потрібно число m подати у 
вигляді n-розрядного двійкового числа і в добутку взяти з 
запереченнями ті змінні, яким в двійковому числі відповідають 
нулі. 

Наприклад, конституента одиниці змінних 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  

яка дорівнює одиниці на 25-му наборі, має вигляд: 
 

1 2 3 4 5 10, , , , 25 11001x x x x x    

 
Диз’юнкція конституент одиниці називається досконалою 

диз’юнктивною нормальною формою. 
Будь-яку логічну функцію (окрім константи нуля) можна 

подати в досконалій диз’юнктивній нормальній формі, яка є 
єдиною для цієї функції. 

Розглянемо порядок визначення ДДНФ. 
Приклад 1. Подати в ДДНФ логічну функцію п’яти 

аргументів 
1 2 5( , ,..., )f x x x , яка дорівнює 1 на наборах з 

номерами 4, 10, 15, 20 і нулю на решті наборів. 
Для знаходження ДДНФ виконаємо такі операції: 
1. Номери наборів, які набувають значення 1, записуються у 

двійковому коді, потім подаються у вигляді добутку змінних, в 
якому над аргументами, які дорівнюють нулю, ставиться знак 
заперечення. 

 

4 00100 
1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  

10 01010 
1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  
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15 01111 
1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  

20 10100 
1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  

 
2. Набори добутків об’єднуються знаком диз’юнкції. 

 

             
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

( , , , , ) , , , , , , , ,

                             , , , , , , , ,

f x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

  

 
  

 
1.2. Способи переходу від нормальної до досконалої 

диз’юнктивної (кон’юнктивної) нормальної фоми 
 

Перехід від нормальної до досконалої форми логічної 
функції здійснюється за таблицею, аналітично або графічно. 

Перехід від нормальної до досконалої форми логічної 
функції за таблицею 

Будь яку логічну функцію можна виразити як диз’юнкцію 
конституент одиниці, відповідно до тих наборів, на яких функція 
дорівнює 1. У більш загальному вигляді можна записати це 
таким чином: 

 1 2

1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ... ,n

n n nf x x x f x x x
         

 
де σі = 0,1;  
 

 =1;

 =0. 

i
i

n

i

x при 
x

x при 







 


  

 
Ця форма і є ДДНФ. Зауважимо, що набори, на яких функція 

f набуває значення 1, часто називаються одиничними, інші – 
нульовими наборами. Виписувати у ДДНФ має сенс тільки 
конституенти одиниці (в літературі має ще іншу назву – 
мінтерм), які відповідають одиничним наборам (табл. 1). 
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                                                                            Таблиця 1  

х1 х2 х3 f1 f2 

0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

1 
1 
0 
0 
1 
1 
0 
0 

0 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
1 

 
Приклад 2. Випишемо ДДНФ для функцій, заданих 

таблицею істинності (табл. 1). 
 

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

;

.

f x x x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x x x

   

   
  

 
Інша відома форма носить назву досконалої кон’юнктивної 

нормальної форми (ДКНФ). Вона будується аналогічно ДДНФ. 
ДКНФ подається як кон’юнкція конституент нуля (в 

літературі має ще іншу назву – макстерм), відповідних нульовим 
наборам функції. 

Приклад 3. Для розглянутих вище функцій f1, f2 М(х1, х2, х3) 
(див. табл. 1) побудуємо ДКНФ. 

 

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( )( )( )( );

( )( )( )( ).

f x x x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x x x

        

        
 

 

Завдання 
 

Перетворити диз’юктивну нормальну форму логічної 
функції, що отримана у лабораторній роботі 3 у досконалу 
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диз’юнктивну нормальну форму логічної функції (ДДНФ), згідно 
зі своїм варіантом, побудувати таблицю істинності ДДНФ. 
Зробити порівняння таблиць істинності ДНФ та ДДНФ булевих 
функцій. Зробити висновки 
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Лабораторна робота № 5 
 

Мінімізація досконалої диз’юнктивної нормальної форми 
(ДДНФ) булевих функцій  

 

1. Мета роботи 
- навчитися знаходити найкоротшу і мінімальну булеві 

функції. 
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Завдання та порядок виконання роботи 
1. Вивчити навчальний матеріал. 
2. Підготовити відповіді на контрольні питання. 
3. Проаналізувати задану ДДНФ булевої функції. 
4. Провести спрощення і мінімізацію ДДНФ булевої 

функції. 
 
Контрольні питання 
1. Які є аксіоми і закони алгебри логіки? 
2. Що таке спрощення і мінімізація булевих функцій? 
3. Які є рівносильні перетворення при мінімізації булевих 

функцій в основному базисі? 
4.  Яка послідовність застосування логічних операцій при 

спрощенні логічних виразів? 
5. Що таке рівносильні перетворення логічних виразів? 
6. Продемонструйте перетворення логічних виразів згідно 

з правилами де Моргана. 
7. Продемонструйте логічну операцію ідемпотентності 

змінних. 
8. Продемонструйте логічну операцію подвійного 

заперечення змінної. 
9. Продемонструйте логічну операцію напівсклеювання 

змінних. 
10. Продемонструйте логічну операцію супер-склеювання 

змінних. 
11. Продемонструйте логічну операцію узагальненого 

склеювання змінних. 
 

 
Зміст звіту 
1. Назва лабораторної роботи та її мета. 
2. Короткі теоретичні відомості та відповіді на контрольні 

питання. 
3. Порядок скорочення та мінімізації  булевих функцій. 
4. Висновки. 
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2. Теоретичні відомості 
У загальному випадку логічна функція може мати деяку 

множину еквівалентних за логікою, але різних за аналітичним 
поданням, варіантів. Ці варіанти можуть відрізнятися за складом 
незалежних змінних і за числом логічних операцій, що 
утворюють функцію. У прикладному відношенні виникає 
потреба пошуку еквівалентного варіанту подання функції з 
мінімальним числом операцій і, можливо, з меншою кількістю 
незалежних змінних. Процес вирішення цього питання 
називається мінімізацією логічних функцій. 

При вирішенні практичних завдань логічного типу, їх 
вихідний аналітичний опис зазвичай представляється або у 
ДДНФ, або у СКНФ. При всій своїй структурній стрункості ці 
форми, у своїй більшості є громіздкі і потребують мінімізації. 

 Мінімізація здійснюється шляхом спрямованого 
перетворення функції за допомогою аксіом і законів алгебри 
логіки. Для однієї і тієї ж функції може бути кілька шляхів 
досягнення мети. Кожен такий шлях забезпечує знаходження 
мінімальної форми функції порівняно з вихідною формою. Але, 
це ще не означає, що мета досягнута. У процесі перетворення 
можуть бути досягнуті проміжні та тупикові форми функцій. 
Тупикова форма, на відміну від проміжної, надалі не 
мінімізується. Кожен можливий шлях мінімізації завершується 
тупиковою формою функції. У одній і тій же функції тупикових 
форм може бути декілька. Серед тупикових завжди має місце 
форма функції з меншим числом логічних операцій (можливо і з 
меншим числом незалежних змінних). Її називають мінімальною 
тупиковою формою функції. Існують різні можливі результати 
мінімізації функцій. Може бути декілька різних мінімальних 
тупикових форм. З точки зору подальшого використання вони 
майже завжди еквівалентні. У складі мінімальних тупикових 
форм можуть бути присутніми і не мінімальні тупикові форми. У 
найпростішому випадку функція має тільки одну мінімальну 
тупикову форму. Ну, і звичайно, форма вихідної функції може 
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бути мінімальною тупиковою. У цьому випадку кажуть, що 
функція не мінімізується. 

Відомі такі методи мінімізації булевих функцій: 
 
▪ метод Блейка - Порецького; 
▪ метод Нельсона; 
▪ метод Карта Карно; 
▪ метод Квайна; 
▪ метод Квайна ‒ Мак-Класкі;   
▪ метод Діаграма Вейча; 
▪ метод алгебричних перетворень; 
▪ метод Петрика;  
▪ метод Рота;  
▪ метод мінімізації функцій у базисах ТА-НІ і АБО-НІ 
  (базиси Шеффера та Пірса);  
▪ метод невизначених коефіцієнтів; 
▪ метод гіперкубів;  
▪ метод функціональної декомпозиції;  
▪ евристичний алгоритм мінімізації Espresso. 

 
Від результату мінімізації булевої функції залежить 

швидкодія обчислювального пристрою, його надійність та 
енергозбереження.  Мінімізація логічних функцій є однією з 
центральних та практично важливих проблем, яка постає під час 
проектування обчислювальних пристроїв.  

В теорії диз'юнктивних нормальних форм основним 
завданням є синтез для довільної функції алгебри логіки 𝑭 
мінімальної за складністю ДНФ. 

Під складністю ДНФ розуміють або число символів виду 
𝒙σ (суму рангів кон'юнкцій), які містить ця ДНФ, або число  
елементарних кон'юнкцій, що входять до неї, тобто її довжину. 
Відповідно, мінімальна ДНФ - це ДНФ, що містить найменше 
число символів змінних (літералів) у порівнянні з іншими ДНФ, 
що реалізують функцію 𝑭. Найкоротша ДНФ реалізує 𝑭 і містить 
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найменше число елементарних кон'юнкція у порівнянні з 
іншими ДНФ, що реалізують 𝑭. 

Існує тривіальний алгоритм для знаходження мінімальної 
функції, який полягає у послідовному синтезі ДНФ за порядком 
зростання складності, наприклад, довжини. Перша за порядком 
ДНФ, що реалізує функцію 𝑭, і є шуканою. Однак такий спосіб 
веде до перебору великого числа диз'юнктивних нормальних 
форм. Наприклад, якщо найкоротша ДНФ має довжину 𝒍, то при 
зазначеному рішенні задачі мінімізації число побудованих ДНФ 

дорівнюватиме 1

3n

lС  . При 𝒏 = 𝟏𝟎 існують функції, при мінімізації 

яких довелося б будувати більш 𝟏𝟎𝟓𝟎𝟎 ДНФ. Цілий ряд факторів 
свідчить про неможливість усунення перебору в задачі 
мінімізації. 

Важлива роль в задачі мінімізації належить скороченою 
ДНФ. ДНФ називається скороченою для булевої функції 𝑭, якщо 
вона складена з усіх максимальних кон'юнкцій функції 𝑭 [6]. 

 
Скорочена ДНФ — форма запису функції, що має такі 

властивості: 
- будь-які два доданки розрізняються як мінімум у двох 

позиціях, 
- жоден з кон'юнктів не міститься в іншому доданку. 
 
Мінімальна ДНФ — така скорочена ДНФ, в якій міститься 

мінімальна кількість змінних змін. 
Перехід від скороченої форми до мінімальної методу 

Квайна здійснюється за допомогою спеціальної таблиці. Члени 
СДНФ заданої функції вписуються в стовпці, а рядки - члени 
скороченої форми. Зазначаються стовпці членів СДНФ, які 
поглинаються окремими елементами скороченої форми. 

Члени скороченої форми, які не підлягають виключенню, 
утворюють ядро. Такі члени визначаються за вищезгаданою 
матрицею. Для кожної з них є хоча б один стовпець, який 
перекривається лише цим членом. 
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Для отримання мінімальної форми достатньо вибрати з 
членів скороченої форми, що не входять до ядра, таке 
мінімальне їх число з мінімальною кількістю літер у кожному з 
цих членів, яке забезпечить перекриття всіх стовпців, не 
перекритих членами ядра. 

Приклад 1. Функція від чотирьох аргументів задана наступною 
таблицею (табл. 1): 

                                                                                       Таблиця 1 

                    Таблиця істинності функції 
1 2 3 4( , , , )f x x x x  

Набори змінних Значення функції 

X1 X2 X3 X4 f 

0 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 

0 0 1 1 0 

0 1 0 0 1 

0 1 0 1 0 

0 1 1 0 0 

0 1 1 1 0 

1 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 

1 0 1 0 1 

1 0 1 1 1 

1 1 0 0 1 

1 1 0 1 1 

1 1 1 0 1 

1 1 1 1 1 

 
Проведемо операції неповного склеювання і поглинання: 
 

№ Елементарна кон’юнкція Поглинання 

1 
1 2 3 4x x x x  + 
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2 
1 2 3 4x x x x  + 

3 
1 2 3 4x x x x  + 

4 
1 2 3 4x x x x  + 

5 
1 2 3 4x x x x  + 

6 
1 2 3 4x x x x  + 

7 
1 2 3 4x x x x  + 

8 
1 2 3 4x x x x  + 

 

№ склеювання Результат 

1 - 2 
1 3 4x x x  

2 - 5 
2 3 4x x x  

3 - 4 
1 2 3x x x  

3 - 7 
1 3 4x x x  

4 - 8 
1 3 4x x x  

5 - 6 
1 2 3x x x  

5 - 7 
1 2 4x x x  

6 - 8 
1 2 4x x x  

7 - 8 
1 2 3x x x  

 
 
На даному кроці всі елементи 

виду AxAx або A¬xA¬x приймали участь в операціях попарного 
неповного склеювания і були поглинуті своїми власними 
частинами. Тому елементи скороченої ДНФ на цьому кроці не 
отримані. 

 

№ Елементарна кон’юнкція Поглинання 
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1 
1 3 4x x x   

2 
2 3 4x x x   

3 
1 2 3x x x  + 

4 
1 3 4x x x  + 

5 
1 3 4x x x  + 

6 
1 2 3x x x  + 

7 
1 2 4x x x  + 

8 
1 2 4x x x  + 

9 
1 2 3x x x  + 

 

№ склеювання Результат 

3 - 9 
1 3x x  

4 - 5 
1 3x x  

6 - 9 
1 2x x  

7 - 8 
1 2x x  

 
 
На даному етапі отримуємо елементи скороченої 

ДНФ ¬x∧¬z∧¬w¬x∧¬z∧¬w і y∧¬z∧¬w 

 
№ Елементарна кон'юнкція Поглинання 

1 xz  

2 xy  

 
Обидві елементарні кон’юнкції на даному кроці є 

елементами скороченої ДНФ. 
У підсумку виконання алгоритма отримано наступну 

скорочену 
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ДНФ: (¬x∧¬z∧¬w)∨(y∧¬z∧¬w)∨(x∧z)∨(x∧y)(¬x∧¬z∧¬w)∨(y∧¬z∧¬w)
∨(x∧z)∨(x∧y) 

Перехід від скороченої форми до мінімальної : 

 Одиниці ДНФ, що покриваються 

елементами AxAx або A¬xA¬x позначаються "+". 

Пари AxAx і A¬xA¬x, що попадають до ядра 

позначаються "*". 

 Одиниці функції, які покриваются тільки якимось 
одним кон’юнктом із системи елементів скороченої ДНФ, 
позначаются “>”. 

 Одиниці функції, що покриваються ядром, але такі, що 
не покриваються тільки якимось одним кон’юнктом із 
системи елементів скороченої ДНФ позначаються “>>”. 

 

 xyzw    xyzw  xyzw   xyzw   xyzw  
*

xzw  + +    

yzw   +   + 

*xz    + +  
*xy      + 

 

 xyzw   xyzw  xyzw  

*

xzw     

yzw     

*xz   + + 
*xy  + + + 

 
На основі цієї таблиці отримуємо ядро  

(¬x∧¬z∧¬w)∨(x∧z)∨(x∧y)(¬x∧¬z∧¬w)∨(x∧z)∨(x∧y), яке є також і 
мінімальною ДНФ. 
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Завдання 
 

Провести мінімізацію ДДНФ, що отримана у лабораторній 
роботі 4, згідно зі своїм варіантом, побудувати таблицю 
істинності мінімальної булевої функції. Провести порівняння 
таблиць істинності ДДНФ та мінімальної булевих функцій. 
Зробити висновки 

 

                                   Література 
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Лабораторна робота № 6 

 
Побудова комбінаційної схеми за аналітичним виразом 

логічної функції  
 

1. Мета роботи 
- навчитися будувати комбінаційну схему за аналітичним 

виразом логічної функції. 
 

Завдання та порядок виконання роботи 
1. Вивчити навчальний матеріал. 
2. Підготовити відповіді на контрольні питання. 
3. Проаналізувати задану мінімальну булеву функцію. 
 
Контрольні питання 
1. Що таке комбінаційна схема? 
2. Що таке цифровий автомат? 
3. Які існують логічні елементи? 
4. Що таке декомпозиція аналітичного виразу? 
5. Як перевірити правильність роботи комбінаційної 

схеми? 
6. Які є основні параметри логічних елементів?  
7. Від чого залежить результат перетворення інформації 

(вихідні сигнали) у комбінаційній схемі (КС) ? 
8. Чи є у комбінаційній схемі зворотні зв’язки? 
9. Чи є у цифровому автоматі зворотні зв’язки? 
10. Від чого залежить результат перетворення інформації 

(вихідні сигнали) у цифровому автоматі? 
 
Зміст звіту 
1. Назва лабораторної роботи та її мета. 
2. Короткі теоретичні відомості та відповіді на контрольні 

питання. 
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3. Порядок побудови комбінаційної схеми за аналітичним 
виразом логічної функції. 

4. Висновки. 
 
2. Теоретичні відомості 
2.1. Поняття про комбінаційну схему і цифровий автомат 
Електронні схеми, побудовані з логічних елементів, 

називаються логічними або функціональними. В комп’ютерних 
системах перетворення інформації виконують логічні схеми двох 
видів: 

1. Комбінаційні схеми (або автомати без пам’яті). 
2. Послідовні схеми (або автомати з пам’яттю). 
Для комбінаційної схеми (КС) результат перетворення 

інформації (вихідні сигнали) у кожний момент часу залежить 
тільки від комбінації вхідних сигналів у даний момент часу. КС 
являє собою логічну схему без так названих зворотних зв’язків. У 
цифрових автоматах, на відміну від КС, результат перетворення 
інформації залежить як від значень вхідних сигналів у даний 
момент часу, так і від послідовності попередніх внутрішніх станів 
схеми, для фіксації яких використовуються елементи пам’яті. КС 
для реалізації перемикальної функції (ПФ) будують за 
аналітичними виразами ПФ. 

Приклад 1. Побудувати КС, що реалізує ПФ задану 
наступним аналітичним виразом: 

 

1 2 1 2 1 3 1 2 3 1 3( ) ( ).f x x x x x x x x x x x     

 
Виконаємо декомпозицію аналітичного виразу. Для цього 

подамо функцію f  у вигляді диз’юнкії двох функцій 

1 2 ,f f f   де 1 1 2 1 2 1 3( ),f x x x x x x   2 1 2 3 1 3( ).f x x x x x   

Таким чином, КС буде мати вигляд: 
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Продовжимо декомпозицію, аналогічним чином, вже для 

функцій 
1f  та 

2f . Функція 
1f  являє собою кон’юнкцію двох 

функцій 
1 11 12 ,f f f   де 

11 1 2 ,f x x 12 1 2 1 3.f x x x x   Функція 
2f  

являє собою заперечення кон’юнкції 2 1 22 ,f x f  де 

22 2 3 1 3.f x x x x   З урахуванням зазначеного тепер КС набуде 

такого вигляду: 
 

 

Функція 11f
 являє собою елементарну кон’юнкцію, а 

функцію 12f
 подамо у вимгляді диз’юнкції 12 121 122,f f f 

 де 

121 1 2f x x
 та 122 1 3f x x

 являють собою вже елементарні 
логічні функції (не враховуючи заперечення). Аналогічним 

чином функція 22f
 подається у вигляді диз’юнкції вже 
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елементарних функцій 221 2 3f x x
 та 222 1 3 ,f x x

 і функція 2f  

виглядає як 2 1 221 222( ),f x f f 
 а КС набуде наступного вигляду: 

 
 

Виконавши останній крок декомпозиції, отримаємо 

комбінаційну схему, що набуває наступного вигляду: 
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2.2 Логічні елементи 
Логічний елемент – це технічний пристрій, що реалізує 

одну з логічних функцій. У таблиці 8.1 зображені основні логічні 
елементи, що використовуються у цифрових пристроях. 

Кількість входів в логічних елементах різного призначення 
може бути різною, але входи кожного елемента рівнозначні. 
Деякі з них при роботі у конкретних схемах можуть не 
використовуватися. Входи, які не використовуються в схемах І, І-
НІ, з’єднують із напругою живлення, а в схемах АБО, АБО-НІ, 
суматора за модулем 2 – з заземленням (нуль В). 

Основними параметрами логічних елементів є: 
- напруги живлення та сигналів, які відповідають 

логічному 0 та логічній 1 (напруга живлення складає +5В, рівень 
логічної одиниці 2.4В – 5В, рівень логічного нуля – 0В – 0.4В); 

- коефіцієнти об’єднання за виходом Kоб (визначає 
максимально можливу кількість входів логічного елемента або, 
іншими словами, функцію скількох змінних може реалізувати 
цей елемент. Звичайно Kоб набуває значення від 2 до 4, рідше  
Kоб=8. Збільшення кількості входів пов’язано з ускладненням 
схеми елементів. Це приводить до погіршення інших параметрів 
– завадостійкості, швидкодії та ін.); 

- коефіцієнт розгалуження за виходом Kроз (показує на 
скільки логічних входів може бути одночасно навантажений 
вихід даного логічного елемента. Як правило, у типових логічних 
елементах Kроз=10. Іноді замість Kроз задається граничне 
допустиме значення вихідного струму логічного елемента у стані 
0 або 1; 

- розсіювана потужність; 
- завадостійкість – це здатність елемента правильно 

функціонувати за наявності завад. Вона визначається 
максимально допустимою напругою завади, за якої не 
відбувається збою роботи логічного елемента. Переважно ця 
напруга складає 0.6В – 0.9В. 
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                                                                   Таблиця 1.  
Основні логічні елементи 
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3. Приклад побудови комбінаційної схеми 
Побудувати логічну схему за заданим булевим виразом: 
 
F =`BA + B`A + C`B. 
 
Рішення: 
Як правило, побудова та розрахунок будь-якої схеми 

здійснюється, починаючи з її виходу. 
Перший етап: Виконується логічне додавання: 

 

Другий етап: До входів елемента АБО підключаються логічні 
елементи І: 

 

Третій етап: Для отримання інверсій`A та`B на відповідних 
входах ставлять інвертори: 
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Представлена побудова заснована на такій особливості, - 
оскільки значеннями логічних функцій можуть бути тільки нулі 
та одиниці, будь-які логічні функції можуть бути представлені як 
аргументи інших більш складних функцій. Отже, побудова 
логічної схеми здійснюється з виходу входу. 

 
 

  Завдання 
 

Для отриманої мінімальної функції у попередній 
лабораторній роботі, згідно зі своїм варіантом, побудувати 
комбінаційну схему. Перевірити її функціональність. Зробити 
висновки. 

 

                                    Література 
1. Матвієнко, М. П. Комп'ютерна логіка [Текст] / М. П. 

Матвієнко – Київ: ТОВ "Центр навчальної літератури",  2012. – 
288 с.  
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Лабораторна робота № 7 
 

Мінімізація поліномної нормальної форми (ПНФ) булевих 
функцій  

 
Для зручної мінімізації ПНФ булевих функцый у MS 

Word доцільно використовувати математичний 
редактор MathType 6.9  – 7.4 або вищої версії. 

 

1. Мета роботи 
- навчитися знаходити мінімальну поліномну форму 

булевих функцій; 
 

Завдання та порядок виконання роботи 
1. Вивчити навчальний матеріал. 
2. Підготовити відповіді на контрольні питання. 
3. Проаналізувати задану поліномну нормальну форму 

(ПНФ) булевої функції. 
4. Провести спрощення ПНФ булевої функції. 
 
Контрольні питання 
1. Які є аксіоми і закони алгебри Жегалкіна (Ріда-

Маллера)? 
2. Що таке спрощення булевих функцій у поліномному 

базисі? 
3. Які є рівносильні перетворення при мінімізації булевих 

функцій у поліномному базисі? 
4. Що таке рівносильні перетворення логічних виразів у 

поліномному базисі? 
5. Які існують тотожності у поліномного базису? 
6. Продемонструйте логічну операцію поглинання змінних 

у поліномному базисі. 
7. Продемонструйте логічну операцію склеювання змінних 

у поліномному базисі. 
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8. Продемонструйте логічну операцію напівсклеювання 
змінних . 

9. Продемонструйте логічну операцію супер-склеювання 
змінних у поліномному базисі. 

 
Зміст звіту 
1. Назва лабораторної роботи та її мета. 
2. Короткі теоретичні відомості та відповіді на контрольні 

питання. 
3. Порядок спрощення  булевих функцій у поліномному 

базисі. 
4. Висновки. 
 
2. Теоретичні відомості 

 
Довільну булеву функцію f (x1, x2, …, xn) можна подати у 

поліномній нормальній формі (ПНФ) (Exclusive-OR Sum-Of-
Product form – ESOP), утвореної двомісними операціями 
кон’юнкції (AND) і сумою за mod 2 (EXOR) та константою 
одиниці; інверсія довільної змінної одержується операцією 

1 .x x   При цьому, залежно від того, які змінні кон’юнктермів 
ПНФ f (усі чи деякі з них) мають або не мають знак інверсії, що 
визначає так звану полярність змінних, розрізняють класи 
AND/EXOR виразів ПНФ булевих функцій. У загальному випадку 
їх називають поліномами Ріда–Маллера (Reed–Muller 
expressions – RM-поліноми) [1].  

Для порівняння представимо можливі поліноми 
прикладами: 

– 1 3 1 2 3x x x x x  – PPRM-поліном (Positive Polarity Reed–
Muller expression), тобто поліном n-го степеня Жеґалкіна, усі 
змінні якого мають пряму полярність; 

– 1 3 1 2 3x x x x x  – NPRM-поліном (Negative Polarity Reed–
Muller expression), усі змінні якого мають інвертовану 
полярність; 
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– 1 3 1 2 3x x x x x  – FPRM-поліном, вираз ПНФ булевої функції f 
(x1, x2, …, xn), де кожна змінна має певну зафіксовану (пряму 
або інвертовану) полярність, називають поліномом Ріда–
Маллера з фіксованою полярністю (Fixed Polarity Reed–Muller 
expression); 

– 1 3 1 2 3x x x x x  – MPRM-поліном (або поліном Кронекера), 
RM-поліном зі змішаною полярністю (Mixed Polarity Reed–Muller 
expression; 

– 1 2 1 2x x x x   – GRM-поліном (узагальнений RM-
поліномом – Generalized Reed–Muller expression), що утворений 
довільним вибором полярності n змінних булевої функції f (x1, 
x2, …, xn).  

Розвиток мікроелектронної технології забезпечив 
створення елементів, які утворюють багатомісні диз’юнкції з 
виключенням (EXOR-елементи). Це, у свою чергу, забезпечило 
синтез аналогічних дворівневих AND/EXOR-схем, які містять такі 
ж елементи у другому каскаді. Структура цих схем описується 
формулами, подібними до диз’юнктивної нормально форми 
(ДНФ), в яких замість операторів диз’юнкції використовуються 
оператори диз’юнкції з виключенням. Такі формули прийнято 
називати ESOP – exclusive sum of products. 

Переваги цих формул виправдовується тим, що кількість 
логічних елементів у відповідних їм схемах зазвичай менша. 
Наприклад, після мінімізації ДНФ довільних булевих функцій 
чотирьох змінних міститься в середньому 4.13 кон’юнктермів, а 
у ESOP – тільки 3.66 [2, 3]. При розгляді булевих функцій, 
типових для схем, що реалізують арифметичні операції, виграш 
ще більший. Крім того, AND/EXOR-схеми легше діагностуються 
[3, 4]. 

 
2.2. Базис Ріда‒Маллера 

Поряд з основним базисом  , ,    та ненадлишковими 

базисами  ,   і  ,  важливе місце в теорії логічних функцій 
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та у її практичних застосуваннях займає базис Ріда‒Маллера 
 , ,1  , в який входить операція «сума за модулем 2» ( ).  
Повнота цього базису доводиться наступними 
співвідношеннями, які демонструють те, що до нього зводиться 

відомий повний базис   , :   
 

1 ;a a   .a b a b ab     
 
Подібно до операцій диз’юнкції та кон’юнкції, сума за 

модулем два має властивості комутативності та асоціативності, а 
також узагальнюється на випадок великої кількості змінних. 

Багатомісна сума за модулем два  
 

   , ,c, 2 , ,c, ,a b d a b c d mod sum a b d       

 
довільних елементарних кон’юнкцій називається 

поліномом. Окремим випадком полінома є поліном Жегалкіна, 
що складається з неінвертованих змінних. 

Будь-яка булева функція може бути представлена 

формулою у базисі Ріда‒Маллера (Жегалкіна)  1 , ,1 .     
 

2.3. Алгебра Ріда‒Маллера 
Алгебра над множиною логічних функцій з двома 

бінарними операціями & і   є алгеброю Ріда – Маллера 
(Жегалкіна). В алгебрі Ріда ‒ Маллера виконуються наступні 
співвідношення: 

 

  ;x y xy xy x y x y     
                (1) 

 

 1 2 1 2 1 2 2 1.x x x x x x x x                     (2) 
 
Тотожність (2) має ілюстрацію образу: 
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1 2

1 0 1
,

0 1 1
x x  

 
 
або 
  

1 2

1 0 0
.

0 1 0
x x  

 
 

.xy xy x y x y x y x y                       (3) 
 
Тотожність (3) має ілюстрацію образу: 
 

1 1 1
,

0 0 0
x y  

 
 
або 
 

1 1 1
.

0 0 0
x y  

 
 

 1 ( ) ,xyz xy x xyz x x yz xyz x y z x y xz          
  

 
або 
 

  .xyz xy x xyz x x yz x y z x y xz        
 

 
Для функції додавання за модулем два має місце 

переміщуваний та сполучний закони, а також розподільчий 
закон відносно кон’юнкції. 

 
;x y y x    
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    ;x y z x y z    
 

 

     .x y z xy xz  
 

 
Мають місце також очевидні співвідношення: 
 

0;

0 ;

1 ;

1.

x x

x x

x x

x x

 


 


 
    
 
Крім зазначеного, мають місце формули: 
  

  1 1 1 ;x y x y x y xy x y xy y           
           (4) 

 
   1 2 1 2 1 2 .x x x x x x    

                                       (5) 
 
Логічні тотожності для двох змінних представлено у 

табл. 1. 
 
                                                                    Таблиця 1 
Рівносильні логічні вирази двох змінних 

Рівнозначність ~x y  1xy xy x y     

Нерівнозначність x y  xy xy x y    

Диз’юнкція x y  x y x y xy     

Штрих Шефера x y  1x y x y xy     

Імплікація x y  1x y x y x xy       

Імплікація y x  1y x y x y xy       

Кон’юнкція xy  xy xy x   



77 
 

Кон’юнкція x y  xy x xy   

Кон’юнкція xy  xy y xy   

Стрілка Пірса x y  1x y xy x y xy       
 
Алгебра Ріда – Маллера забезпечує створення класичних 

правил рівносильного перетворення для спрощення логічних 
виразів у класі ПНФ аналітичним методом. Різниця між 
поліномом Ріда – Маллера і поліномом Жегалкіна полягає у 
тому, що поліном Жегалкіна представляє 2-рівневу логіку, а 
поліном Ріда – Маллера представляє 3-рівневу логіку. Однак 
поліном Ріда – Маллера у загальному випадку вміщує меншу 
кількість літералів. 

У ряді випадків перетворення полінома Ріда – Маллера до 
змішаного базису дає 2-рівневу логіку. Наприклад: 

 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 31 .x x x x x x x x x x x x x x x x x x       
 

 
3-рівнева логіка полінома Ріда – Маллера перетворена у 

2-рівневу логіку змішаного базису.  
 

 
2.4. Мінімізація булевих функцій у базисі Ріда‒Маллера 

візуально-матричною формою аналітичного методу 
Рівносильні образні перетворення при мінімізації функцій 

у базисі Ріда‒Маллера дають наступний результат: 
– визначають герменевтику логічних операцій для класу 

еквівалентних бінарних матриць функцій базису Ріда‒Маллера; 
– протокол з відносно складними алгоритмами 

спрощення логічних виразів, який складається з процедури 
вставки двох однакових кон’юнктермів функцій поліномного 
базису з наступною операцією супер-склеювання змінних. 
Зазначений протокол збільшує ефективність процедури, що дає 
змогу, зокрема, спрощувати логічні функції у базисі 
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Ріда‒Маллера з відносно більшим числом вхідних змінних 
ручним способом; 

– забезпечують метод ортогоналізації заданих логічних 
функцій для встановлення сингулярних функцій; 

– створюють алгебру у частині правил рівносильного 
перетворення булевих функцій у базисі Ріда‒Маллера. 

 
2.5. Особливості застосування логічної операції супер-

склеювання змінних для поліноміальної нормальної форми 
булевих функцій 

Реалізацію логічних операцій на бінарних і алгебричних 
структурах функцій, до певної міри, будемо виділяти кольором. 
Це забезпечить кращу дидактику методу. 

Для методу образних перетворень алгоритм спрощення 
функції з процедурою вставки двох однакових кон’юнктермів 
поліномних функцій з наступною операцією супер-склеювання 
змінних може мати такі, наприклад, варіанти: 

 
1. 

3 1 2 3 4 1 2 3 41

0 0

0 1
  1 1 0 1 .

1 0
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 1

1

0 0

0 1

1 0

1 1

01

1 0 1 0
1 0

1 0 1 0

1 0 1 0

1 1 1

x x x x x x x xx x    

(6) 
 

1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 3 41

    

 

.

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x

x x x x x x x x

x x x

x x x x

x x x x x x x x x x

   

   

   

              (7) 
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2. 

1 2 3 31 1 2

0 0

0 1
0 1 1 .

1 0
1 0 1

1 0 1 0 1 1

1

0 0

0 1

1 0

1 1

0

0

0

0
0

0 0

0 0

1

x x x x x xx    

     (8) 
 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 3

    

 

.

x x x x x x x x x

x x x x x

x x x

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x xx

   

   

   

                (9) 
 

3. 

2 1 2 313

1 0 0

0 0

0 0 0

.

1

0

0

0 0

0 0

1 0

0 1 0 1 1

01

0 1

0 0

1 1

0 1 1

0

0 0

x xxx x x    

     (10) 
 

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3 1

1

2 3

1 2 3

   

.

x x x x x x

x x x x xx x x

x x x x

x x x x

x x x

x

x x

x x x

x x

x x

x   

    

   

             (11) 
 
Результати матричного (6), (8), (10) та алгебричного (7), (9), 

(11) способу мінімізації логічного виразу відповідно 
співпадають.  

Порівняно складні алгоритми спрощення логічних виразів 
з процедурою вставки двох однакових кон’юнктермів функцій 
поліномного базису з наступною операцією супер-склеювання 
змінних (6), (8), (10) розширюють варіанти їхнього застосування. 
Це забезпечує збільшення ефективності процедури мінімізації 
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булевих функцій у ПНФ методом образних перетворень. 

 
2. 6. Сингулярні функції 
Для розв’язання оптимізаційних задач логічного синтезу 

потрібно мати ДНФ функції та RM-поліноми з мінімальною 
кількістю кон’юнктермів заданої функції f (x1, x2, …, xn). При 
цьому, якщо існує можливість вибору RM-полінома (за винятком 
PPRM- і NPRM-поліномів), то у випадку однакової кількості 
кон’юнктермів перевага надається RM-поліному з мінімальною 
сумарною кількістю літералів. А коли кількість останніх однакова 
мінімальним RM-поліномом вважається той, що має меншу 
кількість інвертованих літералів. Отже, кошт реалізації RM-
полінома заданої функції f (x1, x2, …, xn) можна оцінювати 

числовим співвідношенням / / ,l ink k k
  де kθ, kl, kin – кількість 

кон’юнктермів, літералів та інверторів відповідно [1]. Аналогічну 
оцінку кошту реалізації мінімальної функції можна застосувати і 
до ДНФ функції та, у певній мірі, до логічних функцій у 
змішаному базисі.  

Переходи між базисами Буля і Ріда‒Маллера 
здійснюються за допомогою сингулярної (особливої) функції, 
кон’юнктерми якої попарно ортогональні. 

Для перетворення ДНФ функції у поліномну нормальну 
форму необхідно провести ортогоналізацію заданої функції. 

Приклад 1. Ортогоналізувати функцію  1 2 3 4, , ,F x x x x
 (12), 

яка задана у ДНФ. 
 

 1 2 3 4 1 3 1 2 4 1 2 3 1 3 4, , , .F x x x x x x x x x x x x x x x   
   (12) 

 

Рішення. Процедура ортогоналізації  1 2 3 4, , ,F x x x x
 (12) за 

допомогою образних перетворень має наступний вигляд: 
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 1 2 3 4

0 1
0 1

, , ,
1 0 0

1 0 0
1 0 0

1 0 0

0 1
0 1

1 0 0 0
1

0 1
0 1 0 1

0 1 0 1
.1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

0 1 0

1

0

1

1
0 1 1

0 1 1 1

0

0

1 0 1

0

F x x x x   

  

        (13) 
 
Кон’юнктерми функції (13) попарно ортогональні. В 

алгебричній формі функція (13) має вигляд (14): 
 

 1 2 3 4 1 3 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4, , , .F x x x x x x x x x x x x x x x x x   
      (14) 

 
Функції (13), (14) є сингулярними, оскільки рівносильні 

перетворення для них можна здійснювати обравши алгебру 

одного з базисів ‒ Буля  , , ,    або Ріда‒Маллера  , ,1 .    
Ортогоналізація ДНФ функції (12) алгебричним способом 

має такий вигляд: 
 

1 3 1 2 4 1 2 3 1 3 4

1 3 1 2 3 3 4 1 2 3 1 3 4

1 3 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 1 3 4

1 3 1 2 3 4 1 2 3 1 3 4

1 3 1 2 3 4 1 2 3 1 2 2 3 4

1 3 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4 1 2

( )

( )

f x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

    

     

     

    

     

     3 4

1 3 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4.

x x

x x x x x x x x x x x x x



       (15) 
 
Результат ортогоналізації заданої функції (12) образними 

перетвореннями (13) та алгебричним способом (15) однаковий. 
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2. 7. Рівносильні перетвореннями логічних функцій у 

базисі Ріда‒Маллера   

Оскільки 1,x x   в алгебрі Ріда – Маллера можлива 
операція склеювання змінних:  

 

1 2 3 1 2 3 1 3.x x x x x x x x                                  (16) 
 
Правило склеювання змінних для ПНФ (16) має ілюстрацію 

комбінаторного образу (17). 
 

1 3

1 1 1
1 1 .

1 0 1
x x 

                                     (17) 
 
Логічна операція напівсклеювання змінних для ПНФ має 

такий вигляд: 
 

1 1 2 1 2.x x x x x                                            (18) 
Операція напівсклеювання змінних (18) має ілюстрацію 

образу (19). 
 

1 2

1
1 1 .

0 1
x x  

                            (19) 
 
Інші варіанти напівсклеювання змінних: 
 

1 1 2 1 2;x x x x x                                           (20) 
 

1 1 2 1 2.x x x x x                                          (21) 
 
Операція напівсклеювання змінних для ПНФ може мати 

такий, наприклад, вигляд: 
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1 2 1 2 3 2 1 2 3.x x x x x x x x x                                (22)  
 
Доведення: 
 

     1 2 1 2 3 2 1 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 2 31 .x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x         

                     
Операція напівсклеювання змінних (22) має ілюстрацію 

образу (23). 
 

     
2 1 2 3

0 0 0
.

1 0 0 1 0 1
x x x x  

        (23) 
 
Правило супер-склеювання змінних для ПНФ логічних 

функцій. 
Для 4-змінних кон’юнктермів ПНФ функції правило супер-

склеювання змінних може мати такий, наприклад, вигляд: 
 

 

    
 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 3 4 3 4 3 4

1 2 3 4 4 3 4 4

1 2 3 3 1 2.

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

   

    

    

  
                    (24) 

 
Рівносильні перетворення для правила супер-склеювання 

змінних (24) мають ілюстрацію образу (25): 
 

    

1 2

1 0 0 0

1 0 0 1
10 .

1 0 1 0

1 0 1 1

x x 

                         (25) 
 
Правило супер-склеювання для ПНФ (25) ґрунтується на 
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використанні повної комбінаторної системи з повторенням 2-(2, 
4)-design. 

Правило супер-склеювання змінних для ПНФ, яке 
використовує повну комбінаторну системи з повторенням 2-(3, 
8)-design може мати такий, наприклад, вигляд: 

 

3 5

0 0 1 0 1

0 0 1 1 1

0 1 1 0 1

0 1 1 1 1
1 1 .

1 0 1 0 1

1 0 1 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

F x x  

        (26) 
 
Правило неповного супер-склеювання змінних для ПНФ 

логічних функцій. 
Комбінаторні властивості неповної комбінаторної системи 

з повторенням 2-(n, x/b)-design забезпечують правило 
неповного супер-склеювання змінних у базисі Ріда – Маллера. 

Для 2-змінних кон’юнктермів ПНФ функції правило 
неповного супер-склеювання змінних може мати такий, 
наприклад, вигляд: 

 

 

 
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 1 2

2 1 2 1 2

,

.

f x x x x x x x x

x x x x x

x x x x x

   

   

                                    (27) 
 
Рівносильні перетворення для правила неповного супер-

склеювання змінних (27) мають ілюстрацію образу (28): 
 



85 
 

   

1 2

1
.

1 0 1
1

0 1
1

0

1 1 x x   

                                            (28) 
 
У правилі (35) використовується неповна комбінаторна 

система з повторенням 2-(2, 3/4)-design [19].  
 
Узагальнене склеювання змінних у базисі Ріда–Маллера 

можна здійснювати за допомогою наступних перетворень: 
 

1. 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3.x x x x x x x x x x x x                  (29) 
 
Рівносильні перетворення для правила узагальненого 

склеювання змінних (29) мають ілюстрацію образу (30): 
 

1 2 3 1 2 3

1 1 0
1 1 1 1 0

1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 1 .

1 1 1 0 1
1 0 1 0

1 0

x x x x x x    

(30) 
 
У другій та третій матрицях (31) застосовується операція 

поглинання змінних для ПНФ (34)–(39).  
 

2.  1 2 1 3 2 3 1 2 3 2 3.x x x x x x x x x x x    
                  (32) 

 
Правило узагальненого склеювання змінних (32) має 

ілюстрацію образу (33): 
 

 1 2 3 2 3

1 1 0
1 1 1 1 0

1 1 1
1 1 1 0 1 .

1 1
1 0 1 0

1 0

x x x x x    

  (33)                                               
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Обидва правила узагальненого склеювання змінних (30) і 
(32) мають 3-рівневу логіку. Застосування правила (32) зменшує 
вихідний вираз на один літерал. 

Логічна операція поглинання змінних для ПНФ має вигляд: 
 

1 1 2 1 2.x x x x x                                              (34) 
 
Інші варіанти операції поглинання змінних для ПНФ: 
 

1 1 2 1 2;x x x x x                                             (25) 
 

1 2 3 1 3 1 2 3;x x x x x x x x                                (26) 
 

1 2 1 1 2;x x x x x                                             (37) 
 

1 2 3 1 2 1 2 3;x x x x x x x x                                 (38) 
 

 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 .x x x x x x x x x x   
                  (39)  

 
Створені класичні правила рівносильного перетворення 

логічних функцій у базисі Ріда–Маллера забезпечують 
ефективне їх спрощення візуально-матричною формою 
аналітичного методу. 

 
3. Приклади мінімізації булевих функцій у базисі Ріда–

Маллера візуально-матричною формою аналітичного методу 
Доведення переваги логічних виразів у поліномному 

форматі зводиться до меншої кількості логічних елементів у 
відповідних їм схемах, порівняно з виразами диз’юнктивної 
(кон’юнктивної) форми. Перспективним застосуванням при 
мінімізації булевих функцій є також і змішай базис.  

Приклад 2. Спростити булеву функцію f(x1, x2, x3, x4) у 
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поліномному форматі (ПНФ), що задана Картою Карно (рис. 1) 
[5]. 

 

               

1 1 1
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ab
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Рис. 1. Мінімізація булевих функцій за допомогою Карти Карно 

 
Рішення. 
Оскільки кон’юнктерми вихідної функції попарно 

ортогональні (функція сингулярна), для спрощення заданої 
функції обираємо алгебру Ріда–Маллера. Мінімізація f(x1, x2, x3, 
x4) (рис. 1) у поліномному форматі здійснюється наступними 
образними перетвореннями: 
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1 3 4 2 3 4 1 3 4 2 3 4 1 3 4 2 3 41 ( ) .x x x x x x x x x x x x x x x x x x          
 
МПНФ функції f(x1,x2,x3,x4) (рис. 1): 
 

1 3 4 2 3 4М П Н Ф 1 .x x x x x xf                            (40) 
 
Ціна реалізації (40)  / / 3 / 6 / 3.l ink k k   

Для мінімізації функції (рис. 1) застосовано алгоритм 
спрощення функції з процедурою вставки двох однакових 
кон’юнктермів ПНФ з наступною операцією супер-склеювання 
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змінних (п. 2. 5).  
Спрощена функція f(x1, x2, x3, x4) (рис. 1) у змішаному 

базисі: 
 

            1 3З Б 4 3М 2 4.f x x x x x x  
                                           (41) 

 
Ціна реалізації (41) / / 2 / 6 / 2.l ink k k   

Обидві функції (40) і (41) представляють 3-рівневу логіку. У 
змішаному базисі мінімальна функція (41) має кращі показники 
реалізації. 

Приклад 3. Методом образних перетворень спростити 
булеву функцію f(x1, x2, x3, x4) у ПНФ, що задана канонічною 
формою (42)   

 

            0,6,14,15 .f 
                                          (42) 

 
Рішення: 
 

 

 

1 2 3 1 4 2 3

1 2 3 1 4 2 3 1 2 3 1 2 4 1 3 4

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

6 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 0

14 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1

15 1 1 1 1

   

   .

f

x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

   

   

     
 

 
МПНФ функції f(x1,x2,x3) (42): 
 

          1 2 3 1 2 4 1 3 4.М ПНФ x x x x x x x x xf                              (43) 
 
При спрощенні функції (42) врахована тотожність (3).  
Функцію (42) можна спростити і за допомогою полінома 

Жегалкіна.  
Поліноми Жегалкіна для конституант функції (42) 
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представлені у табл. 2. 
 
                                                                                                      Таблиця 2 
Поліноми Жегалкіна для конституант функції (0,6,14,15)f   (48) 

Конституанти Поліноми Жегалкіна 

1 2 3 4x x x x  
0000 

       

   
1 2 3 4

2 1 1 2 4 3 3 4

4 3 3 4 2 2 4 2 3

2 3 4 1 1 4 1 3 1 3 4

1 2 1 2 4 1 2 3 1 2 3 4

1 1 1 1

1 1

1

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

    

       

       

     

     
1 2 3 4x x x x  

 0110 

   

   
1 2 3 4

2 3 1 2 3 4

2 3 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4

1 1

1

x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

  

   

     
1 2 3 4x x x x  

1110 
 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 41x x x x x x x x x x x    

1 2 3 4x x x x  
1111 

1 2 3 4x x x x  

 
Поліном Жегалкіна, що відповідає функції (48) має вигляд: 
 

                  

4 3 3 4 2 2 4 2 3

2 3 4 1 1 4 1 3 1 3 4

1 2 1 2 4 1 2 3 1 2 3 4

2 3 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4

1 2 3 1 2 3 4

1 2 3 4

1

       

       

       .

Y x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x

       

     

    

    

  

  
 
Спрощення полінома Жегалкіна проведемо за допомогою 

методу образних перетворень. 
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1 1

1 1 1

1

1 1

1 1

1 0

1
1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

0
0 0

1 0

1 0 0 1 0
 

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 0
0 0 0

1       0 1 0 .
1 1 0

1 1 1
1 1 0 1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

1

1 1

1 1 1

1 0

1

1 1 0

1 1

0

1

1

1

1 1

1 0

1

1

1

1 0
0

1

0

1

Y      

   

  
 
При спрощенні полінома Жегалкіна використовується 

алгебра Жегалкіка (Ріда–Маллера). Спрощення полінома 
Жегалкіна перетворює останній у поліном Ріда–Маллера (44): 
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1 2 3 1 2 4 1 3 4.Y x x x x x x x x x                                           (44) 
 

Мінімальні функції (43) і (44) співпадають. 

 
Завдання 

 
Спростити булеві функції у поліномному форматі, 

використовуючи закони алгебри Ріда-Маллера, згідно з 
варіантом у табл. 3.  

 

                                                                             Таблиця 3  
                                     Варіанти завдань 

 
 1  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

 

 2  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

 3  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

 

4  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

 5  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x
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 6  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

 

 7  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

 8  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

 

9  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

10  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

    

    
 

 

11  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

 

12  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

13  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x
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14  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

15  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

16  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

 

17  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

 

18 
 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

    
 

 

19 

 
 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

    

   
 

 

20  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x
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