
 

Міністерство освіти і науки України 
   Національний університет водного господарства та 

природокористування 
 
 
 
 

О.В. Ромашко-Майструк, В.М. Ромашко  
 
 
 

ТРІЩИНОСТІЙКІСТЬ ЗАЛІЗОБЕТОНУ З 
ПОЗИЦІЙ ЛОКАЛЬНОГО ПОРУШЕННЯ 
ЗЧЕПЛЕННЯ АРМАТУРИ З БЕТОНОМ  

 
 
 
 

Монографія 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Рівне – 2022 



 

УДК 624.012.45:620.17  
Р 69 

 
Рекомендовано до видання науково-технічною радою Національного 

університету водного господарства та природокористування 
(Протокол № 148 від “03” грудня 2021 р.) 

 

Рецензенти: 

Шмуклер В.С., д-р техн. наук, професор Харківського національного 
університету міського господарства імені О.М. Бекетова; 
Дорофєєв В.С., д-р техн. наук, професор Одеського національного морського 
університету; 
Демчина Б.Г., д-р техн. наук, професор національного університету 
«Львівська політехніка» 

 
 
 

Ромашко-Майструк О.В., Ромашко В.М.  
Р69 Тріщиностійкість залізобетону з позицій локального порушення 
зчеплення арматури з бетоном: монографія. Рівне: Волинські обереги, 2022. 
184 с.: іл.: 77; табл.: 23; бібліогр.: 405.  

ISBN 978-966-416-918-6 
У монографії представлено основні положення загальної теорії 

тріщиностійкості залізобетонних елементів і конструкцій з урахуванням 
рівневого утворення нормальних тріщин. Вони доповнюють та розвивають 
узагальнену деформаційно-силову модель опору залізобетонних елементів 
силовим впливам в питаннях утворення та розвитку нормальних тріщин з 
позицій локального порушення зчеплення арматури з бетоном. Крім 
загального розроблено спрощений метод розрахунку тріщиностійкості 
залізобетонних елементів, який пропонується використовувати у якості 
експрес-методу. Закладено основи енергетичної моделі деформування 
залізобетонних елементів і конструкцій. 

Для наукових і інженерно-технічних працівників наукових, проектних, 
проектно-вишукувальних та будівельних організацій, аспірантів, магістрів і 
студентів будівельних спеціальностей. 

УДК 624.012.45:620.17 
 
 
 

 
ISBN 978-966-416-918-6 

© Ромашко-Майструк О.В., Ромашко В.М., 2022 
© «Волинські обереги», 2022 



 

3 

З М І С Т 
Перелік умовних позначень, символів, визначень та термінів………...... 5 
ВСТУП ……………………………………………….................................... 8 
РОЗДІЛ 1. 
 

ІСТОРІЯ РОЗВИТКУ ДОСЛІДЖЕНЬ ЗЧЕПЛЕННЯ 
АРМАТУРИ З БЕТОНОМ……..…………………………….. 

 
11 

1.1. Основні етапи та напрями розвитку загальної теорії зчеплення 
арматури з бетоном, її зв'язок з теорією тріщиностійкості............. 11 

1.2. Різновиди моделей зчеплення арматури з  бетоном……………… 13 
1.3. Класифікація діаграм зчеплення арматури з бетоном …………. 29 
1.4. Основні критерії міцності зчеплення арматури з бетоном.…........ 45 
1.5. Функції граничних напружень зчеплення арматури з бетоном..... 46 
1.6. Розрахунок середніх напружень зчеплення арматури з бетоном... 47 
1.7. Висновки….……………..................................................................... 54 
РОЗДІЛ 2. 
 

РОЗВИТОК ДОСЛІДЖЕНЬ ТРІЩИНОСТІЙКОСТІ 
ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ З УРАХУВАННЯМ 
ЗЧЕПЛЕННЯ АРМАТУРИ З БЕТОНОМ................................. 56 

2.1. Загальні відомості про рівневе утворення нормальних тріщин…. 56 
2.2. Різновиди моделей утворення тріщин в залізобетонних 

елементах і конструкціях…………..……………………................. 57 
2.3. Методи розрахунку відстаней між нормальними тріщинами в 

залізобетонних елементах …….........................................................  59 
2.4. Методики розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин….. 64 
2.5. Висновки….……………..................................................................... 69 
РОЗДІЛ 3. РІВНЕВА МОДЕЛЬ ТА МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ 

УТВОРЕННЯ І РОЗКРИТТЯ НОРМАЛЬНИХ ТРІЩИН ЗА 
ЛОКАЛЬНИМ ПОРУШЕННЯМ ЗЧЕПЛЕННЯ 
АРМАТУРИ З БЕТОНОМ.…………………………………... 

 
70 

3.1. Основні положення, гіпотези та передумови..……………………. 70 
3.2. Умови та критерії локального порушення зчеплення арматури з 

бетоном при утворенні нормальних тріщин……………................. 71 
3.3. Модель взаємодії арматури з бетоном в залізобетонних 

елементах……………………………………………...…………….. 73 
3.4. Розрахункова модель рівневого утворення нормальних тріщин в 

залізобетонних елементах………………….…...…………..……… 
 

80 
3.5. Методика розрахунку відстаней між нормальними тріщинами за 

локальним порушенням зчеплення арматури з бетоном...……….. 85 
3.5.1. Центрально розтягнуті елементи…………..…………………......... 85 
3.5.2. Згинальні залізобетонні елементи…………………...…………….. 86 
3.6. Особливості розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин 

за їх рівневого утворення……………............................................... 89 
3.7. Загальна методика розрахунку рівневого утворення та розкриття 

нормальних тріщин в залізобетонних елементах ………………… 91 
3.8. Спрощена методика розрахунку рівневого утворення та  



 

4 

розкриття нормальних тріщин…………..…………………………. 93 
3.9. Висновки………………………...…................................................... 94 
РОЗДІЛ 4. МЕТОДИКА ТА ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ 

ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ ДОСЛІДЖЕНЬ РІВНЕВОГО 
УТВОРЕННЯ НОРМАЛЬНИХ ТРІЩИН ............................... 

 
 

96 
4.1. Програма випробувань, матеріали та дослідні зразків..………….. 96 
4.2. Методика експериментальних досліджень ...………….………….. 99 
4.2.1. Силове устаткування і схеми розташування вимірювальних 

приладів…..……….............................................................................. 99 
4.2.2. Дослідження механічних характеристик арматури і бетону....….. 102 
4.3. Випробування призмових зразків та аналіз отриманих 

результатів…………………………………………………………... 104 
4.4. Експериментальні дослідження балкових зразків та аналіз 

результатів їх деформування...…...................................................... 109 
4.4.1. Загальні відомості з деформування залізобетонних балок та 

аналіз деформування бетону……………………………………….. 109 
4.4.2. Деформування арматури...………………………………...……….. 111 
4.4.3. Рівневе утворення та характер розвитку нормальних тріщин в 

балках………………………………………....................................... 112 
4.4.4. Зміна кривини, розвиток прогинів та характер руйнування 

балкових зразків…………………………………...………………... 118 
4.5. Висновки..…...…………………………………………………......... 121 
РОЗДІЛ 5. ПРИКЛАДНЕ ЗАСТОСУВАННЯ ТА СТАТИСТИЧНА 

ОЦІНКА РОЗРОБЛЕНИХ МЕТОДІВ РОЗРАХУНКУ 
ТРІЩИНОСТІЙКОСТІ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ  

 
 

123 
5.1. Енергетична модель та методика розрахунку ресурсу 

залізобетонних елементів конструкцій……………………………. 123 
5.1.1. Загальні положення …………………………………………..……. 123 
5.1.2. Методика розрахунку залишкового ресурсу залізобетонних 

елементів за їх прогинами ………………………………………..... 124 
5.1.3. Особливості розрахунку залишкового ресурсу залізобетонних 

елементів за кроком та шириною розкриття  тріщин.…………..... 128 
5.2. Експериментально-статистична оцінка розроблених методів 

розрахунку тріщиностійкості залізобетонних елементів....……… 130 
5.3. Приклади розрахунку залізобетонних елементів конструкцій....... 136 
5.4. Висновки…………………………………………………………….. 148 
ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ…………………………………………………… 149 
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ЛІТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ....................... 151 
ДОДАТОК А. Алгоритми розрахунку залізобетонних елементів……... 179 

 
 
 
 



 

5 

Перелік умовних позначень, символів, визначень та термінів 
 

Визначення та терміни: 
Деформаційно-силова модель опору залізобетонного елемента силовим 

впливам – спрощений аналог реального процесу його деформування, що 
графічно відображений за допомогою характерної діаграми стану «момент-
кривина» та описаний певними математичними залежностями і 
закономірностями. 

Модель зчеплення арматури з бетоном – спрощений аналог реального 
процесу взаємодії арматури з бетоном в процесі їх спільного деформування, 
що графічно відображається характерними діаграмами їхнього взаємного 
зсуву (зміщення) та описується певними математичними залежностями і 
закономірностями. 

Локальне порушення зчеплення арматури з бетоном – втрата контакту 
арматури з розтягнутим бетоном в місцях утворення нормальних тріщин, яке 
наступає за порушення рівноваги зусиль граничного зчеплення арматури з 
бетоном та граничних зусиль в розтягнутому бетоні. 

Модель багаторівневого утворення нормальних тріщин – спрощений 
аналог реального процесу ступеневого утворення нормальних тріщин в 
залізобетонних елементах внаслідок взаємного зсуву арматури і розтягнутого 
бетону в момент локального порушення їхнього зчеплення. 

Діаграма зчеплення арматури з бетоном – графічне відображення 
функціонального зв'язку між дотичними напруженнями зчеплення bst , що 
виникають уздовж ділянки контакту арматури з бетоном, та взаємними 
зміщеннями зазначених матеріалів s . 

Граничні напруження зчеплення арматури з бетоном ( ,umaxbt ) – 

максимальні значення дотичних напружень зчеплення на діаграмі sbs t  , що 
виникають уздовж ділянки контакту арматури з бетоном за їх спільного 
деформування. 

Середні напруження зчеплення арматури з бетоном ( mbt ) – осереднені 
значення дотичних напружень зчеплення за діаграмою sbs t  , що 
виникають уздовж ділянки контакту арматури з бетоном за їх спільного 
деформування.  

Умовні позначення: 
ctc AA ,  – площа поперечного перерізу бетону стиснутої та розтягнутої 

зон елемента, відповідно; 
scst AA ,  – площа поперечного перерізу робочої розтягнутої та стиснутої 

арматури, відповідно; 
D  – жорсткість осередненого перерізу залізобетонного елемента; 

ccE  – модуль деформацій бетону (січний); 

cmco EE ,  – початкове та середнє значення модуля пружності бетону, 
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відповідно; 
sE  – розрахункове значення модуля пружності арматурної сталі; 

EI  – жорсткість перерізу згинального елемента; 

ctcc II ,  – момент інерції перерізу бетону стиснутої та розтягнутої зон
елемента, відповідно; 

sI  – момент інерції перерізу робочої арматури; 

edM  – розрахункове значення зовнішнього згинального моменту; 

edN  – розрахункове значення зовнішньо прикладеної осьової сили; 
ca,  – геометричні характеристики; 

ttt cba
cba
,,
,,,

 
– параметри діаграм деформування стиснутого та розтягнутого 

бетону, відповідно; 

nb  – загальна ширина поперечного перерізу елемента; 

d  – робоча висота поперечного перерізу елемента; 
bdf  – граничне значення середніх напружень (міцність) зчеплення 

арматури з бетоном; 
ckcd ff ,  – розрахункове та характеристичне значення міцності бетону на 

осьовий стиск у віці 28 діб, відповідно; 
ctkctd ff ,  – розрахункове та характеристичне значення міцності бетону на 

осьовий розтяг, відповідно; 
yf  – значення міцності арматури на границі її текучості; 

ykyd ff ,  – розрахункове та характеристичне значення міцності арматури 
на границі текучості, відповідно; 

nhh,  – загальна висота перерізу елемента та висота перерізу елемента 
прямокутного профілю, відповідно; 

Kk ,  – коефіцієнт, стала величина; 

olLl ,,   – довжина, проліт, розрахункова довжина, відповідно; 
m  – коефіцієнт; 

son  – відношення модулів пружності арматури і бетону cos EE / ; 

r/1  – кривина конструктивного елементу в певному перерізі; 

rs  – відстань (крок) між нормальними тріщинами; 
zyx ,,  – координати, переміщення; 

tc xx ,  – висота стиснутої та розтягнутої зон перерізу елемента; 

 ,,  – коефіцієнти, характеристики, переміщення; 

ctc ee ,  – відносні деформації стиснутого та розтягнутого бетону, 
відповідно; 

chcc ee ,  – відносні деформації повзучості та усадки бетону, відповідно; 
1,1, ctc ee  – відносні деформації стиснутого та розтягнутого бетону за 

максимальних напруженнях згідно криволінійних діаграм
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cc es   та ctct es  , відповідно; 
ctucu ee ,  – граничні деформації стиснутого та розтягнутого бетону згідно

криволінійних діаграм cc es   та ctct es  , відповідно; 
se  – відносні деформації видовження арматури; 
soe  – відносні деформації видовження арматури за досягнення в ній

напружень розрахункового опору )( ykyd ff ; 

ukyk ee ,  – значення граничних деформацій видовження арматури на межі її 
текучості та на межі її розриву, відповідно; 

,  – коефіцієнти; 
h  – рівень завантаження (деформування) елемента; 

l  – коефіцієнт армування елемента поздовжніми стержнями; 
ctc ss ,  – поточні напруження у стиснутому та розтягнутому бетоні, 

відповідно; 
cus  – напруження стиску у бетоні за його граничних деформацій cue ; 
ss  – поточні напруження в арматурі; 

bsbd tt ,  – дотичні напруження зчеплення арматури з розтягнутим 
бетоном; 

bmt  – середні значення дотичних напружень зчеплення арматури з 
розтягнутим бетоном; 

kw  – ширина розкриття нормальних тріщин; 
  – діаметр арматурного стержня. 
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ВСТУП 
 

Загальновідомо, що історія досліджень деформування залізобетонних 
елементів і конструкцій є достатньо тривалою. Такою ж тривалою є й історія 
розвитку теорії їх тріщиностійкості. Завдяки цьому сьогодні накопичено 
доволі значний масив результатів експериментальних досліджень напружено-
деформованого стану залізобетонних елементів і конструкцій та розроблено 
численні методи і способи розрахунку їх тріщиностійкості. Тим не менше 
варто визнати, що здебільшого зазначені методи розрахунку є недостатньо 
аргументованими та переконливими, оскільки слабо узгоджуються з 
основним масивом накопичених результатів експериментальних досліджень. 
Більше того, вони доволі часто і суттєво різняться між собою та навіть 
вступають у взаємне протиріччя [80]. І тут варто наголосити, що найвагоміші 
розбіжності в існуючих на сьогодні методиках розрахунку тріщиностійкості 
залізобетонних елементів і конструкцій по’вязані з відображенням в них 
загальних характеристик опору розтягнутого бетону зсуву арматурних 
стержнів. Численні результати експериментальних досліджень вітчизняних 
та зарубіжних вчених показують, що максимальні значення характеристик 
зазначеного зсуву у багатьох випадках не просто відмінні між собою, а 
різняться у рази.  

Серед основних причин розбіжностей в характеристиках опору бетону 
зсуву арматури варто назвати відсутність не тільки єдиної стандартної 
методики випробувань їхньої взаємодії, але й однозначних критеріїв оцінки 
отриманих результатів. Зазвичай зчеплення арматури з бетоном досліджують 
шляхом висмикування або продавлювання центрально розміщеного 
арматурного стержня в неармованих бетонних зразках (призмах чи 
циліндрах). За подібних обставин бетон дослідних зразків зазнає стиску, тоді 
як в реальних залізобетонних елементах у зоні виникнення нормальних 
тріщин слід говорити про взаємодію арматури з розтягнутим бетоном. Тому й 
не дивно, що нині переважна більшість зарубіжних дослідників зосереджує 
свою увагу на випробуваннях спеціальних згинальних зразків [29; 160; 199; 
200; 204; 243; 279; 343; 392]. Однак і тут є один серйозний недолік: граничні 
параметри зчеплення арматури з бетоном дослідити неможливо у випадку, 
якщо руйнування згинальних зразків розпочинається з бетону стиснутої зони. 

Сьогодні переважна більшість вітчизняних та закордонних дослідників 
під зчепленням арматури з бетоном розуміє їх неперервний взаємозв'язок 
(спільне деформування) уздовж активної ділянки контакту вказаних 
матеріалів. Однак в теорії залізобетону зчеплення арматури з бетоном, все ж 
таки, слід розглядати як здатність бетону чинити опір проковзуванню 
арматури під дією силового навантаження. За таких обставин «залізобетон» 
залишатиметься цілісним композиційним матеріалом лише доти, доки 
зберігатиметься зчеплення між арматурою і бетоном уздовж їх контактної 
поверхні. З утворенням тріщин зазначений взаємозв’язок між арматурою і 
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розтягнутим бетоном порушується, чим започатковується процес руйнування 
цілісності залізобетону з його поділом на окремі блоки. Якщо в межах цих 
блоків відбувається повне руйнування зв’язків зчеплення арматури з бетоном 
[129], то залізобетонний елемент може втратити свою несучу здатність 
раніше, ніж відбудеться руйнування стиснутого бетону чи розтягнутої 
арматури. Зазвичай руйнування зв’язків контактної системи «арматура-
бетон» відбувається внаслідок зрізу бетону в самому контактному шарі (pull-
out) або шляхом розколювання довколишньої бетонної обойми (splitting). 

Загалом в сучасних теоріях залізобетону його структуру та властивості 
описують за допомогою складної композиційної системи, утвореної крупним 
заповнювачем, арматурою та зв'язуючою цементно-піщаною матрицею. Тому 
процес утворення тріщин в залізобетоні доцільно пов’язувати з локальним 
порушенням зчеплення арматури з бетоном саме на рівні мікроструктури 
цементно-піщаної матриці. Звичайно, що за такого підходу розрахункова 
модель утворення та розкриття нормальних тріщин в залізобетонних 
елементах і конструкціях помітно ускладнюється, оскільки безпосереднє 
застосування гіпотези суцільності бетону стає некоректним через виникнення 
в ньому мікро- та макротріщин. І тут, на переконання окремих дослідників 
[60; 64; 158], найбільш повну і об’єктивну оцінку напружено-деформованого 
стану залізобетонних елементів та конструкцій у вирішенні вищезгаданої 
задачі можна здійснити лише завдяки застосуванню основних положень 
механіки руйнування. Однак варто зазначити, що рішення, отримані в рамках 
механіки руйнування, на сьогодні залишаються вкрай складними, оскільки 
потребують розв'язку системи інтегрально-диференційних рівнянь. Останні 
ж, як правило, не мають точного аналітичного вирішення, а тому, задля 
отримання інженерно-осяжних результатів розрахунку, в загальному 
підсумку все зводиться до ітераційних способів чи прийомів розв’язку 
зазначених рівнянь або ж до формалізації їх наближених рішень.  

Водночас варто визнати, що і в механіці руйнування, і в механіці твердого 
деформованого тіла загалом, відносно рідко звертають увагу на особливості 
оцінки напружено-деформованого стану залізобетонного елемента в 
окремому перерізі. За твердженнями  Голишева О. Б. і Бачинського В. Я. [76; 
96], він не може бути описаний навіть за найточнішими значеннями 
напружень та деформацій матеріалів лише в одному конкретному перерізі. А 
тому рішення, що не враховують впливу суміжних перерізів, у більшості 
випадків можна вважати вкрай наближеними і навіть сумнівними.  

Одним із шляхів вирішення окресленої проблеми можна вважати 
пропозиції, щодо виділення спеціального «двоконсольного» елементу у 
перерізі з тріщиною [64; 158]. Однак створення такого елементу при 
реальному проектуванні залізобетонних елементів і конструкцій на сьогодні 
залишається не просто складним, а надскладним завданням у формування їх 
розрахункового перерізу. Разом з тим слід зауважити, що через початкові 
усадкові мікророзриви бетону на його поверхні задача розрахунку утворення 
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та розкриття нормальних тріщин в залізобетонних елементах загалом не 
може мати точного аналітичного вирішення в принципі. І це впершу чергу 
стосується розрахунку кроку або відстаней між тріщинами.  

Тому за таких обставин розробка простих інженерних методів розрахунку 
тріщиностійкості залізобетонних елементів з урахуванням опору бетону 
зсуву арматури на ділянках між суміжними тріщинами, залишатиметься 
актуальним завданням і для подальших досліджень. Цілком очевидно, що 
вони повинні базуватися на загальних закономірностях ступеневої (рівневої) 
зміни відстаней між нормальними тріщинами. Розробку таких методів 
доцільно вести на основі певних математичних моделей деформування 
залізобетонних елементів і конструкцій, що здатні відтворити як загальні 
закономірності нелінійного деформування структурно неоднорідних 
матеріалів, так і особливості їх контактної взаємодії. Саме на межі контакту 
зазначених матеріалів і відбуваються постійні з періодичними стрибками 
зміни НДС залізобетонних елементів. Вони якраз і обумовлені ступеневим 
(рівневим) утворенням нормальних тріщин на ділянках активного зчеплення 
арматури з бетоном та потребують окремих досліджень. 
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РОЗДІЛ 1 
ІСТОРІЯ РОЗВИТКУ ДОСЛІДЖЕНЬ ЗЧЕПЛЕННЯ  

АРМАТУРИ З БЕТОНОМ  
 

1.1. Основні етапи та напрями розвитку теорії зчеплення 
арматури з бетоном, її зв'язок з теорією тріщиностійкості  

 
Загальна теорія тріщиностійкості залізобетону пройшла доволі тривалий 

шлях розвитку. Вагомим внеском у її формування відзначилося багато 
вітчизняних вчених, серед яких варто назвати Азізова Т. Н. [1], Бабича Є. М. 
[8], Бамбуру А. М. [14], Вахненка П. Ф. [25], Голишева О. Б. і Бачинського В. 
Я. [76], Городецького О. С. [38], Демчину Б. Г. [41], Дорофєєва B. C. [45], 
Карпюка В. М. [56], Квашу В. Г. [57], Клімова Ю. А. [99; 156], Клименка Є. 
В. [58], Колчунова В. І. і Яковенка І. А. [59; 64], Кочкарьова Д. В. і Бабича В. 
І. [69; 71], Молодченка Г. А. [83], Павлікова А. М. [94], Прокоповича А. А. 
[97], Ромашка В. М. [102; 105; ], Семка О. В. [127], Шмуклера В. С. [156] та 
інших, чиї дослідження безпосередньо чи опосередковано спрямовувалися до 
питань зчеплення арматури з бетоном. 

Згідно всіх оприлюднених на сьогодні результатів експериментально-
теоретичних досліджень зчеплення арматури з бетоном залежить від дуже 
великої кількості різних факторів і параметрів та доволі суттєво впливає на 
механічні характеристики залізобетонних елементів і конструкцій. Водночас, 
незважаючи на весь накопичений масив багаторічних досліджень, загальну 
теорію зчеплення арматури з бетоном, яка задовольняла б основні вимоги 
інженерів-проектувальників, так і не побудовано. А тому й не дивно, що в 
чинних нормативних документах [46; 132; 133; 164; 175; 202; 208; 225; 235], 
які регламентують методи і алгоритми розрахунку залізобетонних елементів, 
взаємодія арматури з бетоном враховується лише опосередковано.  

Загалом же всі відомі дослідження зчеплення арматури з бетоном можна 
умовно розподілити за чотирма напрямками (рис. 1.1).  

І. Дослідження впливу основних параметрів на міцність зчеплення 
 

ІІ. Встановлення закономірностей зчеплення арматури з бетоном від 
 
 

нормальних напружень в арматурі  їх взаємних зміщень 
 

ІІІ. Побудова технічної теорії зчеплення арматури з бетоном  
 

ІV. Реалізація моделей зчеплення арматури з бетоном за допомогою МСЕ 

Рисунок 1.1 – Визначальні напрямки досліджень взаємодії арматури з бетоном 
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Дослідження першого напряму спрямовувались на виявлення параметрів, 
що найбільше впливають на міцність зчеплення арматури з бетоном. Від 
початку ХХ-го століття, завдяки численним роботам вітчизняних та 
закордонних дослідників, серед таких було визначено:  

 склад бетону та його механічні характеристики (витрати заповнювачів 
[5; 161; 242], рухливість бетонної суміші [4; 179], вид бетону [41] і його 
міцність на стиск [3; 144; 231; 265; 278; 314; 315; 319; 330; 337; 349; 376]);  

 параметри арматури (діаметр [31; 44; 85; 162; 166; 168; 173; 187; 196; 213; 
234; 265; 278; 309; 337; 349; 352; 383], вид [8; 31; 42; 44; 57; 68; 74; 84; 91; 131; 
148; 150; 151; 160; 173; 187; 196; 230; 233; 234] і геометрія поверхні (розміри, 
крок і кут нахилу виступів) [130; 212; 231; 305; 315; 349; 380], механічні 
характеристики [31; 44; 85; 134; 139; 160; 173; 187; 238; 241; 255; 377]; 

 конструктивні характеристики армування (відстані між окремими 
стержнями [211; 229; 337; 383], товщина бетону навколо арматури, включно з 
його захисним шаром [8; 229; 265; 276; 278; 320; 337; 352; 383], наявність 
поперечної та непрямої арматури [36; 93; 229; 231; 248; 337; 383], тощо); 

 технологічні параметри виготовлення і зберігання елементів (положення 
арматури при бетонуванні [43; 98; 186; 276], ступінь ущільнення бетону [65], 
його усадка [6; 13; 66; 134], високі [82], низькі [88] та циклічні [6] 
температури, пропарювання бетону [49; 67; 77], тощо); 

 вид і режим навантаження [5; 7; 29; 32; 75; 87; 92; 143; 153; 166; 351]. 
Позаяк вищезгадані дослідження у переважній більшості носили 

експериментальний характер, то використання їх результатів безпосередньо в 
практичних розрахунках доволі часто було неможливим. Та все ж, саме від них 
були започатковані дослідження в інших напрямах. 

Водночас, численні результати експериментальних досліджень, 
накопичені до початку 40-х років ХХ-го століття, генерували активний 
пошук загальних закономірностей зчеплення арматури з бетоном. Спершу 
Glanville, W. H. [255], а пізніше Кузнецов А. Н. [75], Столяров Я. В. [134] та 
Watstein D. [396] запропонували дотичні напруження зчеплення на поверхні 
контакту «арматура-бетон» пов’язувати з нормальними напруженнями в 
самій арматурі. Згодом було встановлено, що подібний зв’язок у вигляді 
лінійних залежностей можна приймати лише для стадії граничної рівноваги. 
Це було підтверджено результатами експериментальних досліджень Brice M. 
Z. P. [196], Bichara A. [189] та Гараи Т. [31]. Однак з’ясувалося, що 
визначення нормальних напружень в арматурі у зоні її контакту з бетоном 
являється доволі складним завданням. Очевидно, що саме з цієї причини, 
зазначені пропозиції не знайшли широкого застосування в практичних 
розрахунках залізобетонних елементів та конструкцій. 

На противагу першому дослідження другого напряму були скеровані 
переважно на вивчення взаємних зміщень бетону і арматури. Вперше про 
залежність напружень зчеплення арматури з бетоном від їх взаємних зміщень 
заговорив Фрайфельд С.Е. [142] у 1941 р., а експериментальне підтвердження 
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існування такої залежності надали Холмянський М.М. [147] та Rehm G. [348] 
лише в кінці 50-х – на початку 60-х років. Саме останній назвав виявлену 
залежність напружень зчеплення арматури з бетоном від їх взаємних зміщень 
«законом зчеплення». Для опису цього закону приймалися степеневі [201; 
283; 287; 309; 314; 315; 332; 333; 348; 349; 376; 388; 389] і поліноміальні [226; 
319; 331], показникові і експоненційні [215; 271; 272; 311; 323; 340], дробові 
[183; 311] і логарифмічні [43; 146; 335; 378], тригонометричні [7; 196; 289; 
326; 348] і лінійні функції [30; 90; 135; 331] та їх комбінації у вигляді 
сплайнів [21; 60; 215; 217; 231; 252; 281; 286; 292; 296; 298; 313; 341; 364].  

Водночас, результати експериментальних досліджень 50-70-х років 
показали, що «закон зчеплення» не залишається однаковим (сталим) для 
різних перерізів залізобетонного елементу уздовж контакту арматури з 
бетоном. Тому дослідження третього напряму були спрямовані не стільки на 
виявлення характеру залежності )(sft , як на побудову технічної теорії 
зчеплення арматури з бетоном, що ґрунтується ще й на різних моделях 
зчеплення [21; 51; 52; 60; 92; 140; 147; 182; 210; 215; 217; 226; 231; 250; 252; 
256; 258; 262; 281; 286; 292; 296; 301; 313; 315; 333; 341; 350; 352; 364; 368; 
370; 378; 383; 395]. Та все ж, не дивлячись на численні експериментально-
теоретичні дослідження в зазначеному напрямі, використання їх результатів 
в практиці проектування залізобетонних елементів і конструкцій виявилося 
проблематичним із-за відносної складності отриманих рішень. 

Формування 4-го напряму в дослідженнях зчеплення арматури з бетоном 
пов'язано з числовими методами розрахунку залізобетонних елементів і 
конструкцій. В 60-х роках ХХ -го століття спершу Scordelis А.С. та Ngo D. 
[329], а згодом і Nilson A.H. [331] запропонували вирішувати вищезгадану 
проблему зчеплення арматури з бетоном за допомогою методу скінчених 
елементів (МСЕ). Пізніше використання числових методів в дослідженнях 
зчеплення арматури з бетоном було суттєво розвинуто в роботах [17; 38; 53; 
60; ; 87; 128; 169; 171; 181; 222; 232; 251; 280; 282; 290; 293; 295; 298; 300; 
301; 312; 322; 342; 344; 347; 371; 387; 401; 405]. Сьогодні на основі МСЕ 
розроблено численну кількість розрахункових комплексів, наділених доволі 
широкими функціональними можливостями. Але, для переважної більшості 
цих комплексів, опис параметрів НДС в зоні контакту бетону і арматури 
залишається доволі складним, чим обмежується їх широке застосування в 
інженерних розрахунках реальних конструкцій. 

Таким чином варто відзначити, що відсутність на сьогодні універсальної 
теорії зчеплення арматури з бетоном спонукає до продовження досліджень з 
її побудови. І особливу роль у вирішенні означеної проблеми слід було б 
відвести побудові узагальненої моделі зчеплення арматури з бетоном. 

 
1.2. Різновиди моделей зчеплення арматури з бетоном 

 
Пропоновані на сьогодні моделі зчеплення арматури з бетоном не тільки 
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суттєво різняться, але й доволі часто вступають у взаємне протиріччя між 
собою. Подібна ситуація є цілком зрозумілою та виправданою, оскільки 
відмінність результатів експериментальних досліджень обумовлена різними:  
 формами та розмірами зразків; 
 видами та класами бетону і арматури; 
 схемами армування та умовами ущільнення бетону; 
 характером формування контактного шару; 
 технологічними параметрами догляду за бетоном; 
 схемами та умовами випробування зразків; 
 гіпотезами та передумовами теоретичних рішень, тощо. 

Зрозуміло, що за таких обставин систематизація самих досліджень та 
впорядкування їх результатів стають неможливими без чіткої класифікації 
моделей зчеплення арматури з бетоном. Загалом же всі моделі зчеплення 
(рис. 1.2) можна умовно розділити за:  
 масштабом та структурою моделі; 
 відображенням (поданням) бетону і арматури; 
 характером руйнування бетону на межі контакту «бетон-арматура»; 
 схемами взаємодії арматури з бетоном та їх математичними рішеннями. 

Моделі взаємодії арматури з бетоном за 
 
 
масштабом  структурою  відображенням арматури  поданням бетону 

 
характером руйнування  схемами взаємодії  математичним вирішенням 

Рисунок 1.2 – Різновиди моделей зчеплення арматури з бетоном за 
визначальними ознаками 

 
Поза всяким сумнівом зчеплення арматури з бетоном, як і будь-яке інше 

явище, повинно досліджуватися (моделюватися та описуватися) в певному 
масштабі. Тому тут варто погодитися з авторами роботи [26], які достатньо 
обґрунтовано визначили наступні рівні подібного масштабу: профільований 
виступ (ребро) на арматурному стержні, сам арматурний стержень та весь 
конструктивний елемент (рис. 1.3). 

Моделі зчеплення арматури з бетоном за масштабом  
 
 
ребра (виступу)  арматурного стержня  конструктивного елемента 

Рисунок 1.3 – Різновиди моделей зчеплення  арматури з бетоном  
за масштабом їхньої взаємодії 
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Дослідження взаємозв’язку арматури з бетоном на рівні її виступів (рис. 
1.4, а) дозволяють встановити деяку умовну характеристику їх зчеплення 
лише на «типовій» елементарній ділянці стержня. Саме Rehm G. в своїх 
роботах [348; 349] отримав таку характеристику, яка згодом була названа 
його іменним критерієм. Згодом дослідження в зазначеному напрямку були 
розвинуті іншими науковцями в наступних роботах [130; 151; 154; 203; 218; 
219; 256; 305; 315; 364; 383; 394; 400].  

При дослідженнях напружень зчеплення, що виникають на межі контакту 
«арматура-бетон», доцільно розглядати взаємодію всього арматурного 
стержня з бетоном (рис. 1.4, б). Саме такий масштаб використовувався 
більшістю вітчизняних та закордонних дослідників при вивченні загальних 
закономірностей зчеплення арматури з бетоном.  

Та все ж тільки в масштабі конструктивного елемента (рис. 1.4, в) можна 
всебічно дослідити зусилля взаємодії арматури з бетоном. Зазначене знайшло 
підтвердження в результатах досліджень багатьох авторів, зокрема в роботах 
[244; 260; 300; 383; 393], присвячених вивченню загальних закономірностей 
зчеплення арматури з бетоном як для граничних, так і для експлуатаційних 
стадій деформування залізобетонних елементів за інтенсивного утворення та 
розкриття нормальних тріщин.  

 а) б)

в)

cа



N N

N
M

 
Рисунок 1.4 – До схем моделей зчеплення  арматури з бетоном за масштабом:  

а) – ребра; б) – арматурного стержня; в) – конструктивного елемента 
 

За структурою (будовою) моделі зчеплення арматури з бетоном можуть 
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бути двошаровими та тришаровими (рис. 1.5). Перші будуються за схемами 
двокомпонентних систем «арматура-бетон» без виділення в них окремого 
контактного шару [31; 83; 86; 89; 134; 161; 350]. Сьогодні ці моделі 
використовують лише в спрощених методиках розрахунку залізобетонних 
елементів та конструкцій [72; 129]. 

Моделі зчеплення арматури з бетоном за структурою 
 
 

двошарові (двокомпонентні)  тришарові (трикомпонентні) 

Рисунок 1.5 – Різновиди моделей зчеплення арматури з бетоном за їх 
структурною будовою 

 
Трикомпонентні моделі [28; 54; 147; 293; 347; 395] вважаються більш 

досконалими. Вони будуються за структурними системами «арматура-
контактний шар-бетон»,  в яких товщина самого контактного шару бетону 
задається нескінченно малою. Сьогодні такі моделі виступають невід’ємним 
елементом досліджень зчеплення арматури з бетоном за методом скінченних 
елементів [19; 38; 60; 128; 169; 171; 181; 222; 232; 251; 280; 290; 293; 295; 298; 
300; 312; 322; 342; 344; 347; 371; 401; 405]. 

Зазвичай визначальним компонентом в моделях зчеплення виступає 
арматура, яку відображають у вигляді ідеалізованого гладкого циліндра або 
реального профілю (рис. 1.6). Деталізоване моделювання профілю арматури 
вимагає використання найдрібнішої сітки скінченних елементів, що веде до 
суттєвого ускладнення відповідних розрахунків. Тому реальний профіль 
розглядають за найдрібніших масштабів дослідження: переважно на рівні 
ребра або профільного виступу на дуже малій ділянці окремого арматурного 
стержня [18; 19; 218; 219; 364; 368; 402]. За більших масштабів моделювання, 
зокрема довгих ділянок арматурного стержня чи конструктивного елемента 
загалом (рис. 1.4, б, в), арматуру задля спрощення розрахунків доцільно 
відображати ідеалізовано у вигляді гладкого циліндра. 

Моделі зчеплення арматури з бетоном за відображенням арматури у вигляді 
 
 

гладкого циліндра  реального профілю 

Рисунок 1.6 – Різновиди моделей зчеплення арматури з бетоном  
за відображенням арматурних стержнів 

 
Іншим не менш важливим компонентом в моделях зчеплення виступає 

бетон, розміщений навколо арматури. Його можна представити у вигляді 
певної оболонки (рис. 1.7). В дослідженнях більшості авторів довколишня 
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бетонна оболонка експериментальних зразків була неармованою (рис. 1.8, а), 
що певною мірою спотворювало дійсну картину взаємодії бетону і арматури 
в реальних залізобетонних елементах та конструкціях.  

Та все ж найбільш точно вдавалося відтворити напружено-деформований 
стан всіх компонентів контактної системи «бетон-контактний шар-арматура» 
в дослідних зразках з бетонною оболонкою, армованою (рис. 1.8, б) сталевим 
каркасом [203; 224; 231; 342] або сталевою пружиною [172; 181; 206; 266]. 
Саме таким поперечним або непрямим армуванням відтворюється своєрідна 
обойма, що посилює взаємодію арматури з бетоном в реальних конструкціях. 

Відомі також дослідження [80; 297; 385], де, для відтворення дійсного 
зв’язку арматури з бетоном в залізобетонних конструкціях, довколишній 
бетон вищезгаданої контактної системи обмежувався сталевою або навіть 
пластиковою трубою (рис. 1.8, в). 

Моделі зчеплення арматури з бетоном за відображенням бетону у вигляді  
 
 
неармованої оболонки  армованої оболонки  сталебетонної оболонки 

Рисунок 1.7 – Різновиди моделей зчеплення арматури з бетоном  
за відображенням бетону 

 
 а) б)

в)

 
Рисунок 1.8 – Схеми бетонної оболонки в моделях зчеплення арматури з 

бетоном: а) – неармованої; б) – армованої; в) – обрамленої металом  
 
Зазвичай в експериментальних дослідженнях взаємозв’язок арматури з 

бетоном моделюється так, щоб граничний стан наступав внаслідок (рис. 1.9):  
 зрізу бетону між виступами арматури; 
 розколювання довколишньої бетонної обойми; 
 згинального зміщення виступів бетону (між ребрами арматури). 

В основному зчеплення арматури з бетоном досліджували на центрально-
армованих призмах чи циліндрах з їх торцевим упором (рис. 1.10, а) [145; 
157; 187; 308; 319; 327; 329; 340; 392]. Але за стискуючими напруженнями в 
довколишньому бетоні неможливо коректно описати взаємодію арматури з 
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розтягнутим бетоном в реальних конструкціях. Згодом в дослідженнях [62; 
168; 172; 205; 349; 364; 368; 392] стали  використовувати  зразки  з  коротким  
защемленням  арматури  (рис. 1.10, б, в, д, е). Вони мають підвищений опір 
розколюванню, оскільки розклинювання виникає на короткій ділянці бетону, 
а сприймається по всій висоті зразка. Однак значне зменшення бази 
вимірювань призводить до істотного зниження їх точності.  

Моделі зчеплення арматури з бетоном за характером руйнування бетону 
 
 

на контакті зрізу 
(pull-out) 

 розколюваної обойми 
(splitting) 

 в згинально-зміщуваних  
виступах  

Рисунок 1.9 – Різновиди моделей взаємодії арматури з бетоном 
за характером руйнування бетону на межі їх контакту 

 
 

г) д)

е)

а) б) в)

 
Рисунок 1.10 – Схеми експериментальних досліджень зчеплення арматури з 
бетоном при моделюванні реального стану бетону на контакті його зрізу та в 

довколишній розколюваній обоймі 



 

19 

Подібні недоліки виникають і за аналогічних випробувань неармованих 
бетонних зразків [8; 126; 381], які руйнуються внаслідок розколювання 
довколишньої бетонної оболонки (рис. 1.10). Це характерно для тих випадків, 
коли ділянка защемлення арматури перевищує 8 її діаметрів, а міцність 
бетону перевищує 17 МПа [73; 79].  

Схеми випробування зразків на згин (рис. 1.11) стали застосовувати з 
метою відтворення дійсного характеру взаємодії арматури з бетоном в 
реальних залізобетонних елементах і конструкціях [8; 29; 160; 199; 204; 243; 
279; 343; 392]. Однак і їм властивий суттєвий недолік: бетон доволі часто 
руйнується раніше, ніж настає граничний стан його контакту з арматурою. За 
подібних обставин повна інформація про взаємозв’язок арматури з бетоном 
стає практично недоступною. 

 а)

б)

в)

 
Рисунок 1.11 – Схеми експериментальних досліджень зчеплення арматури з 
бетоном при моделюванні реального стану бетону в згинально-зміщуваних 

виступах (між ребрами арматури) 
 

На переконання багатьох вітчизняних та закордонних дослідників, тільки 
за осьового розтягу дослідних зразків можна найбільш точно змоделювати як 
зчеплення арматури з бетоном [126; 168; 172; 222; 226; 251; 256; 325; 327; 
349; 381; 392; 404] (рис. 1.12,  а),  так і її анкерування в бетоні залізобетонних 
елементів та конструкцій [80; 224; 288; 295] (рис. 1.12,  б). Саму ж бетонну 
оболонку таких зразків рекомендується обрамлювати арматурним каркасом 
або ж брати в металеву чи пластикову обойму (рис.1.8, б, в). 

Особливої уваги в моделюванні зчеплення арматури з бетоном слід 
надати питанням вибору схеми їхньої взаємодії (рис. 1.13).  

В основу моделей механічної взаємодії арматури з бетоном закладають, як 
правило, результати експериментальних досліджень їх зчеплення у вигляді 
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емпіричних параметрів, коефіцієнтів та найпростіших залежностей [3; 29; 75; 
86; 92; 134; 146; 160; 350; 352].  Безперечно, що відтворити за допомогою 
таких моделей рівневе утворення тріщин в залізобетонних елементах і 
конструкціях практично неможливо. 

 а)

б)

 
Рисунок 1.12 – Основні схеми дослідження зчеплення арматури з бетоном в 

залізобетонних елементах і конструкціях 
 

Основні моделі зчеплення арматури з бетоном за схемами їхньої взаємодії 
 
 

механічної взаємодії   конічних оболонок  складених стержнів  
 
 

блокові  сіткові  пружинні  вузлові 
 
з вмонтованою арматурою  фрикційні 
Рисунок 1.13 – Різновиди моделей зчеплення арматури з бетоном 

за схемами їхньої взаємодії 
 

Граничний стан контакту арматури з бетоном багато вітчизняних та 
закордонних дослідників оцінюють за моделями конічних оболонок [168; 
191; 203; 256; 270; 301; 349; 384; 394]. Базовою для них є загальновідома 
модель пластичності матеріалу, яка ґрунтується на класичних критеріях 
текучості Мізеса і Друкера-Прагера [227]. Нелінійні процеси в зоні зчеплення 
моделюють через контактний шар бетону, напружено-деформований стан 
якого описується експериментальною кривою податливості арматури при її 
витягуванні з бетону. І хоча за такого підходу не вдається деталізувати 
розподіл деформацій в зоні взаємодії арматури з бетоном, однак з’являється 
можливість розгляду залізобетону у вигляді неоднорідного, але суцільного 
середовища з ідеальним контактом його структурних компонентів. 

Основною особливістю моделей складених стержнів [22; 37; 59; 140; 141; 
158] є те, що згідно відомої гіпотези зосередженого зсуву [100] зона контакту 
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різних матеріалів замінюється умовною площиною шва, уздовж якої 
відбувається взаємодія стержнів (у тому числі шарів бетону і арматури). 
Безперечно, що така розрахункова модель силового опору залізобетонних 
складених конструкцій (стержнів) є доволі складною. Вона мало змінюється 
навіть за використання двоконсольних елементів [59; 158], що дозволяють 
знизити порядок відповідних диференційних рівнянь. Крім того виникають 
питання в доцільності використання «двоконсольних» елементів, якщо: 
– для кожного із складених стержнів приймається справедливою гіпотеза 
плоских перерізів [63]; 
– функціональний зв'язок між напруженнями зчеплення і середніми 
значеннями відносних (умовних) деформацій зсуву приймається лінійним, 
що суперечить результатам експериментів; 
– параметри жорсткості кожного із швів визначаються експериментальним 
шляхом, тобто є повністю емпіричними. 

У блокових моделях [11; 16; 23; 24; 50; 51] розглядається найбільш 
напружена ділянка елемента, виділена між двома суміжними нормальними 
тріщинами. До її торцевих граней прикладають нормальні напруження, що 
відповідають рівню навантаження, а уздовж розтягнутої грані прикладають 
дотичні напруження, зумовлені силами зчеплення арматури з бетоном. Згідно 
розрахункової схеми арматуру відокремлюють від блоку, а її вплив на блок 
відтворюють дотичними напруженнями. Розподіл зазначених напружень 
моделюють лінійною функцією з максимумом біля тріщини, де виникають 
найбільші деформації зсуву бетону відносно арматури, та поступовим 
згасанням до середини блоку. Саму ділянку затухання напружень зчеплення 
прирівнюють до довжини анкерування арматури. Тоді в довгих блоках (рис. 
1.14, а) зусилля зчеплення виникатимуть тільки на коротких ділянках блоку, 
що примикають до тріщин, а на його середній ділянці деформації зсуву, як і 
напруження зчеплення між арматурою та бетоном, будуть відсутні. Щодо 
коротких блоків (рис. 1.14, б), то тут функція розподілу напружень зчеплення 
взагалі буде розірваною (матиме стрибок) на середині блоку між тріщинами. 

Сіткова модель розроблялася [52; 293; 301; 387] для визначення 
напружено-деформованого стану бетону в зоні примикання до арматури 
періодичного профілю. Вона вимагає розв'язку об'ємної симетрично-осьової  
задачі теорії пружності. Зокрема, в зоні контакту з арматурою виділяють 
характерну розрахункову область у вигляді умовного циліндричного тіла, 
пружно закріпленого в навколишньому бетонному середовищі, що 
знаходиться під дією навантаження. Взаємодію зазначеної локальної області 
з навколишнім бетоном моделюють за допомогою пружних зв'язків, 
жорсткість яких розраховують з залученням коефіцієнтів постелі для бетону. 
На внутрішній поверхні виділеного циліндра, що точно копіює рельєф 
(виступи і впадини) арматури, задають умови, які характеризують спільну 
роботу арматури з бетоном. Розрахунок виділеної області виконують 
варіаційним способом на неоднорідній прямокутній сітці (рис. 1.15) за 
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допомогою методу скінченних елементів. Навіть за реалізації розрахунків 
числовими методами зазначена модель залишається вкрай складною. 

 а) б )

sl sl

rs r1s

sl
о

о
t tb b

 
Рисунок 1.14 – До розрахункових схем зчеплення арматури з бетоном в 

блоках:  а – довгих; б – коротких  
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Рисунок 1.15 – Схема сіткової моделі зчеплення арматури з бетоном 

У більшості пружинних моделей [170; 282; 293; 329; 331] бетон і арматуру 
представляють переважно лінійно-пружними одно- або двовимірними  
скінченними елементами, що пов'язані між собою спеціальними елементами 
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зв'язку, названими інтерфейсними. Саме останніми моделюють процеси, що 
відбуваються при взаємному зміщенні бетону і арматури. Їх представляють у 
вигляді двох податливих зв'язків, що складаються з двох взаємно 
перпендикулярних пружин (рис. 1.16).  

 

вузол бетону

вузол арматури
X

Z

 
Рисунок 1.16 – Загальна схема пружинного інтерфейсного елементу 

 
Початково вони не мають ніяких розмірів, тому координати обох вузлів 

недеформованої сітки скінченних елементів співпадають. Жорсткість зв’язку 
(пружини) за напрямком арматури підбирають згідно експериментальних 
даних витягування арматури з бетонних зразків. Жорсткість іншої пружини, 
що моделює розпірні зусилля та є перпендикулярною до напрямку арматури, 
приймають довільною або ж не враховують взагалі. Цю модель приймають 
переважно для коротких зразків, а при дослідженні реальних конструкцій 
нею практично не користуються.  

В основу вузлових моделей [222; 298; 312; 387; 404; 405] закладають 
інший елемент, що на відміну від пружинного має вихідний розмір та 
представляє собою плоский шестивузловий скінченний елемент (рис. 1.17). 
Вкрай важливо, що використання зазначеного елементу дозволяє уникати 
порушення суцільності та розривів в полях напружень і деформацій моделі та 
точніше відображає реальну картину зчеплення арматури з бетоном. Тут 
дотичні напруження зчеплення пов’язуються як з жорсткістю скінченного 
елемента у поздовжньому напрямку, так і з зусиллями розпору, що є 
перпендикулярними до напрямку арматури. А оскільки весь розрахунок 
жорсткостей вузлового елемента в обох напрямках є доволі трудомістким, то 
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виконують його ітераційними  методами. 

 елемент бетону інтерфейсний елемент
X

X

Z Z

 
Рисунок 1.17 – Загальна схема скінченно елементних вузлових моделей 

 
В моделях з вмонтованою арматурою [169; 232; 347; 401] використовують 

спеціальний ізопараметричний елемент бетону, всередині якого розміщується 
одновимірний елемент арматури. При моделюванні ідеального зв'язку між 
бетоном і арматурою їх деформації збігаються [344]. Для моделювання 
неідеального контакту, що передбачає можливе проковзування арматури 
відносно бетону, на арматурному елементі слід розташовувати спеціальні 
елементи зв'язку, які забезпечуватимуть передачу зусиль з арматури на бетон 
[181]. При цьому необхідно пам’ятати, що арматурний стержень та елементи 
зв'язку мають розташовуватися паралельно. Введення останніх здійснюється 
шляхом додавання вузлів уздовж арматурного елемента (рис. 1.18). Та все ж 
зазначені моделі так і не знайшли практичного застосування у розрахунках 
залізобетонних елементів і конструкцій за тріщиностійкістю. 

 

елемент
арматури

вузли бетону
елемент звязку

а)

б)

  
Рисунок 1.18 – Арматура, бетон та їх взаємозв’язки в моделях з вмонтованою 

арматурою: а – до деформування; б – після деформування  
 
Фрикційні моделі теж ґрунтуються на спеціальних елементах зв'язку, що 

не мають ніяких початкових розмірів [251; 257; 290; 294; 298; 302]. Ці зв’язки 
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формуються під впливом нормальних і тангенціальних сил. Пружно-
пластичні залежності між напруженнями і деформаціями компонентів 
системи описують за допомогою матриці жорсткостей. Значна кількість 
параметрів цієї моделі дозволяє відтворювати процес реального 
деформування залізобетонних елементів в доволі широкому діапазоні різних 
навантажень. Але ідентифікація згаданих параметрів залишається доволі 
складним та трудомістким завданням. До того ж, більшість дослідників 
порівнювала результати теоретичних розрахунків з дослідними даними 
зразків, що мали відносно коротке защемлення арматури. Нажаль такі моделі 
не знайшли практичного застосування в практичних розрахунках. 

 За математичним вирішенням всі моделі зчеплення арматури з бетоном 
можна умовно розділити на аналітичні та числові (рис.1.19). Зазвичай 
аналітичні моделі представляють у вигляді математичних рівнянь, що 
відтворюють функціональну залежність результатів досліджень від певних 
вихідних параметрів чи факторів. За характером використаних математичних 
залежностей зазначені моделі можуть бути: лінійними, нелінійними, 
диференційованими та варіаційними (рис. 1.20).  

Моделі зчеплення арматури з бетоном за математичним відображенням 
 
 

аналітичні  числові 

Рисунок 1.19 – Різновиди моделей зчеплення арматури з бетоном 
за математичним відображенням 

 
Основні аналітичні моделі зчеплення арматури з бетоном 
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(пружні) 
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пластичні)  

 диференційовані   варіаційні  

Рисунок 1.20 – Різновиди аналітичних моделей зчеплення арматури з бетоном 
 
Лінійними та пружними моделями відтворюється найпростіший зв’язок 

між напруженнями зчеплення арматури з бетоном та нормальними 
напруженнями в арматурі [72; 75; 134; 246; 249; 289] або взаємними 
зміщеннями арматури і бетону [224; 315; 317; 318; 329; 370; 383]. Але такі 
моделі дуже наближено відображають реальну взаємодію арматури з бетоном 
в залізобетонних елементах і конструкціях.  

Пружно-пластичні моделі зчеплення арматури з бетоном досліджувалися 
науковцями більш широко. Їх описували за допомогою степеневих [201; 283; 
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287; 309; 314; 315; 332; 333; 348; 349; 376; 386; 388], поліноміальних [226; 
319; 331], показникових та експоненційних [215; 271; 272; 311; 323; 340], 
дробових [183; 311], логарифмічних [43; 137; 138; 146; 335; 378] та 
тригонометричних залежностей [7; 196; 197; 289; 326; 348] і навіть сплайн-
функцій [21; 60; 215; 217; 231; 252; 281; 286; 292; 296; 298; 313; 341; 364]. Всі 
ці залежності дозволяють більш точно оцінювати напружено-деформований 
стан взаємодії арматури з бетоном порівняно з лінійними. Щоправда, 
отримані з їх допомогою рішення залишаються не тільки перенасиченими 
емпірикою, але й надто складними та далекими від тих, які могли б бути 
покладені в основу універсальної моделі зчеплення арматури з бетоном. Крім 
того, результати експериментальних досліджень показали, що навіть сам вид 
залежності зчеплення арматури з бетоном уздовж їхнього контакту в різних 
перерізах ( rx ) залізобетонного елементу змінюється по різному (рис. 1.21). 
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Рисунок 1.21 – Графіки диференційованих діаграм зчеплення арматури і 

бетону [378] 
 

Диференційовані моделі відрізняються від інших тим, що вже враховують 
змінність діаграм зчеплення арматури з бетоном уздовж ділянки їх взаємного 
контакту )(sft  [92; 146; 168; 182; 185; 206; 210; 231; 250; 262; 281; 286; 
298; 307; 319; 327; 328; 330; 335; 368; 378; 382; 385; 399]. Та все ж оцінити 
зміни контактної взаємодії арматури з бетоном за допомогою зазначених 
діаграм в практичних розрахунках ще нікому не вдавалося навіть числовими 
методами. 

Для варіаційних моделей [29; 52; 87; 319] характерним є те, що в них 
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бетон навколо арматури розділяють на три зони (рис. 1.22): контактну 
(зсувну) зону з бетонними консолями під ребрами арматури [349], зону  
конічних та радіальних тріщин і неушкоджену бетонну оболонку [256]. На 
внутрішній поверхні першого шару відтворюють рельєф (профіль) арматури 
та задають умови, що характеризують спільну роботу арматури з бетоном. За 
такого моделювання контактної зони весь розрахунок зводиться до розв’язку 
об'ємної симетрично-осьової задачі механіки деформованого твердого тіла у 
варіаційній постановці. Безперечно, що подібний підхід забезпечує достатньо 
точне моделювання дійсного напружено-деформованого стану бетону з 
конічними та радіальними тріщинами в контактній зоні. Через складнощі з 
визначення механічних характеристик бетону в зазначених зонах він так і не 
отримав широкого застосування в практичних розрахунках навіть за 
числовими методами. 
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Рисунок 1.22 – Загальна схема зчеплення арматури з бетоном: 1– арматурний 
стержень; 2 – зона зсуву; 3 – зона бетону з тріщинами; 4 – зона 

неушкодженого бетону; 5 – конічні тріщини; 6 – радіальні тріщини 
 

Числові моделі вибудовують, як правило, за допомогою конкретних 
скінченних елементів з урахуванням вибраної форми профілю або рельєфу 
арматури. Ідеалізована форма арматурних стержнів у вигляді гладкого 
циліндра (рис. 1.23) дозволяє отримувати спрощені рішення за схемами 
зчеплення арматури з бетоном, відображеними: 
• пружинними елементами з ідеальними [282; 329] та неідеальними [171; 
293; 331] зв’язками; 
• вузловими елементами з ідеальними [60; 222; 298] та неідеальними [60; 
312; 387; 404; 405] зв’язками; 
• вмонтованими елементами арматури з ідеальними [344] та неідеальними 
[169; 181; 232; 347; 401] зв’язками; 
• фрикційними моделями зі спеціальними елементами зв’язку [251; 257; 
290; 294; 298; 300-302].  

Необхідно відзначити, що за ідеального зв’язку між бетоном і арматурою 
їх деформації збігаються, тоді як неідеальний контакт передбачає можливе 
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проковзування арматури відносно бетону. 

Числові моделі зчеплення арматури з бетоном 
за відображенням арматури  у вигляді 

 

 
гладкого циліндра за схемами  реального профілю [17; 18] 
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Рисунок 1.23 – Основні різновиди числових моделей зчеплення 
 арматури з бетоном 

 
Точне відображення реального рельєфу арматури періодичного профілю 

вимагає детального подрібнення скінченних елементів та веде до доволі 
суттєвого ускладнення відповідних розрахунків. Зауважимо, що це повністю 
підтверджується результатами численних досліджень [18; 19; 52; 218; 293; 
301; 306; 364; 368; 387; 402], в яких процеси деформування та руйнування 
контакту арматури з бетоном моделювали за допомогою спеціального 
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програмного забезпечення згідно схем (рис. 1.23):  
• ідеального зчеплення; 
• фіктивного інтерфейсного шару; 
• порушення суцільності  контакту та використання пружних елементів; 
• «виключення» елементів; 
• мікророзтріскування бетону; 
• пружно-пошкодженого матеріалу; 
• пружно-пластичного пошкодженого матеріалу тощо. 

Моделювання процесів зчеплення арматури з бетоном за наведеними 
схемами є настільки складним, що виконати його можна лише за допомогою 
спеціальних комп’ютерних програм. Серед них найбільш поширеними є такі 
програмні комплекси, як ABAQUS [159], ANSYS [174], ATENA [176], 
COSMOSM [216], DIANA [299], MASAR [338], NASTRAN [101] та 
PANTOCRATOR [128]. Всі ці комплекси вирізняються доволі широкими 
функціональними можливостями. Та все ж опис НДС в зоні контакту 
арматури з бетоном з їх допомогою і досі залишається доволі складним, що 
обмежує їх широке використання в практичних розрахунках контактних 
задач в залізобетоні. 
 

1.3. Класифікація діаграм зчеплення арматури з бетоном 
 

Опір бетону поздовжньому зсуву арматури в технічних теоріях зчеплення 
завжди відтворювався за допомогою діаграм їхнього взаємного зміщення. 
Зазначеними діаграмами не просто описувався той чи інший закон зчеплення 
[349] арматури з бетоном, а встановлювався конкретний функціональний 
зв'язок між умовними напруженнями зчеплення bst  та зміщеннями арматури 
відносно бетону s .  

Всі запропоновані на сьогодні діаграми зчеплення арматури з бетоном 
можна умовно класифікувати за дуже багатьма ознаками, найважливішими 
серед яких варто назвати вид та математичне вираження цих діаграм.  

За видом діаграми зчеплення арматури з бетоном доцільно розмежувати 
на загальні (рис. 1.24, табл. 1.1) та диференційовані. Диференційовані 
діаграми, в свою чергу, теж варто виокремити в групи, що містять (рис. 1.25, 
табл. 1.1) або не містять фіксованої ділянки пластичності бетону (рис. 1.26, 
табл. 1.1). На думку багатьох дослідників саме ці діаграми здатні найбільш 
точно відтворити змінний характер реального «закону зчеплення» арматури з 
бетоном уздовж їхнього контакту в різних перерізах залізобетонного 
елементу. 

Що ж до математичного вираження діаграм зчеплення арматури з 
бетоном, то їх зазвичай представляють сплайн-функціями, степеневими та 
поліноміальними, показниковими та експоненційними, дробовими та 
логарифмічними, лінійними і навіть тригонометричними залежностями 
(табл. 1.2). 
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Рисунок 1.24 – Різновиди загальних діаграм зчеплення арматури з бетоном   
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Рисунок 1.25 – Основні різновиди диференційовані діаграми зчеплення 

арматури з бетоном з фіксованою ділянкою пластичності бетону 
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Рисунок 1.26 – Різновиди диференційованих діаграм зчеплення арматури з 

бетоном без фіксованої ділянки пластичності бетону 
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Таблиця 1.1 – Різновиди діаграм зчеплення арматури з бетоном 

№ 
з/п Автор Рік Вид діаграми зчеплення 

арматури з бетоном 
1 2 3 4 

Загальні 
1. Rehm G. [349] 1961 

Рис.1.24, а 

Muguruma H., et al. [324] 1967 
Martin H. [315] 1973 
Birkenmaier M. [192] 1977 
Noakowski P. [332] 1978 
Mirza S. A., et al. [319] 1979 
Dörr K. [226] 1980 
Krips M. [287] 1984 
Bruggeling A. S. G. [201] 1986 
Koch  R. et al. [284; 285] 1988 
Fehling E. [240] 1990 
Tue N., [389] 1993 
Schießl A. [369] 2000 
Avak R. et al. [177] 2002 
Munoz M. B. [325] 2010 

2. Ngo D. et al. [329] 1967 

Рис.1.24, б 

Morita S. et al. [321] 1973 
Giuriani E. [254] 1991 
Khalfallah S. et al. [281] 2007 
Diab A. M. et al. [224] 2014 
Колчунов В. И. и др.[ 59] 2016 

3. Hawkins N. et al. [265] 1982 
Рис.1.24, в Kwak H. G. et al. [291] 2001 

Khalfallah S. [282] 2008 
4. Nagatomo K. et al. [328] 1985 

Рис.1.24, г 
Weisse D. Et al. [399] 2003 
Jungwirth J. Et al. [277] 2004 
Ruiz M. R. Et al. [364] 2005 

5. Nagatomo K. et al. [328] 1985 Рис.1.24, д 
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Продовження таблиці 1.1 

1 2 3 4 
5. Malvar L.J. [311] 1995 

Рис.1.24, д 
Weisse D. et al. [399] 2003 
Ruiz M.R. et al. [364] 2005 
CEB-FIP MC 2010 [208] 2012 

6. Sigrist V. [379] 1995 
Рис.1.24, е 

Alvarez M. [168] 1998 
7. Naaman A. E. et al. [327] 1989 

Рис.1.24, ж 
Bigaj A. J. [190] 1995 
Lorenzis L. [296] 2002 
Munoz M. B. [325] 2010 
Sharaky I. A. A. A. [374] 2013 

8. Naaman A. E. et al. [327] 1989 
Рис.1.24, и 

Lorenzis L. [296] 2002 
9. Pochanart S. et al. [345] 1989 

Рис.1.24, к 
Bigaj A. J. [190] 1995 
Карпенко Н. И. [55] 1996 
Hota S. et al. [268] 1997 
Бондаренко В. М. [21] 2004 

10. Yankelevsky D. Z. [404] 1985 
Рис.1.24, л 

Martins P. C. R. et al. [316] 1990 
11. Tassios T. P. [382] 1979 

Рис.1.24, м Achillides Z. [163] 1998 
Gan Y. [251] 2000 

12. Rehm G. [349] 1961 

Рис.1.24, н 
Nilson A. H. [331] 1968 
Холмянский М. М. [146] 1981 
Бенин A.B. [17] 2013 
Самошкин А. С. [126] 2017 

З фіксованими ділянками пластичності бетону 
1. Ciampi V. et al. [210] 1982 

Рис.1.25, а Eligehausen R. et al. [231] 1983 
Balasz G. L. [182] 1987 
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Продовження таблиці 1.1 

1 2 3 4 
З фіксованими ділянками пластичності бетону 

1. Kreller H. [286] 1989 

Рис.1.25, а 
Harajli M. H. et al. [262] 1995 
Magnusson J. [307] 2000 
Lowes L. N. et al. [298] 2004 

2. CEB-FIP M C 1990 [207] 1993 

Рис.1. 25, б 
Harajli M. H. et al. [262] 1995 
Lowes L. N. et al. [298] 2004 
Khalfallah S. et al. [281] 2007 

3. Lowes L. N. et al. [298] 2004 
Рис.1. 25, в  

Lettow S. [293] 2006 
4. Huang  Z. et al. [269] 1996 

Рис.1. 25, г 
Lundgren K. [303; 304] 2005 

5. CEB-FIP MC 2010 [208] 2012 
Рис.1. 25, д 

Lin X., Zhang Y. X. [295] 2013 
6. Harajli M. H. [261] 2004 

Рис.1. 25, е 
Wu Y.F., Zhao X. M. [403] 2013 

Без фіксованих ділянок пластичності бетону 
1. Холмянский М. М. [146] 1981 

Рис.1.26, а  Shima H. et al. [378] 1987 
Okamura H. et al. [335] 1991 

2. Nilson A. H. [330] 1972 

Рис.1. 26, б  

Mirza S. A. et al. [319] 1979 
Gambarova P. G. et al. [250] 1989 
Naaman A. E. et al. [327] 1989 
Cheng Y.  [206] 1992 
Schenkel M. [368] 1998 

3. Tassios T. P. [382] 1979 

Рис.1. 26, в 
Tepfers R. et al. [385] 1992 
Alvarez M. [168] 1998 
Lowes L. N. et al. [298]  2004 

4. Trost H. et al. [388] 1980 Рис.1. 26, г  
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Продовження таблиці 1.1 
1 2 3 4 
4. Ikki N. et al. [271; 272] 1996 

Рис.1. 26, г Michal M. et al. [318] 2014 
Afefy H. M. et al. [167] 2016 

5. Viwathanatepa S. et al. [391] 1979 
Рис.1. 26, д 

CEB-FIP MC 2010 [208] 2012 
6. Nagatomo K. et al. [328] 1985 

Рис.1. 26, е 
Weisse D. et al. [399] 2003 

Сплайн-функції [21; 60; 215; 217; 231; 252; 281; 286; 292; 296; 298; 313; 
341; 364] здатні чи не найточніше відтворювати процеси- зчеплення 
арматури з бетоном (табл. 1.2). Але їх основним недоліком є те, що окремі 
залежності, якими описуються характерні ділянки діаграм зчеплення 

sbs t  , доводиться  «зшивати» у вузлових точках. 
Основним недоліком степеневих залежностей [192; 201; 283; 284; 285; 

287; 309; 314; 315; 332; 333; 348; 349; 369; 376; 386; 388; 389], що відносяться 
до одних з найпростіших, є неможливість відтворення з їх допомогою 
низхідної вітки діаграми зчеплення арматури з бетоном sbs t   (табл. 1.2). 

Поліноміальні функції [226; 319; 331] здатні описати і низхідну вітку 
діаграми зчеплення арматури з бетоном sbs t  , але узгодження її 
протяжності з результатами експериментальних досліджень тут є практично 
неможливим. Серед визначальних проблем тут варто назвати втрату 
монотонності цих функцій на низхідній вітці та складнощі зі знаходженням 
коефіцієнтів поліному. 

Показникові та експоненційні залежності [134; 215; 255; 258; 264; 271; 
272; 311; 323; 327; 340; 404] можна віднести до тих, що найчастіше 
використовувалися для відтворенні повної діаграми зчеплення арматури з 
бетоном sbs t   (табл. 1.2). Та все ж описати з їх допомогою змінність 
зазначеної діаграми зчеплення уздовж контакту арматури з бетоном в різних 
перерізах залізобетонного елементу вкрай складно, а часто і неможливо. 

За допомогою дробових [183; 311; 378] та логарифмічних функцій [43; 
146; 335; 378] теж дуже складно відобразити змінність зазначених діаграм 
зчеплення sbs t  . Тут основна проблема полягає в тому, що при їх 
інтегруванні виникають так звані радикали.  

Тригонометричними залежностями [7; 196; 197; 289; 326; 348] теж вкрай 
складно відобразити реальний закон зчеплення арматури з бетоном. Навіть за 
допомогою одної з найбільш відомих функцій Kuuskoski V. [289] дуже важко 
відтворити дійсну діаграму зчеплення арматури з бетоном sbs t   (табл. 
1.2). 
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Таблиця 1.2 – Аналітичні залежності дотичних напружень зчеплення арматури з бетоном від їх взаємного зміщення  
(або деформацій арматури)  

 

№ 
з/п Автор Рік Вид  залежності  )(sft або )( sbs f t   

1 2 3 4 

I. Сплайн-функції 

1. 

Eligehausen R. et al. [231] 1983  
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Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 

4. GB/T 50152-2012 [252] 2012 
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Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 

9. Lowes L. N. et al. [298] 2004 
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Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 

12. CEB-FIP MC 2010 [208] 
(FRP- всередині) 2012 
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max /4)( crcg lxx  tt  

17. Rehm  G. [348] 1957 )( 21, ScScf cubecb  t  

18. 

Rehm G. [349] 1961 

b
scbb fK t  3/2  

Noakowski P.[332]  1978 

Krips M. [287] 1984 

Kobarg J. [283]       1986 

Mainz J. [309] 1993 
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Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 

19. Martin H. [315] 1973 cb fs  )872,00314,0( 1,2/1t  

20. Birkenmaier M. [192] 1977 cb fs  )3,0032,0( 2/1t  

21. 
Trost H. et al. [388], 1980 

cb fs  27,015,0t  
Tue N. [389] 1993 

22. Martin H. et al. [314] 1981 3/212,095,0 cb fs t  

23. Bruggeling A. S.G. [201] 1986 cb fs  27,012,0t  

24. Shima H. et al. [376; 377] 1987 

3/1
max,max, 6
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25. Koch R. et al. [285] 1988 cb fs  )6,0/151( 5,0t  

26. Schießl A. [369] 2000 cb fs  27,067,0t  

27. Avak R. [177] 2002 5,375,015,071055,1 Rcb ffs t  

IІI. Поліноміальні залежності 

28. Nilson A. H. [331] 1968 ,10986,110356,510606,3 312296 sssb t  
де  t  в  psi,   s  в  in 

 



 

 

41 

Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 
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Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 
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Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 
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Продовження таблиці 1.2 

1 2 3 4 

50. 

Glanville W. H. [255] 1930 

dx
xdd

x cp )(
4

)( s
t   

Столяров Я. В. [134] 1941 
Дмитриев С. А. [44] 1955 
Гараи Т. [31] 1959 
Мулин Н. М. [85] 1974 

51. Кузнецов А. Н. [75] 1940 )()( xgKx t  – склеювання; )()( 10 xKx stt   – тертя 

52. Столяров Я. В. [134] 1941 sx stt  0)(  
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54. Тевелев Ю. А. [135] 1968 )/2)(()( , crcmggsg lxxGx  eet  
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57. Волков Ю. А. [30] 1978 ))(()( ,mggsg xGx eet   
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Лінійні функції [30; 75; 90; 134; 135; 136; 222; 249; 255; 330] дозволяють 
відтворювати взаємодію арматури з бетоном у найпростіший спосіб. 
Напруження зчеплення bst  вони пов’язують не зі зміщеннями арматурного 
стержня відносно бетону s  чи з відносними деформаціями їхнього зсуву 

ge , а з нормальними напруженнями в самій арматурі ss . А це виключає 
можливість отримання повної діаграми зчеплення арматури з бетоном. 

 
1.4. Основні критерії міцності зчеплення арматури з бетоном  
 

Від самого початку взаємодію арматури з бетоном досліджували з позицій 
міцності їхнього зчеплення. Результати таких досліджень закладалися в основу 
як розрахунків анкерування гладкої арматури, що мала прикінцеве посилення у 
вигляді петель, відгинів та гаків [180; 365], так і розробки методик оцінки 
міцності зчеплення арматури періодичного профілю з бетоном [31; 134; 187; 
196]. Критеріями оцінки зазначеної міцності виступали у:  
• Abrams D. A. [161] та інших [134; 262] – середні значення напружень 
зчеплення арматурного стержня з бетоном в граничній стадії їхнього 
деформування  bdbmu ft ; 
• Астрової T. І. [3] – зусилля, що характеризують початок зсуву вільного 
(незавантаженого) кінця стержня ssb As  або загальне руйнування зразка при 
висмикуванні арматури з бетону ssu As ; 
• Клімова Ю. А. [149] та інших [40; 152; 202] – граничне значення 
зміщення вільного кінця арматурного стержня; 
• Гараи Т. [31] – коефіцієнт повноти епюри нормальних напружень в 
арматурному стержні уздовж його контакту з бетоном від зовнішнього 

навантаження в граничній стадії деформування )/()(
0

ldxx y

l

s   ss ; 

• Кольнера В. М. [68] та Холмянського М. М. [146] – максимальні або 
пікові напруження зчеплення ub max,t  за критичних значень зміщення 

арматури відносно бетону 1  на діаграмі sbs t  . 
Серед найпростіших критерій варто назвати середні напруження 

зчеплення арматури з бетоном bdbmu ft . Нині цей критерій декларується 
нормативними документами багатьох країн світу [46; 132; 133; 164; 165; 175; 
202; 208; 225; 235; 252; 353; 354], однак використовується лише при 
розрахунках анкерування арматурних стержнів. 

Критерій, що характеризує початок зсуву арматури в бетоні, використати 
в розрахунках залізобетонних елементів і конструкцій практично неможливо. 
Він не дозволяє врахувати вплив на міцність зчеплення арматури з бетоном 
таких визначальних параметрів, як діаметр та профіль арматури, захисний 
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шар бетону, тощо. 
Використати в якості критерію міцності зчеплення коефіцієнт повноти 

епюри нормальних напружень в арматурному стержні уздовж його 
контактної ділянки з бетоном теж дуже важко. Проблематичність залучення 
цього критерію до розрахунків залізобетонних елементів і конструкцій 
пов’язується беспосередньо зі складністю прямого інтегрування функції 
нормальних напружень в самому арматурному стержні уздовж його контакту 
з бетоном. 

Основним критерієм міцності зчеплення арматури з бетоном могли б 
виступати максимальні значення дотичних напружень їхньої взаємодії 

ub max,t . Однак, до цієї пори так і не отримано однозначної відповіді щодо  
впливу таких визначальних факторів, як профіль арматури, довжина її 
анкерування, вид напруженого стану та міцність бетону на числові значення 
вищезгаданих напружень? Крім того, на сьогодні немає єдиної думки 
стосовно положення максимальних значень граничних напружень зчеплення 

ub max,t  уздовж контактної ділянки арматури з бетоном. 
Та все ж, для всіх вищезгаданих критеріїв зчеплення є ще один спільний 

недолік. Вони є актуальними лише для граничної стадії деформування 
залізобетонних елементів і конструкцій та неприйнятними для розрахунків 
утворення і розкриття нормальних тріщин в експлуатаційній стадії.  

 
1.5. Функції граничних напружень зчеплення арматури з бетоном 

 
Оскільки граничні напруження зчеплення ub max,t  є одною з основних 

характеристик діаграм взаємодії арматури з бетоном sbs t  , то вони 
завжди були полі особливої уваги багатьох дослідників. Однак єдина думка 
стосовно самих напружень ub max,t  та вигляду епюри sbs t   (п. 1.3) досі 
так і не сформована. На переконання Watstein D. [398], Kuuskoski V. [289] та 
інших [31], напруження зчеплення досягають своїх граничних значень 
поблизу завантаженого торця зразка, за твердженнями ж Столярова Я. В. 
[134] та ін. [325] – біля протилежного торця бетонного зразка. Amstutz E. 
[173] та інші [10; 146] вважають, що від початку максимальні напруження 
зчеплення стержнів періодичного профілю виникають поряд завантаженого 
торця зразка, але, досягнувши граничного значення, вони переміщуються до 
незавантаженого кінця, не змінюючись за величиною [146; 160; 173]. Що ж 
до гладких стержнів та стержнів типу «Tor» [173; 237], то згідно результатів 
експериментальних досліджень граничні напруження зчеплення виникають 
посередині ділянки їх контакту з бетоном.   

Вцілому ж всі відомі на сьогодні залежності з розрахунку граничних 
(максимальних) напружень зчеплення арматури з бетоном ub max,t  доцільно 
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розділити між 4-ма групами (табл. 1.3).  
До першої найчисельнішої групи варто віднести ті залежності, де 

граничні напруження зчеплення ub max,t  пов’язані не тільки з діаметром 
стержнів чи довжиною їх анкерування, але й з захисним шаром бетону та 
міцністю бетону на стиск переважно степеневими [165; 175; 190; 202; 207; 
208; 220; 224; 228; 231; 259; 261; 277; 278; 292; 293; 336; 337; 352; 364; 368; 
376; 377; 379],  лінійними [269; 330] і навіть більш складними функціями 
[265]. І хоч під виступами арматури бетон зазнає місцевого стиску або 
зминання, для згинальних елементів важливішими є граничні напруження 
зчеплення, що характеризують взаємодію арматури з розтягнутим бетоном.  

У роботах другої групи граничні напруження зчеплення ub max,t  вже 
пов’язано з міцністю розтягнутого бетону лінійними [50; 133; 140; 236; 383; 
384] або показниково-лінійними залежностями [311]. Однак, такі функції не 
відображають впливу багатьох чинників, зокрема і профілю арматури, на 
величину граничних напружень зчеплення. 

Цим же недоліком наділені і залежності третьої групи [3; 263], де напруження 
ub max,t  пов’язані з міцністю як стиснутого, так і розтягнутого бетону.  

В залежностях четвертої групи [160; 161; 311] граничні напруження 
зчеплення ub max,t  пов’язуються не тільки з міцністю розтягнутого бетону, 
але і з максимальними напруженнями в арматурних стержнях (табл. 1.3), 
щоправда  без можливості відображення їхнього профілю. 

 
1.6. Розрахунок середніх напружень зчеплення арматури з бетоном 

 
Практичні розрахунки міцності зчеплення арматури з бетоном і досі 

залишаються доволі проблематичними, оскільки універсальний закон 
взаємодії зазначених матеріалів так і не встановлено. За вказаних обставин 
подібні розрахунки пропонується виконувати за допомогою середніх 
напружень зчеплення bdbmu ft , що відображено в окремих нормативних 
документах [146; 164; 202; 225; 235]. Загалом же всі роботи, що стосуються 
розрахунку середніх напружень зчеплення арматури з бетоном bdbmu ft , 
варто згрупувати за 3-ма напрямками (табл. 1.4).  

Перший напрям можна представити роботами [134; 142; 179; 197; 395], в 
яких максимальні значення середніх напружень зчеплення bdf  пов’язуються 
не тільки з максимальними напруженнями в арматурних стержнях, але й з їх 
діаметром та довжиною анкерування. Але деформування контактного шару 
бетону залежать і від низки інших, не менш важливих факторів. Тим не 
менше, у вищезгаданих роботах вплив профілю арматурних стержнів та 
класу бетону на функції середніх напружень зчеплення арматури з бетоном 

bdf  взагалі не відображено. 
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Таблиця 1.3 – Аналітичні залежності з визначення граничних напружень зчеплення арматури з бетоном 

№ 
з/п Автор Рік Вид  залежності ub max,t  

1 2 3 4 

I. Від міцності бетону на стиск 

1. Nilson A. H. [330] 1972 cub fc  )5,143,1(max,t ,  де cf  в  psi, c  в  in 

2. Orangun C. O. et al. [337] 1977 cdbbub fLddc, )/50/32,1(0830450max, t  

3. Kemp E. L. et al. [278] 1979 cb fdcKK  )/( 21maxt  

4. Hawkins N. et al. [265]   1982 2/3

33
2

max,
)32800(25,1

300
16

190
bc

bc
ub

df

df
 












 
t  

де cf  в psi, bd  в in 

5. Reynolds G. C. et al. [352] 1982 cbub fdcK  )/5,0(1max,t  

6. Eligehausen R. et al. [231] 1983 
t )(5,13max, cmub f ; 

csub fc  )28,1/36,0(max,t  

7. 

Shima H. et al.[376; 377] 1987 
3/2

max, 1,1 cub ft  Bigaj A. J. [190] 1995 

Ruiz M. R. et al. [364] 2005 
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Продовження таблиці 1.3 

1 2 3 4 

8. Darwin D. et al. [220] 1992 
cdb

bub

fLdCC

dc,

)/75)/08,092,0(

)/12,206,1((0830450

minmax

max,



t
 

9. CEB-FIP MC 1990 [207] 1993 ckub fk max,t ,    де  5,2...1k  – (розколювання… зсув) 

10. Sigrist V.  [379] 1995 3/2
max, 6,0 cub ft  

11. Huang Z. et al. [269] 1996 cmub f 45,0max,t  

12. 
Ehsani M. R. et al. [228]   1996 

bcub df, /714max, t   (для полімеру) 
Okelo R. et al. [336]   2005 

13.  Schenkel M. [368] 1998 3/2
max, 5,1 cub ft  

14. Laurencet P. [292] 1999 3/2
max, cub ft   

15. AS 3600-2001 [175] 2001 cbub fdc, )/5,0(2650max, t  

16. ACI 408R – 03 [165]   2003 bcub df, /2320max, t   (для сталі) 

17. Harajli  M. H. et al. [261]   2004 cub f,  572max,t  

18. Jungwirth J. et al. [277] 2004 3/2
max, 8,1 cub ft  

19. BS-8110-1:1997 [202] 2005 cub f  t max,  
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Продовження таблиці 1.3 

1 2 3 4 

20. Lettow S. [293]   2006 cmRub ff  8,0
max, 20t  

21. Hadi M. N. S. [259] 2008 cdbbub fLddc, )/212,38/208,08,22(0830450max, t  

22. CEB-FIP MC 2010 [208] 2012 
cmub fA max,t – висмикування; 

  25,0
max, 25/cmub fAt – розколювання 

23. Diab A. M. [224] 2014 
crrdb

bub

fshLd

dc

)/053,1/673,2

/1539,01377,0(max,



t
 

II. Від міцності бетону на розтяг 

24. Tepfers R. [383; 384]   1973, 
1979 

ctbeb fdc,  )/5,0(60,t  - пружна,  

ctbplb fdc  /2,t  - пластична стадія 

25. Malvar L. J. [311] 1995 
t

f
C

ub feBA t 


)1(max,

s

t  

26. 
Bigaj A. J. et al. [191] 1996 

ctub f 5max,t  
Coccia S. et al. [214] 2015 

27. Esfahani M. R.,  Rangan B. V. [236] 1998 ct
b

b
ub f

dc
dc

, 




)5,5(/
)5,0(/

68max,t  

28. Трофимов А. В. [140]   2012 oserbtub ctgR t /2 ,max,   
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Продовження таблиці 1.3 

1 2 3 4 

29. 
СП 63.13330.2012 [133] 2004 

btbondub RR  5,42max,t  
Иваненко А. Н. [50] 2015 

30. Coccia S. et al. [214] 2015 )067,0()/122,0(7381max,  ctbs fdc, t  

III. Від міцності бетону на стиск і розтяг 

31. Астрова Т. И.[3]   1965 

3,0

1 












ocp
ск

ск
макс R

R
l

R
d

l


t ; 

3,0














ocp
разр

разр
макс R

R
d

Rlt , н
p

н
пр RRR   

32. Hassan T. et al.  [263]  2004 
ctc

ctc
ub ff

ff



max,t  

IV. Від напружень в арматурі 

33. Abrams D. A. [160; 161]   1913, 
1925 maxmax, 00325,0 stt  soub d  

34. Malvar L. J. et al. [311] 1995 max,max, BA stub f st   

35. 

Холмянский  М. М. [146] 1981 

0

0
max, 1

)1(ln



t



ub , де  ),( ckff   ,  

),( ckff    
Бабич Є. М. та ін. [8] 2017 
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Таблиця 1.4 – Аналітичні залежності з визначення середніх напружень зчеплення арматури  з бетоном 
 у граничній стадії 

№ 
з/п Автор Рік Вид залежності bdbmu ft  

1 2 3 4 

І. Від напружень в арматурі 

1. 

Bach C., Graf O. [179] 1910 

l
A

f
s

s
bd 





s max ; де l

A
q s

s


s max  

Фрайфельд С. Е. [142] 1941 

Столяров Я. В. [134] 1941 

Brice M. Z. P. [197] 1952 

Watstein D. [395] 1974 

II. Від міцності бетону на розтяг 

2. 

CEB-FIP MC 90 [207] 1993 

ctd321bd f  f  hhh  СНБ 5.03.01-02 [132] 2003 

Верба Б.В. [27] 2013 

3. Harajli M. H. et al. [262] 1995 c,ctk;bd /f,f 05052   

4. 
Eurocode-2 [235] 2004 

ctdbd f ηη, f  21252  
ДСТУ Б В.2.6-156:2010  [46] 2011 
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Продовження таблиці 1.4 

1 2 3 4 

5. DIN 1045-1 [225] 2008 c,ctk;bd /γf,f 050252   

6. 

СП 63.13330.2012 [133] 2004 

ctkbd f ηη f  21  
Цыба О.О. [151] 2011 

Кочкарьов Д. В. [71] 2014 

Ромашко В. М. [102] 2016 

III. Від міцності бетону на стиск 

7. BS-8110-1:1997 [202] 2005 cbd f,f  40  

8. ACI 318M-08 [164] 2008 
set

trcm
bd

kcf
f









4
/)(1,1

 

9. Клімов Ю.А. [156] 2008 ckrbd ffkf   

10. 
JGCE15 [275]   2010 

MPa2,4280 3/2  cbd f,f  
Hong S. et al. [267] 2012 

11. CEB-FIP MC 2010 [208] 2012 cckbd, f f hhhh /)25/( 5,0
43210   

12. Бабич Є.М. та ін. [8] 2017 prismcmbd fkf ,  
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До другого напряму варто віднести роботи, в яких граничні значення 
середніх напружень зчеплення bdf  пов’язуються за допомогою лінійних 
функцій лише з міцністю бетону на розтяг [27; 46; 132; 146; 175; 207; 225; 
235; 262]. Вплив профілю арматури та класу бетону тут уже враховується, 
але повністю ігнорується вплив визначальних характеристик арматури. 

Роботи третього напряму пов’язують граничні значення середніх напружень 
зчеплення bdf  з міцністю бетону на осьовий стиск переважно степеневими 
функціями [164; 202; 208; 267]. В них теж практично проігноровано вплив 
профілю та основних характеристик арматури на міцність зчеплення з 
бетоном. До того ж, сумнівними є рішення авторів пов’язати міцність 
контактного шару з властивостями стиснутого, а не розтягнутого бетону. 

 
1.7. Висновки 

 
1.  Узагальнена модель зчеплення арматури з бетоном обов’язково мусить 

бути тришаровою за структурою, здатною відтворювати їх взаємодію в 
будь-якому масштабі та враховувати профіль арматури, з однаковим 
успіхом реалізовуватися в практичних розрахунках як за допомогою 
аналітичних, так і числових методів. 

2.  На роль універсальної моделі зчеплення арматури з бетоном в реальних 
залізобетонних елементах і конструкціях могла б претендувати блокова 
модель, яка є одною з найпростіших та наділена достатньо широкими 
можливостями моделювання подібних процесів.  

3.  В теорії залізобетону встановити універсальний закон зчеплення арматури 
з бетоном вкрай складно, оскільки вид діаграми sbs t   залежить не 
тільки від властивостей самих матеріалів, але й від дуже багатьох 
конструктивних та технологічних характеристик елементів і конструкцій. 

4.  В кожному перерізі залізобетонного елементу діаграми зчеплення 
арматури з бетоном sbs t   уздовж ділянки їх взаємного контакту 
змінюються по різному та не можуть бути описані єдиною функцією. 

5.  Хоча граничні напруження ub max,t  і є одною з основних характеристик 

діаграм зчеплення арматури з бетоном sbs t  , в цілому вони не можуть 
слугувати загальним критерієм міцності їхнього зчеплення.  

6.  Для арматури періодичного профілю граничні значення напружень 
зчеплення ub max,t  залишаються майже незмінними за величиною, 
зміщуючись від завантаженого до незавантаженого кінця стержня. 

7.  На роль узагальненого критерію міцності зчеплення арматури з бетоном 
найбільшою мірою може претендувати максимальне зусилля їхнього 
зчеплення. 

8.  Загалом зусилля зчеплення арматури з бетоном доцільно визначати у 
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найпростіший спосіб за допомогою середніх напружень зчеплення bmut , 
як і максимальні значення вказаних зусиль за допомогою максимальних 
значень цих напружень bdbmu ft . 

9.  Максимальні значення середніх напружень зчеплення арматури з бетоном 
bdbmu ft  доцільно пов’язувати з міцнісними характеристиками цих 

матеріалів за осьового розтягу. 
10. Процеси зчеплення арматури з бетоном в залізобетонних елементах і 

конструкціях мають безпосередній вплив на процеси утворення та 
розвитку в них тріщин. 
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2. РОЗВИТОК ДОСЛІДЖЕНЬ ТРІЩИНОСТІЙКОСТІ 
ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ З УРАХУВАННЯМ 
ЗЧЕПЛЕННЯ АРМАТУРИ З БЕТОНОМ 

 
2.1. Загальні відомості про рівневе утворення нормальних тріщин 

 
Питання тріщиностійкості залізобетонних елементів та конструкцій 

продовжують й надалі залишатися одними з найважливіших в загальній 
теорії деформування бетону та залізобетону. Певною мірою це обумовлено 
необхідністю оцінювання реального стану залізобетонних елементів в 
експлуатаційній стадії. Відображення цього стану є дуже складним, оскільки 
процеси утворення та розвитку тріщин в залізобетонних елементах завжди 
супроводжуються їх послідовним поділом на окремі блоки. За результатами 
експериментальних досліджень багатьох авторів встановлено, що довжина 
утворюваних блоків є залежною від цілої низки факторів та параметрів.  

В роботах [102; 108; 109] наведено достатньо детальну класифікацію 
оприлюднених та нині доступних результатів досліджень тріщиностійкості 
залізобетонних елементів і конструкцій. Критичний аналіз результатів 
згаданих досліджень показав, що всі методики розрахунку тріщиностійкості 
залізобетонних елементів розроблювалися, як правило, для деякої умовної 
стадії «стабілізованого тріщиноутворення». У дійсності ж подібну стадію в 
деформуванні залізобетонних елементів виокремити неможливо, оскільки 
процеси утворення та розкриття тріщин в них не припиняються аж до повної 
втрати несучої здатності. Натомість, доцільно було б говорити про існування 
не одного, а декількох різних рівнів утворення нормальних тріщин, що 
підтверджується результатами окремих експериментальних досліджень [15; 
21; 83; 143; 168; 253; 273; 310; 346; 375].  

Gilbert R. I., Nejadi S.  [253] випробували 6-ть залізобетонних балок 
прямокутного перерізу мм250350  та мм250330  прольотом 3,5м. Всі 
балки були армовані  стержнями мм16 . При дослідженнях встановлено 
2…3 рівні утворення нормальних тріщин. Перші тріщини утворювались за 
рівнів завантаження 3,0...24,0/ ucr MM , середня відстань між ними була 
рівною ммsrm 250...220 , а максимальна ширина їх розкриття становила 

ммwk 05,0...03,0 . За рівнів завантаження 7,0/ ucr MM  середній крок 
тріщин зменшився до ммs rm 170...100 , а ширина їх розкриття сягала 

ммwk 33,0...25,0 . Тріщини третього рівня появлялись незадовго до 
руйнування балок. 

Pundinaitė M.  [346] дослідила 18-ть залізобетонних балок прямокутного 
перерізу мм280300  прольотом 3,0м з різним армуванням. В балках теж 
спостерігали 2…3 рівні утворення тріщин. Перші нормальні тріщини 
утворювались за рівнів завантаження 49,0...1,0/ ucr MM . Середня 
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відстань між ними коливалася в межах ммsrm 230...195 , а ширина їх 
розкриття становила ммwk 04,0...01,0 . За рівнів завантаження 

66,0...55,0/ ucr MM  середній крок тріщин зменшився до 
ммsrm 150...90 , а ширина їх розкриття зросла до ммwk 18,0...11,0 . 

Тріщини третього рівня появлялись незадовго до руйнування балок, а 
відстань між ними зменшувалась до ммs rm 100...60 . 

Ivanchev I. Y.  [273] випробував 12-ть залізобетонних балок прямокутного 
перерізу мм150270  та мм150300  прольотом 3,0м з різним 
армуванням та класом бетону. В більшості балок спостерігалось 3 рівні 
утворення тріщин. Перші нормальні тріщини утворювались за рівнів 
завантаження 4,0...13,0/ ucr MM , середній крок між ними знаходився в 
межах ммsrm 350...160 , а ширина їх розкриття становила 

ммwk 05,0...01,0 . За рівнів завантаження 65,0...45,0/ ucr MM  
середній крок тріщин зменшився до ммsrm 250...130 , а ширина їх 
розкриття виросла до ммwk 16,0...1,0 . Тріщини третього рівня 
появлялись незадовго до руйнування балок і відстань між ними вже 
становила ммs rm 120...65 . 

Аналіз результаті вищенаведених досліджень показує, що з виникненням 
тріщин кожного нового рівня деформування залізобетонного елемента чи 
конструкції переходить до якісно нової стадії. Однак на сьогодні, а ні в 
чинних вітчизняних, а ні в зарубіжних нормативних документах [46; 132; 
133; 164; 202; 235] це не знайшло відповідного відображення. Щоправда, 
нині вже починають з’являтися поодинокі методики розрахунку 
тріщиностійкості залізобетонних елементів і конструкцій з урахуванням 
рівневого утворення нормальних тріщин [64; 71; 158; 168; 375 ], але вони є 
вкрай складними та неоднозначними, тобто знаходяться на початковій стадії 
свого формування. 

 
2.2. Різновиди моделей утворення тріщин в залізобетонних 

елементах  і конструкціях 
 
Численні дослідження тріщиностійкості залізобетонних елементів та 

конструкцій засвідчують, що вони завжди знаходились в полі зору та 
особливої уваги не тільки закордонних, але і вітчизняних вчених. Серед них, в 
першу чергу, слід назвати Мурашова В. І. [86], Немировського Я. М. [89], 
Гвоздєва A. A. [33; 34] та багатьох інших [1; 14; 25; 38; 45; 48; 56; 61; 70; 76; 
78; 83; 94; 96; 102; 156; 157; 168; 184; 195; 198; 239; 245; 333; 334]. Та все ж 
результатів досліджень, що присвячувалися б відтворенню реальних процесів 
рівневого утворення нормальних тріщин, на сьогодні оприлюднено дуже мало. 
І спільним для них є те, що в їх основу закладаються спроби опосередкованого 
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або безпосереднього моделювання процесів зчеплення арматури з бетоном. 
При цьому реальну взаємодію арматури з бетоном моделюють згідно 
визначальних положень механіки деформованого твердого тіла або механіки 
руйнування.  

В рамках механіки деформованого твердого тіла розбудову моделей 
рівневого утворення нормальних тріщин здійснюють за допомогою: 

• діаграм взаємного зміщення розтягнутого бетону і арматури на ділянках 
між суміжними нормальними тріщинами [80; 168; 282]; 

• функції середніх напружень зчеплення арматури з бетоном в найбільш 
деформованому блоці, обмеженому двома суміжними тріщинами [71]. 

Загалом використання діаграм взаємного зміщення бетону і арматури для 
відтворення процесів їхнього зчеплення є малоефективним. За результатами 
численних експериментальних досліджень встановлено, що весь процес 
деформування залізобетонних елементів і конструкцій супроводжується 
постійною зміною діаграм зчеплення [231; 247; 250; 262; 319; 378]. 
Безпосереднє інтегрування зазначених діаграм в такому випадку застосувати 
неможливо а ні при визначенні зусиль зчеплення арматури з бетоном, а ні в 
розрахунках основних параметрів тріщиностійкості елементів і конструкцій. 
Тому диференційні рівняння дійсних діаграм зміщення арматурного стержня 
відносно розтягнутого бетону замінюються сплайн-функціями кусково-
лінійної апроксимації з можливістю переходу до числового інтегрування. 
Однак прийняття подібних спрощень, заодно з застосуванням емпіричних 
параметрів та коефіцієнтів, призводить до вкрай наближеного відображення 
реальних процесів утворення тріщин в залізобетонних елементах. 

Одним із найпростіших способів моделювання процесів рівневого 
утворення нормальних тріщин є залучення до розрахунків функції середніх 
напружень зчеплення арматури з бетоном [71, 102]. Однак його реалізація 
пов’язана з низкою дискусійних передумов, що стосуються:   

• способу визначення дійсної жорсткості та розрахункової кривини 
залізобетонних елементів у перерізах з тріщинами; 

• адекватності способів оцінки загального стану залізобетонного елемента 
в розрахунковому перерізі та взаємодії арматури з бетоном на ділянці між 
суміжними тріщинами; 

• дійсного зв’язку між середніми напруженнями зчеплення арматури з 
бетоном bmit  та нормальними напруженнями в арматурному стержні sis  на 
всьому діапазоні деформування залізобетонного елемента; 

• обґрунтованості виразу 0/ eddM w  у якості екстремального критерію 
появи нормальних тріщин в залізобетонному елементі; 

• правомірності використання виразу 0/ eddM  в якості критерію загалом. 
В механіці руйнування моделювання рівневого утворення нормальних 

тріщин зводиться до застосування строго числових способів [19; 29; 55; 375] 
або ж до використання в перерізі з тріщиною умовного розрахункового 
«двоконсольного» елементу [21; 64; 158].  
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Числове моделювання, як правило, зводиться до виконання ітераційних 
розрахунків, які доцільно реалізовувати програмними способами за методом 
скінчених елементів [19; 29; 55; 375]. Але такий підхід зазвичай призводить 
до втрати інженерної осяжності розрахунків через невідворотне нівелювання 
фізичної сутності як процесів зчеплення арматури з бетоном, так і стадійної 
послідовності утворення нормальних тріщин в залізобетонному елементі.  

На сьогодні модель «двоконсольного» елемента продовжує залишатися не 
тільки відносно складною, але й дискусійною в окремими питаннях. Зокрема, 
важко погодитися з твердженням, що зменшення деформацій розтягнутого 
бетону в зоні між суміжними тріщин обумовлено появою в цій зоні 
стискаючих напружень [21; 64; 158]. Скоріше причиною цього є деформації 
пружної післядії, які стають особливо помітними за поступового локального 
порушення зчеплення арматури з бетоном при утворенні нових тріщин. Крім 
того , залучення точних закономірностей зчеплення арматури з бетоном до 
відтворення дійсного або реального напружено-деформованого стану 
залізобетонних елементів за цією моделлю призводить до суттєвого 
ускладнення відповідних розрахунків. 

Таким чином, вищенаведений аналіз засвідчує, що жодну із розглянутих 
моделей неможливо використати в безпрограмних інженерних розрахунках. 
Водночас, універсальна модель рівневого утворення нормальних тріщин та 
відповідна їй методика розрахунку тріщиностійкості залізобетонних 
елементів повинні з однаковим успіхом реалізовуватися як в інженерному, 
так і в програмному варіантах. Тому таку модель варто було б розбудовувати 
за допомогою функції середніх напружень зчеплення арматури з бетоном, що 
дозволяє розраховувати момент утворення, крок та ширину розкриття тріщин 
в залізобетонних елементах в один із найпростіших способів. 

 
2.3. Методи розрахунку відстаней між нормальними тріщинами 

в залізобетонних елементах 
 

Загалом дослідженням кроку утворення нормальних тріщин, що є одним 
із визначальних параметрів тріщиностійкості залізобетонних елементів та 
конструкцій, завжди приділялася особлива увага зі сторони як іноземних, так 
і вітчизняних науковців. В роботі [102] наведено достатньо глибокий аналіз 
результатів цих досліджень з їх критичною оцінкою. Та все ж, за рівневої 
схеми утворення нормальних тріщин варто більш детально зупинитися на 
вишукуваннях тих авторів, які безпосередньо чи опосередковано пов’язують 
відстань між тріщинами з параметрами зчеплення арматури з бетоном. Всі 
зазначені вишукування доцільно розділити за двома напрямками. 

В роботах першого напрямку відстань між суміжними нормальними 
тріщинами розраховують за схемою їх однорівневого утворення при дії 
деякого осередненого експлуатаційного навантаження (табл. 2.1). Водночас 
всі роботи цього напряму доцільно розділити на чотири групи. До першої 
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групи слід віднести ранні роботи, де відстань між нормальними тріщинами 
ставилася в залежність від міцності стиснутого бетону [69; 366; 367; 397]. 
Подібний функціональний зв'язок виглядає дещо нелогічним, оскільки 
утворення нормальних тріщин в залізобетонних елементах супроводжується 
порушенням взаємодії арматури з розтягнутим, а не стиснутим бетоном. 

Для робіт другої групи характерним є те, що в них відстань між 
нормальними тріщинами пов’язана з міцністю розтягнутого бетону [12; 221; 
223; 333; 373]. Однак і тут вплив самої арматури на процеси утворення та 
розкриття нормальних тріщин в залізобетонних елементах і конструкціях 
через параметри зчеплення значною мірою знівельовано. 

 До третьої групи  (табл. 2.1) слід віднести роботи Мурашева В. І. [86],  
Немировського Я. М. [89] та інших дослідників [69; 76; 83; 188; 274], де 
відстань між нормальними тріщинами пов’язується як з геометричними, так і 
з міцнісними характеристиками арматури. Безперечно, процеси реального 
утворення тріщин в залізобетонних елементах у цих роботах відтворено 
більш точно порівняно з дослідженнями двох попередніх груп. Однак, в цих 
роботах зв’язок процесів утворення нормальних тріщин в залізобетонних 
елементах і конструкціях з питаннями зчеплення арматури з бетоном 
відображається надто спрощено.  

До четвертої групи доцільно віднести емпіричні залежності, представлені 
переважно в чинних вітчизняних та зарубіжних нормативних документах 
[46; 133; 235]. Тут вплив зчеплення арматури з бетоном на відстань між 
нормальними тріщинами будь-якого залізобетонного елемента враховується 
опосередковано та вкрай наближено за допомогою деяких емпіричних 
параметрів та коефіцієнтів. 

Другий напрям сформувався за дослідженнями, де крок нормальних тріщин 
розраховується згідно їх рівневого утворення (табл. 2.1). Ці дослідження теж 
доцільно розподілити між трьома окремими групами.  

До першої групи варто віднести роботи з опосередкованим визнанням лише 
двох рівнів утворення нормальних тріщин [168; 194; 205]. Крок тріщин в цих 
роботах приймається залежним не тільки від міцності розтягнутого бетону, але й 
від максимальних чи середніх напружень зчеплення арматури з бетоном. Тому 
пропоновані тут залежності з розрахунку відстаней між суміжними 
нормальними тріщинами залишаються прийнятними лише для центрально 
розтягнутих залізобетонних елементів.  

В дослідженнях другої групи кількість рівнів утворення нормальних тріщин 
не обмежують [71]. Крок тріщин розраховують на основі спрощеної лінійної 
залежності середніх напружень зчеплення арматури з бетоном. Через таке 
спрощення розрахунок відстаней між нормальними тріщинами потребує 
численних ітерацій. Водночас, детальний аналіз численних результатів 
експериментальних досліджень дає підстави говорити про нелінійний характер 
функція згаданих напружень на всьому діапазоні деформування 
залізобетонного елемента [124].  
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Таблиця 2.1 – Аналітичні залежності з визначення кроку нормальних тріщин в залізобетонних елементах 

№ 
з/п Автор Рік Вид  залежності для визначення rs  

1 2 3 4 
1.  За однорівневого утворення тріщин 

1.1. Функції, залежні від міцності стиснутого бетону  

1. Saliger R. [366], [367] 1936, 
1947 

)4/(157,0, bmscmsmr fs t   

2. Watstein D., Parsons D. E. [397] 1943 )/( max,1, sbscmmr fks t   

3. Кочкарьов Д. В.,  Бабич В. І. [69] 2011 
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1.2. Функції, залежні від міцності розтягнутого бетону 

4. Desayi P.,  Kulkarni A. B. [223] 1976 
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5. Байков В. Н.,  Сигалов Э. Е. [12] 1985 )/( max,1 t  skctro aAfks  

6. Noakowski P. [333] 1985 89,0
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7. Dawood N.,  Marzouk H. [221] 2010 
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Продовження таблиці 2.1 

1 2 3 4 

8. Shalmani A. Z. [373] 2011 xx ss min,max, 2  ;  )(,
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1.3. Функції, залежні від характеристик арматури 

9. 
Мурашев В. І. [86] 1950 
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1.4. Емпіричні залежності з опосередкованими параметрами зчеплення 
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Продовження таблиці 2.1 

1 2 3 4 

15. СП 63.13330.2012 [133] 2004 )2/(321 stssrm ds    

16. 
Eurocode-2 [235] 2004 

effpsr kkkcks ,4213max, /   
ДСТУ Б В.2.6-156:2010  [46] 2011 

2.  За багаторівневого утворення тріщин 

2.1. Спрощені 

17. Alvarez M.[ 168] 1998 )4/()1( 0min, t  bsctr fs ; min,max, 2 rr ss   

18. 

Пецольд Т.М., Тур В.В. [47] 2003 

)4/(0 efbmsctmr fs t  , 2/01 rr ss   Borosnyoi A. and Balazs G. L. [194] 2005 

Chan Simon H.C.[205] 2012 

2.2. На основі лінійної залежності )( sibm f st   

19. Кочкарьов Д. В. [71] 2018 
im

swisis
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2.3. На основі «двоконсольного» елемента 

20. 
Колчунов В.И. и. др.[ 64] 2009 

)/ln(2 *4*,* BBtsro  ,   де )/(* sss EAKGSB   
Яковенко І. А. [158] 2018 
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Числові методи розрахунку відстаней між суміжними нормальними 
тріщинами різних рівнів, в яких використано моделі «двоконсольного» 
елемента [64; 158] або «складених стержнів», доцільно віднести до 
досліджень третьої групи (табл. 2.1). З їх результатів випливає, що на 
сьогодні розрахунки рівневого утворення нормальних тріщин за вказаними 
моделями залишаються дуже складними і малоприйнятними для інженерної  
реалізації.  

Підсумовуючи результати вищенаведеного аналізу всіх оприлюднених 
результатів досліджень як вітчизняних, так і зарубіжних вчених, можна 
констатувати: процес рівневого утворення нормальних тріщин неможливо 
змоделювати без врахування зчеплення арматури з розтягнутим бетоном. 
Тому крок утворення нормальних тріщин в залізобетонних елементах 
доцільно розраховувати за зусиллями зчеплення арматури з бетоном. 
Величину зазначених зусиль варто обчислювати за середніми напруженнями 
зчеплення арматури з бетоном на ділянці їх активної взаємодії. 

 
2.4. Методики розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин  

 
Розрахунок ширини розкриття нормальних тріщин згідно гіпотези Томаса 

[386] зводиться до обчислення абсолютного зміщення розтягнутого бетону 
відносно арматури. Залежно від способу визначення вказаного зміщення, всі 
оприлюднені на сьогодні роботи з розрахунку ширини розкриття нормальних 
тріщин в залізобетонних елементах і конструкціях доцільно виділити у два 
окремі напрямки (табл. 2.2). 

Оскільки ширина розкриття нормальних тріщин в залізобетонних 
елементах і конструкціях являється інтегральною характеристикою їхнього 
деформування, то в роботах першого напряму вона визначається за 
інтегральними накопиченнями взаємних зсувів бетону і арматури  

 
y

о
ctysyk dyw )( ee .                                        (2.1) 

За подібного підходу всі дослідження цього напрямку доцільно 
розподілити між двома групами. В роботах першої групи ширину розкриття 
нормальних тріщин розраховують за взаємним зсувом бетону і арматури на 
ділянці між суміжними тріщинами [21; 71; 158; 367; 386]. Відповідні рішення 
вимагають безпосереднього інтегрування діаграм зчеплення арматури з 
бетоном. А оскільки подібна процедура у більшості випадків є практично 
неможливою, то її замінюють на числове інтегрування [158]. Отримувані при 
цьому рішення залишаються вкрай громіздкими, часто втрачають фізичну 
сутність та інженерну осяжніть. Альтернативною могла б бути модель 
ступеневого накопичення взаємних зміщень бетону і арматури [71]. 

До другої групи доречно віднести роботи, в яких ширина розкриття 
нормальних тріщин розраховується за надто спрощеними та ще й переважно 
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емпіричними параметрами зсуву бетону і арматури [76; 205; 339; 373]. Тому 
змоделювати рівневе утворення нормальних тріщин в залізобетонному 
елементі з їх допомогою у більшості випадків просто неможливо.  

Щодо робіт другого напряму, то в них автори оперують не накопиченням 
зсувів, а різницею видовжень бетону і арматури на ділянках 2/0rs  по 
обидва боки від тріщини 

)()(2 0

5,0 0

ctmsmr

s

о
k sdyyw

r

eeet   .                         (2.2) 

 При цьому, в роботах Мурашова В. І. [86], Немировського Я. М. [89] та 
інших [55; 75; 83; 90; 92; 96; 194; 209; 333; 366; 397], вона закладається в 
розрахункові формули безпосередньо. Ця різниця (тобто зсув) обчислюється 
за допомогою емпіричного коефіцієнта s , що враховує вплив розтягнутого 
бетону між нормальними тріщинами на ширину їх розкриття. Однак в усіх 
вищезгаданих дослідженнях питання зчеплення арматури з бетоном 
зачіпаються вкрай опосередковано. 

Сюди можна віднести і пропозиції чинних норм [46; 235] 

s
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 ,    (2.3) 

де зчеплення арматури з бетоном враховується дуже наближено за 
допомогою емпіричного коефіцієнту 2k , а для попередньо напружених 
елементів ще й за рахунок параметру effp, . 

В роботах другої групи різниця видовжень бетону і арматури 
закладається в розрахункові формули опосередковано з застосуванням 
емпіричних параметрів та коефіцієнтів [274; 372; 390]. За вказаних обставин 
розрахункові залежності є вкрай розмитими стосовно такого параметру, як 
крок утворення тріщин. Тому, як і в попередньому випадку, відтворення 
загальних закономірностей реального процесу рівневого утворення 
нормальних тріщин в залізобетонних елементах стає практично неможливим.  

Таким чином, варто визнати: розрахунок ширини розкриття нормальних 
тріщин через пряме інтегрування діаграм зчеплення арматури з бетоном у 
більшості випадків виконати неможливо. Числове інтегрування зазначених 
діаграм теж доволі рідко призводить до простіших та компактніших рішень. 
Тому розрахунок деформативності залізобетонних елементів і конструкцій 
було б доцільніше виконувати за рівневим накопиченням взаємних зміщень 
бетону і арматури або різниці їх видовжень. Подібна методика неодмінно 
повинна враховувати поетапне дроблення початкових відносно довгих блоків 
між нормальними тріщинами на короткі внаслідок утворення проміжних 
тріщин нового рівня. 
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Таблиця 2.2 – Аналітичні залежності з розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин в залізобетонних елементах 

№ 
з/п Автор Рік Вид  аналітичної залежності для визначення kw  

1 2 3 4 

1. За накопиченням взаємних зсувів бетону і арматури 

1.1. За параметрами неоднорідного зсуву 

1. 
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Продовження таблиці 2.2 

1 2 3 4 

6. Shalmani A. Z. [373] 2011 )( ,,max,, csxcmxsmxgxxk sw eee   
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Продовження таблиці 2.2 

1 2 3 4 
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 2.5. Висновки  

 
1.  Реальні процеси утворення та розкриття нормальних тріщин в 

залізобетонних елементах і конструкціях у дійсності є багаторівневими.  
2.  Моделювання процесів рівневого утворення нормальних тріщин без 

врахування зчеплення арматури з бетоном виконати практично 
неможливо. 

3.  Блокова модель деформування залізобетонних елементів і конструкцій 
дозволяє відносно просто відтворювати поетапне дроблення початкових 
відносно довгих блоків між тріщинами на дрібніші внаслідок утворення 
нових проміжних тріщин між уже існуючими. 

4.  Перехід від безпосереднього до числового інтегрування діаграм зчеплення 
арматури з бетоном не призводить до суттєвого спрощення розрахунків 
ширини розкриття нормальних тріщин в залізобетонних елементах. 

5.  Універсальна функція середніх напружень зчеплення арматури з бетоном 
дозволить моделювати реальні процеси утворення та розвитку тріщин в 
залізобетонних елементах у найпростіший спосіб.  

6.  При розрахунках крок нормальних тріщин в залізобетонних елементах і 
конструкціях доцільно пов’язувати з зусиллями зчеплення арматури з 
бетоном. 

7.  Формальне використання гіпотези Томаса в більшості спрощених методик 
розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин обумовлене тим, що в 
залізобетонних елементах фактичне нерівномірне накопичення взаємних 
зсувів бетону і арматури замінюють на абсолютну різницю їх видовжень. 

8.  В практичних розрахунках дійсного напружено-деформованого стану 
залізобетонних елементів і конструкцій доцільно було б використовувати 
методику рівневого або поетапного накопичення взаємних зсувів 
(зміщень) або різниці видовжень бетону і арматури.  

9.  Узагальнену методику розрахунку тріщиностійкості залізобетонних 
елементів і конструкцій доцільно було б розбудовувати з позицій 
рівневого утворення нормальних тріщин. При цьому варто було б 
забезпечити її ефективну реалізацію не тільки в програмному, але і 
інженерному варіантах. 
Вищенаведений аналіз результатів експериментально-теоретичних 

досліджень, оприлюднених у відкритих літературних джерелах вітчизняними 
та зарубіжними вченими, і сформульовані на їх основі загальні висновки 
дозволили окреслити основну мету та визначальні задачі власних досліджень, 
що наведені у вступі. 
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РОЗДІЛ 3 

РІВНЕВА МОДЕЛЬ ТА МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ УТВОРЕННЯ І 
РОЗКРИТТЯ НОРМАЛЬНИХ ТРІЩИН ЗА ЛОКАЛЬНИМ 
ПОРУШЕННЯМ ЗЧЕПЛЕННЯ АРМАТУРИ З БЕТОНОМ 

 
3.1.   Основні положення, гіпотези та передумови   

 
Так як модель рівневого утворення нормальних тріщин в залізобетонних 

елементах і конструкціях спрямована на подальший розвиток узагальненої 
деформаційно-силової моделі їх опору, то її вихідні гіпотези і передумови в 
основному залишаються ідентичними до гіпотез і передумов останньої та 
зводяться до виконання наступних положень. 

1. Методика розрахунку тріщиностійкості залізобетонних елементів і 
конструкцій загалом та рівневого утворення тріщин зокрема розбудовується з 
залученням основних співвідношень механіки деформованого твердого тіла 
(МДТТ). 

2. Жорсткість та тріщиностійкість залізобетонних елементів і конструкцій 
на будь-якій стадії деформування відтворюється за допомогою узагальнених 
діаграм їх стану « )/1( rM  ». 

3. Від самого початку свого завантаження залізобетон зберігає властивості 
суцільного твердого тіла. Граничні або максимальні зусилля, що виникають в 
залізобетонному елементі при утворенні тріщин, розраховують за умовою 
пружного деформування арматури та пружно-пластичного деформування 
бетону стиснутої та розтягнутої зон.  

4. Максимальні значення відносних деформацій розтягнутого бетону ctue , 
що відповідають моменту утворення нормальних тріщин, розраховують за 
екстремальним критерієм його несучої здатності 0)/1(/ rddM ct , який за 
умов осьового навантаження набуває вигляду 0/ ctct ddN e . 

5. Після утворення нормальних тріщин залізобетон продовжує розглядатися 
як «квазісуцільне тіло». Вплив розтягнутого бетону в блоці між суміжними 
тріщинами враховується через пониження середнього значення його 
«залишкової» міцності. 

6. Для кроку та ширина розкриття нормальних тріщин будь-якого рівня 
визначальною є їх функціональна залежність не тільки від профілю та 
діаметру арматури, але й від основних параметрів її зчеплення з бетоном. 

7. В практичних розрахунках дійсна кривина залізобетонного елемента 
визначається за оберненим виразом узагальненої діаграми його стану 

)(/1 Mfr   та пов’язується з деформаціями матеріалів за гіпотезою 
плоских перерізів ) ,(/1 c sfr ee .  

Детальний аналіз експериментально-теоретичних досліджень вітчизняних 
і закордонних вчених, наведений у розділах 1 та 2, спонукає до надзвичайно 
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важливого висновку: рівневе утворення тріщин в залізобетонних елементах і 
конструкціях дуже тісно пов’язані з питаннями зчеплення арматури з 
бетоном. А раз так, то вищенаведені положення є вкрай важливими не тільки 
для моделі рівневого утворення тріщин, але і для узагальненої моделі 
зчеплення арматури з бетоном. Спільними елементами обох розроблюваних 
моделей варто вважати також: 

• визначальний критерій, який дозволяв би не тільки фіксувати початок 
порушення зчеплення арматури з бетоном, але й кількісно та якісно 
оцінювати ступінь такого порушення на кожній проміжній стадії 
деформування залізобетонного елемента аж до граничної; 

• найважливіші параметри моделювання, за допомогою яких можна було 
би достовірно відтворювати не тільки загальні закономірності зчеплення 
арматури з бетоном, але й дійсний процес рівневого утворення та розвитку 
тріщин в залізобетонних елементах і конструкціях; 

• головний параметр, за яким можна було б не тільки відслідковувати 
ступінь порушення взаємодії арматури з бетоном, але й розраховувати 
визначальні характеристики тріщиностійкості залізобетонних елементів і 
конструкцій. 

 
3.2. Умови та критерії локального порушення зчеплення арматури 

з бетоном при утворенні нормальних тріщин 
 

Переважно утворення першої тріщини в залізобетонному елементі 
пов’язується лише з моментом її виникнення. А оскільки цей момент 
безпосередньо не залежить від зчеплення арматури з бетоном, то утворення 
тріщин розраховують за граничними деформаціями розтягнутого бетону 

ctuε , які доцільно фіксувати за екстремальним критерієм його несучої 
здатності [102] 0)/1(/ rddM ct  - за умов неоднорідного деформування 
елементів та 0/ ctct ddN e  - за їх осьового деформування. Саме критерії 
такого роду визнаються у якості загальних чинними вітчизняними нормами 
[46, п. 4.1.1]. Водночас, ці норми дозволяють приймати граничні деформації 
розтягнутого бетону наближено за виразом 0/2 cctkctu Efε  .  

Застосування в якості критерію появи тріщин виразу 0/ eddM w  [71] 
залишається доволі дискусійним з двох причин. По-перше, в момент 
утворення тріщини несучу здатність втрачає тільки розтягнутий бетон, а не 
весь елемент вцілому (на графіках ewM  або )/1( rM w   ніяких 
екстремумів не спостерігають). По-друге, загальновідомі критерії Ферма 

0)/1(/ rddM  та 0/ eddN  наділені певним фізичним змістом. Вони 
характеризують жорсткість згинального або позацентрово завантаженого 
залізобетонного елементу ( EI ) та центрально завантаженого бетонного або 
залізобетонного елемента ( EA ), відповідно, за якої зазначені елементи 
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втрачають свою несучу здатність [111; 122]. Фізичний зміст виразу 

0/ eddM  залишається незрозумілим. 
Узагальнена методика розрахунку утворення тріщин повинна відповідати 

на питання: в який момент, де та в якій послідовності вони виникають. Без 
залучення параметрів зчеплення арматури з бетоном це здійснити 
неможливо. Зазвичай взаємодію арматури з бетоном на стадії граничного 
деформування залізобетонних елементів і конструкцій пов’язують з 
критеріями міцності їхнього зчеплення. Вони характеризують повну втрату 
зчеплення арматури з бетоном. Однак, завдяки поступовому багаторівневому 
утворенню та розкриттю нормальних тріщин в залізобетонному елементі, 
взаємодія арматури з бетоном починає порушуватись задовго до його 
фізичного руйнування чи втрати несучої здатності. А відтак визначальним 
параметром або критерієм, за яким можна доволі просто і ефективно 
оцінювати взаємодію арматури з бетоном, можна вважати зусилля їхнього 
зчеплення bdN . Цілком зрозуміло, що вони завжди обмежуватимуться 
максимальними зусиллями в розтягнутому бетоні crctN , . Тому зусилля 
граничного зчеплення арматури з бетоном на ділянках їх активної взаємодії 
можуть слугувати критерієм локального порушення зчеплення арматури з 
бетоном, викликаного утворенням нормальних тріщин [118; 362]. Інакше 
кажучи, перед появою будь-якої нової тріщини граничне зусилля зчеплення 
арматури з бетоном crbdN ,  на ділянці між суміжними тріщинами попереднього 

рівня сягатиме граничного зусилля в розтягнутому бетоні  crctN ,  (рис. 3. 1) 

crctcrbd NN ,,  .                                             (3.1) 

 

t b

N bd

N ct,cr

t bm1 t bm2 t bm3 f bd  
Рисунок 3.1 – Зміна зусиль зчеплення арматури з бетоном при рівневому 

утворенні нормальних тріщин в залізобетонному елементі 
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3.3. Модель взаємодії арматури з бетоном в залізобетонних елементах 

 
Моделювання взаємодії арматури з бетоном і досі залишається одним із 

основних завдань загальної теорії залізобетону. Зазвичай таке завдання 
спрямовується на визначення зусиль взаємного зчеплення арматури з 
бетоном. Його розв’язок за допомогою безпосереднього або числового 
інтегруванням діаграм sb t   призводить до надто складних та громіздких 
рішень. А тому в практичних розрахунках зусилля взаємодії арматури з 
бетоном будемо моделювати у найпростіший спосіб за допомогою функції 
середніх напружень їхнього зчеплення. 

Використовуючи функцію середніх напружень цього зчеплення bmit , 
зазначені зусилля для відповідного рівня утворенню нормальних тріщин 
можна доволі легко розрахувати за відомою формулою 

sibmib
s

bd ludzzuN
r

  tt )( ,                               (3.2) 

де u  – периметр поперечного перерізу арматурного стержня діаметром s ,      
            що має площу sA ,  рівний ssAu  /4 ;  
   sil  – ділянка  активного  зчеплення  арматурного  стержня  з  бетоном  або   
            відстань між тріщинами відповідного рівня ( risi sl  );  
  ibmt – значення  середніх  напружень  зчеплення  арматури  з  бетоном  на 
             ділянці між суміжними тріщинами відповідного рівня. 

Ймовірний характер цієї функції може бути визначений завдяки аналізу 
напружено-деформованого стану контактного шару між бетоном і арматурою 
при її висмикуванні з бетону (рис. 3.2). Розглядаємо випадок з можливим 
руйнуванням залізобетонного елемента внаслідок проковзування арматури, 
оскільки розколювання бетону в реальних конструкціях є менш ймовірним із-
за спеціальних конструктивних заходів, які закладаються іще на стадії їх 
проектування. 

І – умовно пружна стадія. За невеликих зусиль в елементі деформування 
бетону і арматури близьке до пружного: епюра нормальних напружень в 
стержні є практично трикутною, максимальні напруження зчеплення Ib maxt  
виникають поблизу завантаженого кінця бетонного зразка, а їх середні 
значення можна наближено прийняти рівними половині від максимальних 

2/max IbIbm tt  .  
ІІ – пружно-пластична стадія. Інтенсивний розвиток значних пластичних 

деформацій в бетоні викликає викривлення епюри нормальних напружень в 
арматурі, положення максимальних дотичних напружень зчеплення IІb maxt  
на самій епюрі залишається близьким до завантаженого кінця бетонного 
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зразка, але коефіцієнт повноти епюри зазначених напружень IIbIbm max/tt  
починає помітно зростати. 

ІІІ – стадія зсуву. Помітні зміщення завантаженого кінця арматурного 
стержня супроводжуються як значними пластичними деформації бетону під 
його виступами, так і частковим руйнуванням бетону в їх контактному шарі. 
Максимальні напруження зчеплення IIIb maxt  поступово зміщуються до 
незавантаженого кінця бетонного зразка за невпинного зростання коефіцієнта 
повноти епюри зазначених напружень IIIbIbm max/tt . 

ІV – стадія руйнування (найменше зростання зусиль в елементі викликає 
проковзування арматурного стержня уздовж всієї ділянки його зчеплення). 

 

N s і

s s I


s

s s I I

s sI I I

s sI V

t b i
t b I I

t bI I I

t b I V

t b I

s s i

t b m i
t b m I

t b mI I
t b m I I I
t b m I V

l s і

l s 1

l s m a x
 

Рисунок 3.2 – Зміна параметрів напруженого стану контактного шару бетону 
та арматурного стержня при висмикуванні його з бетону 

 
Вищенаведена схема передбачає, що деформації арматури залишаються 

пружними навіть при руйнуванні бетонного зразка за відсутності в ньому 
тріщин. Реальне ж деформування залізобетонних елементів відбувається за 
дещо іншою схемою та супроводжується утворенням тріщин в розтягнутому 
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бетоні. Для них друга стадія деформування є основною за певного 
наближенням до третьої лише на останньому рівні завантаження. 

Якщо зважити на сказане та прийняти до уваги залежність (3.2), то 
середні напруження зчеплення арматури з бетоном на проміжних стадіях 

ibm,t  варто розраховувати аналогічно до граничної [125; 356] 

                               
max,

max,

4 s

ss
bd l

f





s
                                           (3.3) 

за загальновідомим виразом  
)4/(, sissiibm lst ,                                    (3.4) 

де max,ss – максимально можливі напруження в розтягнутій арматурі на 
ділянці її активного зчеплення з розтягнутим бетоном, не можуть 
перевищувати граничних значень ( yks fmax,s );  

    max,sl – ділянка активного зчеплення арматури з бетоном в граничній стадії 
деформування залізобетонного елемента;  

    sis   – найбільші напруження в арматурі на ділянці її активного зчеплення                
з розтягнутим бетоном за певної стадії деформування 
залізобетонного елемента;  

    s  –  діаметр арматурного стержня; 
     sil  – ділянка активного зчеплення арматури з бетоном за певної стадії                

деформування залізобетонного елемента. 
Зі співставлення виразів (3.3) та (3.4) випливає, що рівень середніх 

напружень зчеплення арматури з бетоном є залежним як від рівня нормальних 
напружень в самій арматурі, так і від відносної величини ділянки активного 
зчеплення з розтягнутим бетоном max/ ssi ll  

si

s

y

si

bd

ibm

l
l

f
max, 

s
st

.                                           (3.5) 

Числовий аналіз результатів експериментальних досліджень різних 
авторів [31; 68; 126; 166; 173; 187; 347], приведених на рис. 3.3…3.5, 
дозволив отримати наступну залежність з визначення відносної величини 
ділянки активного зчеплення арматури з бетоном  

1/1
max,max, )/(/ hss ssissi ll  ,                       (3.6) 

де 1/1 h – параметр пропорційності ділянки зчеплення. 
Відтак функція середніх напружень зчеплення арматури з бетоном, за 

обчислення їх граничних (максимально можливих) значень згідно пропозицій 
[71; 102; 151]  
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Гараи Т. [31]

 
Рисунок 3.3 – Теоретичні (––––) та експериментальні (– – –) залежності 
середніх дотичних напружень зчеплення від нормальних напружень в 

арматурі періодичного профілю (досліди 1955-59 рр.) 
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Кольнер В. [68] 

Adrouche K. [166] 

Рисунок 3.4 – Теоретичні (––––) та експериментальні (– – –) залежності 
середніх дотичних напружень зчеплення від нормальних напружень в 

арматурі періодичного профілю (досліди 1968-87 рр.) 
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Рисунок 3.5 – Теоретичні (––––) та експериментальні (– – –) залежності 
середніх дотичних напружень зчеплення від нормальних напружень в 

арматурі періодичного профілю (досліди 2014-17 рр.) 
 

ctkbd ff  21 hh ,                                             (3.7) 
набуде остаточного вигляду 

1/11
max,21 )/( hsshht  ssictkbmi f .                      (3.8) 

Коефіцієнт 2h , що враховує вплив діаметру арматури, можна приймати 
згідно чинних норм [46; 235].  

Особливої уваги заслуговує коефіцієнт 1h , яким враховується профіль 
арматури за індексом Рема Rf . Для визначення його середніх та довірчих 
(нормованих) значень Цибою О. О. [137] запропоновано наступні залежності, 
відповідно  

    Rf 5,175,11h ,                                           (3.9) 

Rf 5,1712,11h .                                        (3.10) 
З рис. 3.6 видно, що ці функції є справедливими лише для арматури з 

індексом зчеплення в межах 075,0...0Rf .  
Альтернативна загальна залежність для розрахунку середніх значень  

коефіцієнта 1h  [102] 
2

1 )12(351 RR ff h ,                               (3.11) 
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хоч і є справедливою для будь-якої арматури з довільним індексом 
зчеплення, потребує відповідного «унормування» [120].  

Тому для використання в практичних розрахунках можна рекомендувати 
наступну залежність (рис. 3.6) 

2
1 120291 RR ff h ,                               (3.12) 

яка дозволяє визначати нормовані значення коефіцієнта 1h  з довірчим 
інтервалом s2  (s - середньоквадратичне відхилення з експериментом). 
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довірчі значення Циби О.О. [151]
середні значення Ромашка В.М. [102]
довірчі значення автора [120]

 
Рисунок 3.6 – Залежність коефіцієнта 1h  від індексу зчеплення 

 арматури з бетоном Rf  
 

Всебічний аналіз численних результатів експериментальних досліджень 
різних авторів [31; 68; 126; 166; 173; 187; 347] показує (рис. 3.3…3.5), що 
залежність середніх напружень зчеплення від напружень в самій арматурі 
може бути представлена як степеневою функцією (3.8), так і, у певному 
діапазоні деформування залізобетонних елементів, лінійною функцією [71]  

)/)(( 0021, shht  ydsictmim ff .                   (3.13) 
Про це свідчать результати відповідного порівняння дослідних та 

теоретичних значень середніх напружень зчеплення (табл. 3.1), розрахованих 
за вказаними функціями.  
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Однак для деформаційно-силової моделі нелінійна (степенева) функція 

середніх напружень зчеплення арматури з бетоном є більш прийнятною та 
пріоритетною, оскільки залежність (3.8), на противагу виразу (3.13), не 
накладає ніяких обмежень на її використання в приграничних зонах: 

00 tt  bmi  та ysil sss   [71]. 
Таблиця 3.1 – Результати порівняння теоретичних та дослідних значень 

середніх напружень зчеплення арматури з бетоном 

Автори 
досліджень Рік 

Профіль та 
діаметр 

арматури, мм 

Відхилення від дослідних даних 
за формулою 

(3.8) 
за формулою 

(3.13) [71] 
      ,%      ,% 

Amstutz E. [173] 1955 періодичний, 30 0,99 3,22 3,25 1,091 6,03 5,53 
Bernander K. [187] 1957 періодичний, 16 1,01 2,26 2,25 1,048 3,18 3,03 
Гараи Т. [31] 1959 періодичний, 20 0,99 1,34 1,35 1,049 3,30 3,15 
Кольнер В. [68] 1965 періодичний, 20 1,00 1,73 1,73 1,08 5,27 4,88 
Adrouche K. [166] 1987 періодичний, 16 0,995 2,00 2,01 1,01 2,32 2,30 
Rashedul K . [347] 2014 періодичний, 20 0,994 2,29 2,30 1,051 4,48 4,26 
Самошкин А.[126] 2017 періодичний, 16 0,998 2,28 2,29 1,023 2,76 2,70 
    і    - середньоарифметичне та стандартне відхилення,   - коефіцієнт варіації 

 
Підтвердженням сказаного є наступні граничні умови застосування 

отриманого виразу (3.8). 
1. Якщо 0sil , то з виразу (3.6) отримуємо 0sis , а із залежності (3.8) 

- 0bmit . Водночас функція середніх напружень зчеплення за виразом (3.4) 
перетворюється у невизначеність виду « 0/0 ». Щоб розкрити отриману 
невизначеність, виразимо з (3.6) довжину ділянки активного зчеплення sil   

1/1
max,max, )/( hss ssissi ll                                  (3.14) 

та підставимо її в залежність (3.4) 

1/1
max,max,

,
)/(4 hss

s
t

ssis

ssi
ibm

l 


 .                         (3.15) 

Після нескладних перетворень отримаємо 

1
1

/11

max,

/1
max,

, 4
h

h

s
s

t 




 si

s

ss
ibm l

.                               (3.16) 

Вираз (3.16) підтверджує, що за 0sis  середні напруження зчеплення 

 s  sv v

 s v
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арматури з бетоном 0bmit . 

2. Якщо ykssi f max,ss , то середні напруження зчеплення за виразом 

(3.8) досягають своїх граничних значень bdbmu ft .  
Таким чином, отримана залежність середніх напружень зчеплення 

арматури з бетоном пристосована до використання на всьому діапазоні 
деформування залізобетонних елементів. 

 
3.4. Розрахункова модель рівневого утворення нормальних тріщин в 

залізобетонних елементах  
 

Розбудову узагальненої моделі рівневого утворення нормальних тріщин в 
залізобетонних елементах та конструкціях будемо здійснювати на базі 
блокової тришарової моделі зчеплення арматури з бетоном. Щодо самих 
компонентів контактної системи «арматура – контактний шар – розтягнутий 
бетон», то їхню взаємодію будемо відтворювати за допомогою силових 
параметрів згідно наступної схеми [111; 122] 

ctbds NNN  ,                                        (3.17) 
де зусилля в компонентах вказаної системи є функціями відповідних 
напружень (рис. 3.7) 

)( ss fN s ;  )( bmbd fN t ;   )( ctct fN s .              (3.18) 
 

N sіNsі
t b,zt b m,z

s r isri+1

wi +1 w iw i + 2

f ctk

f ctk

hef f

 
Рисунок 3.7 – До напруженого стану компонентів контактної системи 

«арматура – контактний шар – розтягнутий бетон»   
 
До моменту завантаження залізобетонного елемента зазначена контактна 

система знаходиться в рівновазі 
0 ctbds NNN ,                                    (3.19) 

а тому напруження в її компонентах відсутні 0 ctbms sts .  
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Тобто нелінійна функція середніх напружень зчеплення арматури з 

бетоном (3.8) є придатною до відтворення початкового стану деформування 
залізобетонного елемента.  

Використання ж іншої залежності, за якою 0bmt  при 0ss , є 
сумнівним, оскільки вже від самого початку закладає порушення рівноваги 
контактної системи «арматура – контактний шар – розтягнутий бетон».  

Прихильники вищевказаної залежності доволі часто посилаються на 
загальновідому функцію Abrams D. A. [160] та Кузнєцова А. Н. [75] 

)()( 10 xKx stt  .                                  (3.20) 
Дійсно, за відсутності навантаження, між арматурою та бетоном завжди 

існують якісь початкові напруження зчеплення 000  btt . Спричинені 
вони, як правило, усадкою (склеюванням) бетону (рис.3.8). Але, водночас, 
усадка викликає початкові стискуючі напруження і в самій арматурі 

000  sss . Тому в стиснутих елементах напруження зчеплення будуть 
збільшуватися при зростанні навантаження (за вдавлювання +), а в 
розтягнутих елементах змінять свій знак (при висмикуванні –) та пройдуть 
через початок координат ( 0ss ; 0bst ) графіку sbs st  (рис. 3.8). 

 

s s

t bs

s s
s so

t bs

t bo

 
Рисунок 3.8 – Характер аналітичної залежності середніх дотичних напружень 

зчеплення від нормальних напружень в арматурі 
 
Насправді ж загальна рівновага контактної системи на ділянці активного 

зчеплення арматури з бетоном завжди зберігається аж до моменту утворення 
нормальної тріщини 

crctcrbdcrs NNN ,,,  .                                       (3.21) 
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Якщо зважити на сказане та прийняти до уваги узагальнений критерій 

порушення зчеплення арматури з бетоном (п. 3.2), то за рівневого утворення 
нормальних тріщин в залізобетонному елементі можна записати 

1,,  ibdibd NN ,                                            (3.22) 

де ibdN ,  і 1, ibdN  – зусилля активного зчеплення арматурного стержня з 
бетоном, що відповідають утворенню тріщин попереднього та наступного 
рівнів відповідно. 

При врахуванні виразу (3.2) залежність (3.22) набуває нового вигляду 

11   ribmiribmi ss tt ,                                   (3.23) 
де ris  і 1ris  – відстані між тріщинами попереднього та наступного рівнів; 

bmit  і 1bmit – середні  напруження  зчеплення  арматури   з   бетоном   на  
                         ділянках між тріщинами тих же рівнів відповідно. 
За результатами експериментальних досліджень у більшості випадків 

вдається зафіксувати не більше 2…3-х рівнів утворення нормальних тріщин 
[117]. Згідно (3.23) тріщини двох перших рівнів центрально розтягнутих 
елементів (рис. 3.9) можна пов’язати між собою за допомогою виразів   
 

N w N w
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sr 2 sr 2
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t bmax2

t bm2
t bmax2

t bm 2
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t bm1
t bmax1

t b m 2 t bmax2
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б)
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t bmax1
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Рисунок 3.9 – Схеми рівневого утворення тріщин (а) та відповідних епюр 

напружень зчеплення арматури з бетоном (б, в) в центрально розтягнутому 
залізобетонному елементі  
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2/12 rr ss  ,                                             (3.24) 

  12 2 bmbm tt  .                                         (3.25) 
Згідно виразу (3.8), тріщини першого рівня почнуть утворюватися саме в 

той момент, коли середні напруження зчеплення арматури з бетоном на 
ділянках між ними сягатимуть значень [119; 359] 

1/11
1,211 )/( hshht  ykcrsctkbm ff .                    (3.26) 

Щодо середніх напружень та деформацій в арматурному стержні, за яких 
виникатимуть тріщини другого рівня, то їх можна розрахувати за дуже 
простими залежностями, отриманими з (3.25) та (3.26) 

1
1,2,

1

1

2  h
h

ss crscrs ;                                      (3.27) 

 1
1,2,

1

1

2  h
h

ee crscrs .                                      (3.28) 
Подібним чином доцільно розраховувати середні напруження зчеплення 

арматури з бетоном на ділянках між нормальними тріщинами третього рівня 
123 42 bmbmbm ttt                                     (3.29) 

та відповідні значення середніх напружень і деформацій в арматурі 

1
1,3,

1

1

4  h
h

ss crscrs ;                                     (3.30) 

 1
1,3,

1

1

4  h
h

ee crscrs .                                      (3.31) 
З аналізу виразів (3.30) і (3.31) слідує, що в експлуатаційній стадії третій 

рівень утворення нормальних тріщин є малоймовірним, так як вже за 
деформацій 1,3, )8....4( crscrs ee   напруження в арматурі прямують до межі 
текучості. 

Для згинальних залізобетонних елементів, де нерівномірність утворення 
та розміщення нормальних тріщин є очевидною (рис. 3.10), залежність (3.23) 
також залишається справедливою, набуваючи вигляду 

1,11,1,1,1   jrijbmijrijbmi ss tt ,                          (3.32) 
де jris ,1  і 1,1  jris  –  відстані   від   тріщини   наступного   рівня   до   тріщин  

попереднього рівня справа та зліва від неї, відповідно; 
jbmi ,1t  і 1,1  jbmit – середні напруження зчеплення арматури з бетоном на 

ділянках між тріщиною наступного рівня і тріщинами 
попереднього рівня справа та зліва від неї, відповідно. 

Приміром, для нормальних тріщин другого рівня (рис. 3.10), вираз (3.32) 
можна записати у вигляді 
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2,22,11,21,1 rbmrbm ss  tt .                                (3.33) 
Таким чином, залежності (3.23), (3.32) та (3.33) дозволяють відтворювати 

безпосередній зв’язок узагальненої моделі рівневого утворення тріщин з 
питаннями зчеплення арматури з бетоном. 
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Рисунок 3.10 – Схеми рівневого утворення тріщин (а), відповідних епюр 

напружень зчеплення (б, в) та моментів (г) в згинальному елементі 
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Інакше кажучи, процес утворення нормальних тріщин в залізобетонних 

елементах та конструкціях пропонується регламентувати за визначальними 
параметрами зчеплення арматури з бетоном. Це дозволить розбудовувати 
узагальнену теорію зчеплення арматури з бетоном у складі загальної моделі 
рівневого утворення нормальних тріщин зокрема та універсальної 
деформаційно-силової моделі опору залізобетонних елементів і конструкцій 
силовим впливам вцілому. Що ж до розбудови узагальненої моделі рівневого 
утворення нормальних тріщин, то тут особливу увагу належить відвести 
розрахункам відстаней між ними. 

 
3.5. Методика розрахунку відстаней між нормальними тріщинами 

за локальним порушенням зчеплення арматури з бетоном 
 

3.5.1.  Центрально розтягнуті елементи 
 

Використовуючи вищенаведену модель рівневого утворення нормальних 
тріщин, крок між суміжними нормальними тріщинами ris  будемо 
розраховувати за рівновагою максимальних зусиль в розтягнутому бетоні 

)(, ctucrct εfN   та зусиль активного зчеплення арматури з бетоном crbdN ,  
на ділянці їх активної взаємодії. Зважаючи на сказане, відстань між 
суміжними тріщинами першого рівня на рівні центру ваги розтягнутої 
арматури, за нормальних в ній напружень 1,crss , доцільно визначати за 
виразом [116; 357] 

s

crct

ykcrsctk

s
r A

N

ff
s ,

/11
1,21

1
1)/(4







 hshh
.               (3.34) 

Так як для центрально розтягнутих залізобетонних елементів (рис. 3.9) 

crctctkcrct AfN ,,  , то крок вказаних нормальних тріщин залишатиметься 
обернено пропорційним до коефіцієнта їх поздовжнього армування 

crctstl AA ,, /   

))/(4/( ,
/11

1,211
1

tlykcrssr fs shh h   .            (3.35) 
Зважаючи, що відстань між тріщинами другого рівня зменшується вдвічі 

2/12 rr ss  , напруження в арматурі, за яких почнуть утворюватися ці 
тріщини, можна розрахувати згідно наступної залежності [123; 357] 
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Оскільки відстані між тріщинами третього рівня теж зменшуються вдвічі 
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2/23 rr ss  , то напруження в арматурі, що відповідають початку їх 

утворення, теж можна розрахувати за аналогічним виразом 

1

,121
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1

1
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s
ykcrs s

f .                        (3.37) 

 
3.5.2. Згинальні залізобетонні елементи 
 

Відстань між суміжними нормальними тріщинами першого рівня 1,1rs  в 
згинальних залізобетонних елементах (рис. 3.10, а) теж доцільно 
розраховувати за виразом (3.34). Щодо максимальних зусиль в розтягнутому 
бетоні )(, ctucrct εfN  , то їх слід визначати за розв’язком загальновизнаної 
системи співвідношень МДТТ [105; 115; 363] 

 • статичних ),,(,),,( sctcsctc fNfM eeeeee  ; 








(3.38)  • геометричних ),,(/1 sctcfr eee ; 

 • фізичних )( cc f es  , )( ctct f es  , )( ss f es  . 

Для прискорення самих розрахунків, що є ітераційними, її доцільно 
доповнювати аналітичною залежністю діаграми стану елемента )/1( rM   
та узагальненою функцією граничних деформацій стиснутого бетону 

),,,,( bhsilisicu mmxf ee   в залізобетонному елементі [102]. 
Водночас варто зауважити, що розраховане в подібний спосіб зусилля в 

розтягнутому бетоні crctN ,  мусить прийматися не меншим мінімального 

значення, обмеженого зусиллям активного зчеплення crbdN , . Розрахунок 
останнього слід виконувати згідно наступних застережень.  

На думку багатьох дослідників [168; 191; 256; 293; 327; 383; 404] зону 
активного зчеплення арматури з бетоном доцільно обрамлювати круговою 
бетонною оболонкою, діаметр якої варто обмежувати 5-ма діаметрами 
арматурного стержня. Тому мінімальна площа розтягнутого бетону min,crctA  
повинна обчислюватися з урахуванням схеми розміщення арматури в 
перерізі елементу. Зокрема, для схем армування, наведених на рис. 3.11, 
мінімальну площу перерізу розтягнутого бетону crctA ,  слід розраховувати за 
нижченаведеними формулами [120] 

)()( 2121, bbaanA scrct  ;                              (3.39) 

)( 21, aaabA dncrct  ,                                 (3.40) 

де  sa  5,21 ,  sb  5,21 ,  sba  5,222 .  
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Рисунок 3.11 – До розрахунку площі поперечного перерізу розтягнутого 

бетону в зоні активного зчеплення з арматурою для випадків: а) sdb  5 ;  
б) sdb  5  ( sda  5 )  

 
Так як нормальні напруження в арматурі на ділянках між тріщинами є 

змінними, то середні напруження зчеплення арматури з бетоном на цих 
ділянках теж будуть різними. Інакше кажучи можна стверджувати, що 
відстані між нормальними тріщинами нових та попередніх рівнів утворення 
(рис. 3.12) завжди різнитимуться між собою. 

Таким чином, в пропонованій моделі рівневого утворення нормальних 
тріщин загальний критерій порушення зчеплення арматури з бетоном 
дозволяє зв’язати відстань між тріщинами безпосередньо з середніми 
напруженнями зчеплення арматури з бетоном наступними виразами 
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де j – номер тріщини (зазвичай 1j ) відповідного рівня їх утворення – i . 
Приміром, відстані від суміжних тріщин першого рівня до нової тріщини 

другого рівня (рис. 3.12, а) можна розрахувати за нижченаведеними виразами  
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Рисунок 3.12 – Стадії в зміні напружень зчеплення арматури з бетоном в 

згинальному залізобетонному елементі після утворення тріщин першого (а),  
другого (б) та третього (в) рівнів 
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що отримані з рівності зусиль зчеплення арматури з бетоном (3.22) по обидва 
боки від ймовірної тріщини другого рівня 

1,22,22,21,2 / bmbmrr ss tt .                               (3.45) 
Подібним чином можна розраховувати всі інші відстані між суміжними 

тріщинами попередніх та наступних рівнів їх утворення (рис. 3.12, б, в). 
Якщо для згинальних елементів обмежитися 3-ма рівнями утворення 
нормальних тріщин, то для останнього будуть справедливі вирази 
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 ,                                    (3.47) 

що теж отримані з рівності зусиль зчеплення арматури з бетоном (3.22) по 
обидва боки від ймовірної тріщини третього рівня 

1,32,32,31,3 / bmbmrr ss tt .                                (3.48) 
 

3.6. Розрахунок ширини розкриття нормальних тріщин 
 

За гіпотезою Томаса [386] ширина розкриття нормальних тріщин є не чим 
іншим, як інтегральним накопичення взаємних зміщень бетону і арматури  


rs

о
k dzzw

5,0

)(2 te .                                       (3.49)  

У більшості випадків її розрахунок з вказаних позицій і досі залишається  
декларативним. Основна проблема полягає в тому, що залежність взаємних 
зміщень бетону і арматури 

)()()( zzz cts eeet                                        (3.50) 
є доволі складною і в загальному випадку не може бути описана єдиною 
функцією. За таких обставин безпосереднє інтегрування виразу (3.49) стає 
вкрай складним і навіть практично неможливим. Однак розрахунок ширини 
розкриття найбільш небезпечної тріщини можна дещо спростити та виконати 
з позицій послідовного накопичення взаємних зміщень арматури і бетону за 
наступною формулою [120] 

)(...)( ,1 ctmcrismsmrictmsmrk ssw eeeee  ,             (3.51) 

де sme – повні значення середніх деформацій розтягнутої арматури на ділянці 
між суміжними тріщинами;  

    ctme  – середні деформації розтягнутого бетону на тій же ділянці; 
 ris  –  крок між суміжними тріщинами на і-му рівні їх утворення; 

 crism,e  – середні деформації розтягнутої арматури на ділянці між суміжними 
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тріщинами на момент появи тріщин нового рівня ( ni ...2 ). 

Якщо врахувати, що в експлуатаційній стадії можливе утворення тріщин 
лише 1…2-го рівнів, то вираз (3.51) набере остаточного вигляду [117] 

)()( 2,21 ctmcrsmsmrctmsmrk ssw eeeee  ,             (3.52) 

де 2,crsme – середні деформації розтягнутої арматури на найбільш напруженій 
ділянці між суміжними тріщинами на момент появи тріщин 
другого рівня.  

Загалом середні деформації розтягнутої арматури варто визначати прямо з 
діаграми стану залізобетонного елемента )/1( rM  , тобто розраховувати 
безпосередньо за його кривиною в осередненому перерізі блоку, виділеного 
між суміжними тріщинами )/1(, rfism e . Що ж до середніх деформацій 

розтягнутого бетону на тій же ділянці між суміжними тріщинами ctme , то їх 
доцільно розраховувати на рівні центру ваги розтягнутої арматури за 
наступним  виразом [102]      

ctunctuctm xhxd eee  5,0)/()(3/2 ,                 (3.53) 
де d  – робоча висота поперечного перерізу залізобетонного елемента; 
     x  –  висота стиснутої зони бетону; 
    пh  – повна висота поперечного перерізу того ж залізобетонного елемента 

(рис. 3.13). 
Для центрально розтягнутих залізобетонних елементів та для згинальних 

елементів у зоні чистого згину різницею зусиль в розтягнутій арматурі у 
перерізах з суміжними тріщинами можна знехтувати ( 0ss ). Тоді вираз 
(3.52) для вказаних елементів за 2/12 rr ss   набуде наступного вигляду 

)( 2,2 ctmcrsmsmrk sw eee  .                          (3.54) 
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Рисунок 3.13 – До визначення осереднених деформацій розтягнутого бетону і 

арматури на ділянці їх зчеплення між суміжними тріщинами 
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3.7. Загальна методика розрахунку рівневого утворення та 

розкриття нормальних тріщин в залізобетонних елементах  
 

Загалом розрахунок багаторівневого утворення нормальних тріщин 
пропонується виконувати шляхом розв’язку розширеної за рахунок 
екстремальних (математичних) критеріїв Ферма загальновідомої системи 
співвідношень МДТТ [102; 361]: 
• статичних ),,(,),,( sctcsctc fNfM eeeeee   з 

 екстремальним критерієм несучої здатності 0)/1(/ rddM ; 















 
(3.55) 

• геометричних ),,(/1 sctcfr eee  з гіпотезою плоских перерізів; 
• фізичних )( cc f es  , )( ctct f es  , )( ss f es   з 

екстремальними критеріями міцності матеріалів 0/ cc dd es , 
0/ ctct dd es  

Зауважимо, що з метою розкриття статичної невизначеності цієї системи 
та прискорення ітераційних розрахунків її рекомендується доповнювати 
аналітичною залежністю діаграми стану елемента )/1( rM   та функцією 
граничних деформацій стиснутого бетону ),,,,( bhsilisicu mmxf ee   [102].  

В цілому розрахунок багаторівневого утворення нормальних тріщин 
пропонується виконувати у наступній послідовності. 

1. Розраховуємо граничні деформації розтягнутого бетону ctuε . Тут 
можливі два шляхи розв’язку.  

У першому наближенні граничні деформації розтягнутого бетону 
приймаються згідно чинних норм [46] за дуже простим виразом 

0/2 cctkctu Efε  . В подальшому їх значення уточнюються в процесі 
ітераційних розрахунків. 

Для зменшення об’єму ітераційних розрахунків граничні деформації 
розтягнутого бетону ctuε , що відповідають утворенню першої тріщини 
першого рівня, доцільно визначати за більш складними залежностями [102], 
отриманими згідно екстремального критерію несучої здатності розтягнутого 

бетону 0
)/1(


rd

dM ct . 

2. Максимальне зусилля зчеплення арматури з бетоном bdN  обмежують 
максимально можливим зусиллям в розтягнутому бетоні crctN , , визначеним 

за його граничними деформаціями ctuε .  
Загалом же зусилля в розтягнутому бетоні залежать від прийнятої 

діаграми його деформування ctct εs . Із найпростіших пропонується 
приймати прямокутну діаграму або білінійну діаграму Прандтля.  



 

92 

 
При використанні дробово-лінійної функції, аналогічної до діаграми 

Єврокод-2 [235] для стиснутого бетону cc εs , зусилля в розтягнутому 
бетоні crctN ,  необхідно розраховувати за наступною залежністю 
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(3.56)

де tb , tc  – параметри, що відображають міцнісні та деформаційні     
характеристики розтягнутого бетону в ДСМ [102] 
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0 .      (3.57)  

Отримане зусилля зчеплення арматури з бетоном повинно бути не менше 
мінімального значення 

ctkcrctbd fAN  min, ,                                    (3.58) 
де мінімальну площу розтягнутого бетону в зоні активного зчеплення з 
арматурою  min,crctA   розраховують за формулами (3.39) та (3.40). 

3. Середні напруження зчеплення арматури з бетоном 1bmt  на ділянці між 
першою та ймовірною другою нормальною тріщиною першого рівня 
розраховують за виразом (3.26). 

4. Визначають відстані між вищевказаними тріщинами першого рівня 1rs  
в елементах: центрально розтягнутих – за формулою (3.35); згинальних – за 
виразом (3.34). 

5. Відстані між суміжними нормальними тріщинами попередніх jris ,1  та 

наступних 1,1  jris  рівнів обчислюють за формулами (3.41)… (3.48). 

6. Розраховують середні деформації арматури ism ,e  між суміжними 
тріщинами в елементах: центрально розтягнутих  – за виразами (3.28) та 
(3.31); згинальних – на основі діаграм стану залізобетонного елемента 
« rM /1 » за кривиною його осередненого перерізу в блоці між вказаними 
тріщинами )/1(, rfism e . 

7. За виразом (3.53) обчислюють середні деформації розтягнутого бетону 
на ділянках між суміжними нормальними тріщинами ctme . 

8. Загальна ширина багаторівневого розкриття небезпечної, як правило 
магістральної, нормальної тріщини розраховують за формулами (3.51), (3.52) 
або (3.54). 
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Запропонована методика розрахунку рівневого утворення нормальних 

тріщин є дуже простою як для центрально розтягнутих, так і для згинальних 
елементів із зоною чистого згину. Обумовлено це тим, що для вказаних 
елементів можна знехтувати різницею напружень в арматурі у перерізах з 
суміжними тріщинами за наперед відомої відстані між тріщинами нового 
рівня 2/1 riri ss  .  

Загалом же розроблена методика розрахунку рівневого утворення та 
розкриття нормальних тріщин в залізобетонних елементах повністю 
відображена в алгоритмах, наведених в додатках А.2 і А.3. 

 
3.8. Спрощена методика розрахунку рівневого утворення та 

розкриття нормальних тріщин 
 

Запропонована методика розрахунку тріщиностійкості залізобетонних 
елементів конструкцій може бути ще більше спрощена за використання 
низки наступних рекомендацій. 

1. В деформаційно-силовій моделі бетон розтягнутої зони, навіть після 
утворення нормальних тріщин, продовжують розглядати у вигляді 
квазісуцільного тіла з пониженою міцністю, обернено пропорційною до 
відносного видовження розтягнутої грані залізобетонного елемента tε  [102] 

c
tctctdct εεf )/( 1s ,                                       (3.59) 

де c  – параметр, яким характеризується робота розтягнутого бетону після 
утворення в ньому нормальних тріщин та залежить від відсотка 
армування зазначеного бетону (%)lt   

ltc /1 .                                                 (3.60) 
Так як для осередненого перерізу в блоці між нормальними тріщинами 

залишається справедливою гіпотеза плоских перерізів, то в практичних 
розрахунках рекомендується враховувати вплив нерозтрісканої частини 
розтягнутого бетону осередненої висоти  

r
ε

x s
ct /1

55,0  ,                                             (3.61) 

де ctx – осереднена висота нерозтрісканої частини розтягнутого бетону, рівна 
2/tct xx  ; 

tx – висота розтягнутої частини осередненого перерізу елемента, що рівна 
)/1/( rx tt e ; 

r/1 – кривина осередненого перерізу залізобетонного елементу; 
 tε  – відносне видовження розтягнутої грані залізобетонного елемента, 

виражене через деформації розтягнутої арматури stε e 1,1 . 
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2. Коригуючий параметр осередненої кривини, що враховує її зростання 

із-за розтріскування бетону розтягнутої зони, в ДСМ [102] визначають за 
виразом  

)1(1
u

Ed

u

Ed

s

lt

M
M

M
M





  ,                              (3.62)  

де s – відносне значення модуля пружності арматури, 210000/ss E ; 

lt – відсоток поздовжнього армування розтягнутої зони перерізу 
елемента, %. 

Для скорочення ітераційних процедур співвідношення slt  /  у формулі 
(3.62) пропонується замінити сталим значенням 3/ slt  , що є близьким 
до раціонального відсотка армування залізобетонних елементів і конструкцій 

%5,11 l  при 2/...3/ hhxc   [120]. 
3. Площу перерізу розтягнутого бетону в зоні активного зчеплення з 

арматурою рекомендується приймати за мінімальним значенням згідно рис. 
3.11 та виразів (3.39) або (3.40). 

4. Крок та ширину розкриття нормальних тріщин в експлуатаційній стадії 
рекомендується розраховувати не за змінною функцією середніх напружень 
зчеплення арматури з бетоном (3.8), а за сталими осередненими значеннями 
вказаних напружень 

2/2/ 21 ctkbdbm ff  hht .                         (3.63) 
 
3.9. Висновки 

 
Наведені результати досліджень дозволяють зробити наступні висновки. 

1. Пов’язування загальної моделі багаторівневого утворення нормальних 
тріщин з узагальненою моделлю зчеплення арматури з бетоном дозволяє 
регламентувати розрахунок найважливіших характеристик тріщиностійкості 
залізобетонних елементів за основними параметрами зчеплення арматури з 
бетоном. 

2. Головним критерієм, за яким можна доволі просто визначити місце 
утворення нормальних тріщин, можуть виступати зусилля зчеплення 
арматури з бетоном. Їх максимальні значення не можуть перевищувати 
граничних зусиль в розтягнутому бетоні crctbd NN , .  

3. Розрахунок зусиль зчеплення арматури з бетоном за функцією середніх 
напружень можна вважати цілком  виправданим  в інженерних розрахунках 
залізобетонних елементів. 

4. Граничні зусилля зчеплення арматури з бетоном, що відповідають 
утворенню тріщин попереднього та наступного рівнів, залишаються 
незмінними та рівними між собою, а середні напруження зчеплення арматури 
з бетоном на ділянках між тріщинами попереднього та наступного рівнів є 
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обернено пропорційними до відстаней між цими тріщинами. 

5. Для згинальних елементів характерним є те, що середні напруження 
зчеплення арматури з бетоном на ділянках між тріщинами попереднього та 
наступного рівнів завжди будуть різними, так само як і відстані між ними. 

6. Рівень середніх напружень зчеплення арматури з бетоном залежить не 
тільки від рівня нормальних напружень в самій арматурі, але й від відносної 
довжини ділянки її активного зчеплення з бетоном. 

7. Нелінійна функція середніх напружень зчеплення арматури з бетоном є 
пріоритетною для деформаційно-силової моделі, оскільки не накладає ніяких 
обмежень на її використання та дозволяє оцінювати взаємодію арматури з 
бетоном на всіх стадіях деформування залізобетонного елемента. 

8. Комплексне використання запропонованого силового критерію 
локального порушення зчеплення арматури з бетоном crctbd NN , , разом з 
екстремальним критерієм утворення нормальних тріщин 0)/1(/ rddMct , 
дозволяє описувати процеси рівневого тріщиноутворення в залізобетонних 
елементах на будь-якій стадії їх деформування. 

9. Розроблена модель рівневого утворення нормальних тріщин дозволяє 
розраховувати ширину розкриття нормальних тріщин за їх рівневим 
накопиченням без прямого інтегрування функції взаємних зміщень арматури 
і бетону на ділянці їх активного зчеплення. 
10. Спрощена методика розрахунку рівневого утворення нормальних 
тріщин, яка дозволяє повністю уникнути ітераційних операцій у розрахунках 
центрально розтягнутих та згинальних залізобетонних елементів із зоною 
чистого згину, може слугувати основою для експрес-методів розрахунку 
параметрів тріщиностійкості зазначених елементів. 
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РОЗДІЛ 4 

МЕТОДИКА ТА ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ 
ДОСЛІДЖЕНЬ РІВНЕВОГО УТВОРЕННЯ НОРМАЛЬНИХ ТРІЩИН 

 
4.1. Програма випробувань, матеріали та дослідні зразки 

 
Задля досягнення поставленої мети та розв’язання низки завдань, 

окреслених даними дослідженнями, було заплановано виготовлення 
наступних дослідних зразків: бетонних призм, коротких арматурних 
стержнів, залізобетонних балок та призматичних елементів прямокутного 
перерізу для їх осьового завантаження. Основна мета та об’єм випробування 
зразків кожного типу наведені в табл. 4.1. 

Таблиця 4.1 – Основна мета та об’єм експериментальних досліджень 
№ 
з/п 

Тип та розміри 
зразків 

К-ть, 
шт. Основна мета випробування зразків 

1. Призми ПС, 
10х10х40 см 3 

Міцність та модуль пружності стиснутого 
бетону на момент випробування основних 
зразків (залізобетонних балок та призмових 
елементів) 

2. Призми ПР, 
10х10х60 см 

3 Міцність бетону за осьового розтягу на 
момент випробування основних зразків 

3. 
Призмові 

елементи ПАз, 
10х10х50 см 

3 
Тріщиностійкість центрально розтягнутих 
залізобетонних елементів до повної втрати 
зчеплення арматури з бетоном 

4. 
Призмові 

елементи ПАр, 
10х10х50 см 

3 
Багаторівневе утворення нормальних 
тріщин в центрально розтягнутих 
залізобетонних елементах  

5. Балки Б, 20х10 см, 
l = 200 см 3 

Багаторівневе утворення нормальних 
тріщин в згинальних залізобетонних 
елементах 

Експериментальні дослідження основних зразків підпорядковувались 
виявленню загальних закономірностей багаторівневого утворення і розкриття 
нормальних тріщин в залізобетонних центрально розтягнутих та згинальних 
елементах з урахуванням особливостей зчеплення арматури з бетоном. 

Міцнісні та деформативні характеристики бетону і арматури в 
досліджуваних балках та призматичних зразках передбачалось контролювати 
за результатами випробування: бетонних призм розмірами 10х10х40см і 
10х10х60см та коротких арматурних стержнів довжиною 50см.  

В призмових зразках типу ПАз центральний стержень серпоподібного 
профілю діаметром 10 мм з арматури класу А500С був розрізаний 
посередині. Залізобетонна обойма навколо нього створювалась за допомогою 
просторового каркасу з 4-х поздовжніх стержнів гладкого профілю діаметром 
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6 мм класу А240С та гнутих замкнутих хомутів діаметром 4мм класу Вр-І,  
розміщених з кроком 90 мм (рис. 4.1, а). 

Всі зразки типу ПАр армувалися лише одним центрально розташованим в 
поперечному перерізі елемента стержнем діаметром 10 мм класу А500С (рис. 
4.1, б). 
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 Рисунок 4.1 – Розміри та схеми армування призмових зразків типу:  
а) - ПАз; б) - ПАр 

Всі зразки залізобетонних балок в нижній зоні були армовані двома 
поздовжніми стержнями діаметром 10 мм класу А500С. Поперечну арматуру 
у вигляді гнутих замкнутих хомутів діаметром 4мм класу Вр-І, розміщених з 
кроком 100мм, було встановлено на приопорних ділянках поза зоною чистого 
згину. Верхня конструктивна арматура в зазначеній зоні була такою ж (рис. 
4.2). 
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Рисунок 4.2 – Розміри та схема армування дослідних 

 залізобетонних балок Б 

Для виготовлення всіх основних залізобетонних і допоміжних бетонних 
зразків використовувалася бетонна суміш однакового складу (табл. 4.2). 
Важкий бетон класу С20/25 було отримано за допомогою наступних 
компонентів: в'яжучого – шлакопортландцементу марки 500 Здолбунівського 
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ПАТ «Волинь-цемент»; крупного заповнювача – щебню фракцій 5…10 мм 
Вирівського кар’єру Рівненської області; дрібного заповнювача – кварцового 
піску з модулем крупності 1,6…1,9 Полянського кар’єру Славутського 
району Хмельницької області. 

Таблиця 4.2 – Склад бетону дослідних зразків 
Компоненти Цемент, кг Пісок, кг Щебінь, кг Вода, л 

Витрати на м3 330 700 1180 210 

Виготовлення бетонної суміші та бетонування всіх дослідних зразків 
здійснювалося в лабораторних умовах. Для одночасного формування 
основних та допоміжних зразків було використано комплект спеціальних 
металевих форм. Дослідні зразки всіх залізобетонних балок (рис. 4.3) та 
бетонних призм типу ПС бетонувалися у горизонтальному положенні, а 
призмові зразки типу ПР, ПАз та ПАр формувалися у вертикальному 
положенні (рис. 4.4). Ущільнення бетонної суміші відбувалося на 
спеціальному вібромайданчику.  
а) 

б) 

Рисунок 4.3 – До виготовлення залізобетонних балок: а) металеві форми з 
арматурними каркасами; б) загальний вигляд розпалублених балок 
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 Рисунок 4.4 – До виготовлення довгих призмових зразків (500…600мм)  

 
Твердіння (тужавіння) бетону проходило за нормальних умов у науковій 

лабораторії кафедри промислового, цивільного будівництва та інженерних 
споруд НУВГП. Підготовка всіх експериментальних зразків до випробувань 
розпочиналася лише після досягнення ними 28 денного віку. Найбільш 
важливі геометричні характеристики всіх основних дослідних зразків 
наведені в табл. 4.3. 

Таблиця 4.3 – Геометричні характеристики основних дослідних зразків 
Зразки L , мм b , мм h , мм 1a , мм 2a , мм sA , cм2 

тип шифр 

П
ри

зм
и ПА-1з 

500 
102 102 11 12 

0,785 
(1,13) ПА-2з 102 102 13 12 

ПА-3з 102 101 12 14 

П
ри

зм
и ПА-1р 

500 
102 101 – – 

0,785 ПА-2р 101 103 – – 
ПА-3р 102 102 – – 

Ба
лк

и Б-1 
2000 

101 199 14 13 
1,57 Б-2 104 200 12 14 

Б-3 102 198 12 12 
 

4.2. Методика експериментальних досліджень 
 

4.2.1. Силове устаткування і схеми розміщення вимірювальних приладів 
 

Для випробування основних призмових зразків типу ПАз та ПАр була 
використана універсальна розривна машина УИМ-50 (рис. 4.5). Деформації 
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розтягнутого бетону контролювали за допомогою 4-х індикаторів 1МИГ з 
ціною поділки 0,001мм, встановлених на бокових гранях дослідних зразків з 
базою вимірювань 200 мм. 

 

 
Рисунок 4.5 – Вигляд призмового зразка з вимірювальними приладами в 

розривній машині 
 
Експериментальні дослідження залізобетонних балок прольотом 180 см 

проводили в спеціальній рамній установці 2 (рис. 4.6 і 4.7). Їх  випробовували 
за розрахунковою схемою однопролітної шарнірно обпертої на кінцях балки. 
Задля влаштування в балках зони чистого згину їх завантажували через 
розподільну траверсу 4 двома зосередженими силами в середній третині 
розрахункового прольоту.  
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Рисунок 4.6 – Схема дослідної установки та розташування вимірювальних 

приладів: 1 – балка; 2 – установка; 3 – динамометр; 4 – траверса; 5 – домкрат; 
6 – прогиноміри 6ПАО; 7 – індикатори 1МИГ; 8 – тензометри Гугенбергера 

 

 
Рисунок 4.7 – Вигляд дослідної установки з встановленими приладами 
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 Гідравлічний прес П-250 використовувався при випробуванні бетонних 

призм на осьовий стиск. Короткі арматурні стержні та бетонні призми ПР 
випробовувались на осьовий розтяг за допомогою універсальної розривної 
машини УИМ-50. 

 
 4.2.2. Дослідження механічних характеристик арматури і бетону 
 

Найважливіші фізико-механічні характеристики арматури визначали за 
результатами випробування трьох стержнів довжиною 50 см в універсальній  
розривній машині УИМ-50. Осереднені значення досліджуваних 
характеристик занесені до табл. 4.4. 

Випробування бетонних призм, які центрувалися за геометричними 
осями, проводили у віці 36-ти діб, що відповідало вікові основних зразків на 
момент їх завантаження. Навантаження на них прикладалося ступенями, 
рівними приблизно 10 % від очікуваного руйнівного зі швидкістю (0,6 0,04) 
МПа/с. Результати цих випробувань наведені в табл. 4.5 та 4.6. 

Таблиця 4.4 – Основні механічні характеристики арматури 

Клас 
арматури 

Кількість 
зразків, шт. 

Площа 
перерізу, 

мм2 

Межа 
текучості 
sy,  МПа 

Модуль 
пружності 
Еs, МПа 

Тимчасовий 
опір розриву  

ssu, МПа 
А500 С 3 78,5 521 194000 647 

А240 С 3 28,3 323 209000 491 

Таблиця 4.5 – Основні механічні характеристики бетону за стиску 

Шифр 
зразків 

Розміри 
перерізу, мм 

Характеристичне значення 
міцності бетону, МПа 

Значення модуля 
пружності бетону,  МПа 

по зразках середнє по зразках середнє 
ПС-1 100*101 19,6 

19,92 

24753 

24151 ПС-2 100*102 20,29 22741 

ПС-3 102*101 19,87 24960 

Таблиця 4.6 – Міцнісні характеристики бетону за розтягу 

Шифр 
зразків 

Розміри 
перерізу, мм 

Характеристичне значення 
міцності бетону, МПа 

Значення модуля 
пружності бетону,  МПа 

по зразках середнє по зразках середнє 
ПР-1 102*102 1,39 

1,39 

– 

– ПР-2 102*101 1,46 – 

ПР-3 102*101 1,31 – 
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Діаграми деформування стиснутого та розтягнутого бетону, побудовані за 

результатами випробування відповідних бетонних зразків, приведені на рис. 
4.8 та 4.9.  
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Рисунок 4.8 – Діаграми деформування стиснутого бетону за призмами ПС 
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Рисунок 4.9 – Діаграми деформування розтягнутого бетону за призмами ПР 
 

Вони виявилися дуже близькими до теоретичних діаграм cc es   та 

ctct es  , закладених в основу чинних норм [46; 235] та ДСМ [102; 358]: 
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4.3. Випробування призмових зразків та аналіз отриманих результатів  

 
Слід зауважити, що в даних дослідженнях призмові зразки розглядалися в 

якості фрагментів центрально розтягнутих залізобетонних елементів. Їх 
завантаження здійснювалося ступенями, рівними 1/12…1/10 від теоретично 
розрахованої несучої здатності. 10-ти хвилинні витримки після кожного 
ступеня навантаження дозволяли знімати покази з встановлених індикаторів 
та контролювати послідовність утворення і розвитку нормальних тріщин. 

При випробуванні призмових зразків на осьовий розтяг необхідно було 
оцінити ефективність отриманої залежності середніх напружень зчеплення 
арматури з бетоном (3.8) у відображенні взаємодії арматури з бетоном на 
всьому діапазоні деформування залізобетонних елементів. Також необхідно 
було з її допомогою: 
• визначити ступінь впливу загальних характеристик зчеплення арматури з 

бетоном на тріщиностійкість  залізобетонних елементів; 
• дослідити особливості багаторівневого утворення і розкриття нормальних 

тріщин від моменту їх появи до руйнування самих елементів. 
Спочатку були випробувані призмові зразки марки ПАз (рис.4.1, а), 

шляхом витягування арматурних стержнів  10мм А500С з тіла бетону, 
обрамленого просторовим каркасом. Гладкі поздовжні стержні цього каркасу 
були підібрані так, аби «спровокувати» їх проковзування одночасно з 
текучістю. Результати експериментальних досліджень засвідчили, що за 
навантажень в 30кН середні значення відносних зміщень бетону в усіх 
дослідних зразках зрівнялися з відносними деформаціями «вільної» арматури 
(рис. 4.10), характеризуючи виключення впливу розтягнутого бетону на 
деформування гладкої арматури  6мм А240С. Повне проковзування 
зазначених арматурних стержнів відбулося приблизно при 35кН.  

Перша магістральна тріщина 1-го рівня утворювалася за навантажень 
tuw NN 45,01,  , зазвичай посередині призми, де суміщались кінці 

розрізаного арматурного стержня  10мм А500С. Загалом же відстані між 
тріщинами цього рівня коливалися в доволі широких межах – 120…250 мм 
(рис. 4.11). Утворення ж тріщин другого рівня, відстань між якими 
зменшилась до 70…120 мм, практично співпало з початком проковзування 
гладких арматурних стержнів  6мм, що призвело до інтенсивного 
розкриття магістральних тріщин за навантажень tuw NN )9,0...8,0(2,  . При 
цьому стало помітним порушення зчеплення центрального арматурного 
стержня  10мм з бетоном, внаслідок чого появились поздовжні тріщини на 
прикінцевих ділянках призмових зразків (рис. 4.11). 
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Рисунок 4.10 – Порівняння відносних зміщень розтягнутого бетону призм 
ПАз з відносними деформаціями «вільної» арматури гладкого профілю ( ) 

 

 
Рисунок 4.11 – Розгортки рівневого утворення тріщин в призмах типу ПАз  

 
Експериментальні значення ширини розкриття тріщин вищезгаданих 

призм були порівняні з їх теоретичними значеннями, обчисленими за різними 
методиками. Розрахунки виконувались за загальною і спрощеною 
методиками [120], наведеними у розділі 3, за методиками чинних норм [46; 
235], СП [133] та за деформаційно-силовою моделлю (ДСМ) [102] з 
використанням лінійної функції середніх напружень зчеплення арматури з 
бетоном bmt  [71]. На рис. 4.12 показані графіки експериментальних та 
відповідних теоретичних значень ширини розкриття тріщин, а статистичні 
характеристики їх порівняння приведені в табл. 4.7. 
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Рисунок 4.12 – Графіки розкриття тріщин: дослідні в призмах   – ПА-1з, 

  – ПА-2з,  – ПА-3з; теоретичні за методиками   – норм [46; 235], 
  – СП [133],  – ДСМ з лінійними bmt ,  – загальною [120], 

  – спрощеною [120] 
 

Результати виконаних та наведених в табл. 4.7 порівнянь показують, що у 
розрахунках тріщиностійкості залізобетонних елементів перевагу слід 
віддавати тим методикам, в основу яких закладена певна модель зчеплення 
арматури з бетоном. З практичної точки зору оцінка взаємодії арматури з 
бетоном за допомогою середніх напружень їх зчеплення дійсно є одною з 
найпростіших та найефективніших, але залежність цих напружень від 
напружень в самій арматурі варто приймати нелінійною. 

 
Таблиця 4.7 – Порівняння та параметри статистичної оцінки методик 

розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин в призмах ПАз 

Методика 
розрахунку 

Відхилення від дослідних даних Коефіцієнт 
варіації 

wv ,% 
середньо 

арифметичне w ,% 
середньо 

квадратичне ws ,% 
норм [46; 235] 33,25 8,29 6,22 

СП [133] 17,75 12,79 10,87 
ДСМ і лінійних bmt  21,2 4,9 6,22 

загальна [120] 3,05 6,3 6,5 
спрощена [120] 9,14 5,69 6,22 
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Випробування зразків марки ПАр (рис. 4.1, б) було зведено до 

спостереження за переміщенням «вільного» бетону при розтягуванні 
арматурного стержня  10мм А500С, розміщеного в центрі бетонної  
призми. Результати експериментальних досліджень засвідчили, що після 
появи тріщин першого рівня вплив розтягнутого бетону на деформування 
вказаного стержня суттєво зменшився (рис. 4.13), а після утворення тріщин 
другого рівня він послабився ще більш помітно. При досягненні межі 
текучості відносні деформації арматурного стержня  10мм практично 
зрівнялися з відносними деформаціями «вільної» арматури, що свідчить про 
повну відсутність впливу розтягнутого бетону на деформування стержня. 
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Рисунок 4.13 – Порівняння відносних зміщень бетону призм ПАр з 

відносними деформаціями «вільної» арматури періодичного профілю ( ) 
 

Тріщини першого рівня в призмах ПАр появилися за навантажень 
tuw NN 36,01,  , тобто дещо раніше ніж в призмах ПАз (рис. 4.14), ймовірно 

із-за відсутності обрамлюючого просторового каркасу. Крок між тріщинами 
цього рівня коливався в межах 170…250 мм (рис. 4.14, 4.15). Тріщини 
другого рівня, відстань між якими зменшилась до 70…130 мм, появлялися за 
навантажень, трохи більше експлуатаційних tuw NN )85,0...75,0(2,  . Для 
тріщин 3-го рівня характерним було те, що вони почали утворюватися з 
текучістю арматури і відстань між ними складала 40…80 мм. Практично з 
утворенням цих тріщин на прикінцевих ділянках вказаних призмових зразків 
з’являлись поздовжні тріщини, які свідчили про повне порушення зчеплення 
арматури з бетоном. При цьому утворення останніх супроводжувалося 
появою поперечних тріщин поблизу торця призм (рис. 4.15). 
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Рисунок 4.14 – Порівняння схем розвитку тріщин в призмах типів ПАз і ПАр 

 

 
Рисунок 4.15 – Розгортки рівневого утворення тріщин в призмах типу ПАр 

 
Дослідні значення ширини розкриття тріщин в зазначених призмах також 

були порівняні з їх теоретичними значеннями, розрахованими за загальною і 
спрощеною методиками [120], наведеними у розділі 3, за методикою чинних 
нормативних документів [46; 235] і СП [133] та за ДСМ [102] з 
використанням лінійної функції bmt  [71].  

На рис. 4.16 наведені графіки експериментальних та відповідних 
теоретичних значень ширини розкриття нормальних тріщин, а статистичні 
характеристики їх порівняння вказані в табл. 4.8. 

Результати порівнянь, наведені в табл. 4.8, свідчать, що розрахунок 
тріщиностійкості центрально розтягнутих залізобетонних елементів доцільно 
виконувати за методиками, заснованими на ґрунтовних моделях зчеплення 
арматури з бетоном. Вони також підтвердили, що при відтворенні реальної 
взаємодії арматури з бетоном за допомогою середніх напружень їхнього 
зчеплення, залежність останніх від напружень в самій арматурі доцільно 
приймати нелінійною. 
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Рисунок 4.16 – Графіки розкриття нормальних тріщин: дослідні в призмах   

– ПА-1р,  – ПА-2р,  – ПА-3р; теоретичні за методиками   – норм [46; 
235],   – СП [133],   – ДСМ  з лінійними bmt ,  – загальною [120], 

  – спрощеною [120] 
 

Таблиця 4.8 – Порівняння та параметри статистичної оцінки різних методів 
розрахунку ширини розкриття тріщин в центрально розтягнутих елементах 

Методика 
розрахунку 

Відхилення від дослідних даних Коефіцієнт 
варіації 

wv ,% 
середньо 

арифметичне w ,% 
середньо  

квадратичне ws ,% 
норм [46; 235] 13,93 4,69 4,11 

СП [133] 14,85 3,98 4,67 
ДСМ і лінійних bmt  14,24 9,92 8,69 

загальна [120] 7,32 4,74 4,41 
спрощена [120] 15,47 4,78 4,14 

 
4.4. Експериментальні дослідження балкових зразків та аналіз 

результатів їх деформування 
 
4.4.1. Загальні відомості з деформування залізобетонних балок та 

аналіз деформування бетону 
 

Загалом всі балки завантажували ступенями, рівними приблизно 1/10 від 
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теоретично розрахованої несучої здатності uM . Щоб зафіксувати момент 
виникнення перших тріщин величина 4-х початкових ступенів навантаження 
була зменшена до 1/20 від uM . Такою ж була величина і 2-х останніх 
ступенів навантаження балок аби зафіксувати момент втрати їх несучої 
здатності. 13-ти хвилинні витримки після прикладання навантаження 
кожного ступеня дозволяли зняти початкові та повторні покази з усіх 
встановлених приладів, зафіксувати появу, крок та ширину розкриття 
нормальних тріщин. Витримка після 1-го та 3-го ступеня була мінімальною 
без зняття повторних відліків з приладів. Згідно прийнятої методики, в 
процесі експериментальних досліджень вимірювали поздовжні деформації 
стиснутого бетону, розтягнутої арматури та прогини балки в середині 
прольоту з контролем її осідання на обох опорах.  

Індикатори годинникового типу 1МИГ, встановлені на базі 200 мм,  
дозволяли контролювати величину осереднених деформацій стиснутого 
бетону на ділянках балки, в межах яких могли розміщуватися 2…3 
нормальних тріщини. В процесі випробування балок вимірювали деформації 
бетону найбільш стиснутих фібр та фібр, розміщених на відстані 20 мм від 
стиснутої грані, тобто задіяних у перерозподілі зусиль в самому бетоні. 

За даними цих вимірювань побудовані графіки розвитку поздовжніх 
деформацій стиснутого бетону в дослідних балках залежно від зовнішніх 
зусиль (рис. 4.17 і 4.18). Зазначені графіки хоч і не відображають повною 
мірою діаграми загального стану залізобетонних балок, але дають певне 
уявлення про них.  
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Рисунок 4.17 – Деформації найбільш стиснутих бетонних фібр в 

найнапруженіших перерізах залізобетонних балок 
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Рисунок 4.18 – Середні деформації бетонних фібр, віддалених від стиснутої 

грані на 20 мм, у найнапруженіших перерізах залізобетонних балок 
 

З них видно, що пластичні деформації в стиснутому бетоні розвиваються 
протягом всього процесу деформування балок. При цьому стрибків чи 
переламів, що характеризували б початок утворення нормальних тріщин, так 
і не було виявлено. На момент вичерпання несучої здатності деформації 
крайових фібр стиснутого бетону в усіх балках були близькими до своїх 
граничних значень 00259,0cue . 
 

4.4.2. Деформування арматури 
 

Тензометри Гугенбергера, встановлені на кожному з поздовжніх стержнів, 
дозволили відслідкувати процес деформування арматури в балках аж до 
моменту втрати їх несучої здатності (рис. 4.19). Оскільки всі арматурні 
каркаси були виготовлені за одним шаблоном, то це дозволило забезпечити 
проектне положення арматурних стержнів близьким до симетричного. Тому в 
процесі випробувань значних розходжень в показах обох тензометрів на 
будь-якій з балок не було зафіксовано. З утворенням та розвитком тріщин 
інтенсивність приросту деформацій розтягнутої арматури збільшувалась, 
проте це не призводило до появи якихось стрибків чи переламів на діаграмах 
деформування sM e . Інтенсивність зростання деформацій розтягнутої 
арматури стала особливо помітною в усіх балках при зусиллях M 12 кНм з 
її наближенням до межі текучості. 
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Рисунок 4.19 – Відносні деформації арматурних стержнів  

в найнапруженіших перерізах залізобетонних балок 
 

4.4.3.  Рівневе утворення та характер розвитку нормальних 
тріщин в балках 

 
Оскільки дана робота була безпосередньо спрямована на дослідження 

тріщиностійкості залізобетонних елементів, то в процесі поетапного або 
ступеневого завантаження балок особлива увага, перш за все, приділялася 
моменту утворення тріщин, їх кроку та ширині розкриття.  

Відразу ж слід зауважити, що процеси утворення тріщин в згинальних та 
центрально розтягнутих елементах принципово різняться між собою. Із-за 
значної неоднорідності напружено-деформованого стану перші тріщини в 
балках почали виникати переважно після 3-го ступеня навантаження за 
зусиль uw MM )17,0...125,0(1,  . А оскільки вони були співрозмірні з ціною 
поділки мікроскопа, то їх було вкрай складно виявити навіть за допомогою 
останнього (ширина розкриття тріщин складала лише 0,02…0,05 мм). Крок 
зазначених тріщин знаходився в межах 80…205 мм (рис. 4.20 та 4.21).  

Тріщини другого рівня почали утворюватися і ставати видимими на 6…7 
ступенях навантаження за зусиль uw MM )5,0...33,0(2,  . Крок між ними 
вже коливався в межах 60…105 мм (рис. 4.20 та 4.21). Найбільша ширина 
розкриття зазначених тріщин на цей момент сягала 0,09…0,13 мм. 
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Встановлено, що з появою тріщин другого рівня інтенсивність розкриття 
магістральних тріщин на певний час дещо знижувалась [120]. 

 
Рисунок 4.20 –  Рівневе утворення тріщин в зоні чистого згину балок Б-1 і Б-2 

 

 
Рисунок 4.21 –  Рівневе утворення тріщин в зоні чистого згину залізобетонної 

балки Б-3 
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Тріщини третього рівня, крок між якими зменшився до 30…70 мм, почали 

з’являтися на 8…12 ступенях навантаження за внутрішніх зусиль 
uw MM )95,0...78,0(3,  . Як правило, зазначений момент був близьким до 

початку текучості арматури. За нього ширина розкриття найбільш 
небезпечних (магістральних) тріщин зростала до 0,17…0,22 мм. При 
вичерпанні несучої здатності, із-за текучості арматури, максимальна ширина 
розкриття нормальних тріщин в дослідних балках сягала 0,7…1,8 мм.  

Повні розгортки (схеми) утворення і розвитку тріщин у випробуваних 
залізобетонних балках наведені на рис. 4.22…4.24. 

Експериментальні значення ширини розкриття тріщин в досліджуваних 
балках були співставлені з їх теоретичними значеннями, розрахованими за 
загальною і спрощеною методиками [120], описаними у третьому розділі 
даної роботи. З метою оцінки їх ефективності розрахунки виконували також 
за методикою чинних норм [46; 235] і СП [133] та за методикою ДСМ [102] з 
використанням лінійної функції середніх напружень зчеплення арматури з 
бетоном bmt  [71]. На рис. 4.25…4.27 показані графіки експериментальних та 
теоретичних значень ширини розкриття нормальних тріщин, розрахованих за 
згаданими вище методиками, а основні статистичні характеристики їх 
порівняння наведені в табл. 4.9. 

 
Рисунок 4.22 – Загальна схема (розгортка) утворення та розвитку тріщин у 

залізобетонній балці Б-1 
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Рисунок 4.23 – Загальна схема (розгортка) утворення та розвитку тріщин у 
залізобетонній балці Б-2 

 

 
Рисунок 4.24 –  Загальна схема (розгортка) утворення та розвитку тріщин у 

залізобетонній балці Б-3 
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Рисунок 4.25 – Графіки розкриття тріщин в балці Б -1:  – експериментальні; 

теоретичні за методиками   – норм [46; 235], – СП [133],   – ДСМ з 
лінійними bmt ,  – загальною [120],  – спрощеною [120] 
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Рисунок 4.26 – Графіки розкриття тріщин в балці Б -2:  – експериментальні; 

теоретичні за методиками   – норм [46; 235], – СП [133],   – ДСМ з 
лінійними bmt ,  – загальною [120],  – спрощеною [120] 
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Рисунок 4.27 – Графіки розкриття тріщин в балці Б -3:  – експериментальні; 

теоретичні за методиками   – норм [46; 235], – СП [133],   – ДСМ з 
лінійними bmt ,  – загальною [120],  – спрощеною [120] 

 
Таблиця 4.9 – Порівняння та параметри статистичної оцінки різних методів 

розрахунку ширини розкриття тріщин в згинальних елементах 

Методика 
розрахунку 

Відхилення від дослідних даних 
Коефіцієнт 

варіації wv ,% 
середньо 

арифметичне 
w ,% 

середньо 
квадратичне 

ws ,% 
норм [46; 235] 7,26 10,74 11,58 

СП [133] 3,0 23,14 23,87 
ДСМ і лінійних bmt 16,04 5,17 4,46 

загальна [120] 5,0 6,6 6,29 
спрощена [120] 12,93 9,57 10,99 

Результати порівнянь, наведені в табл. 4.9, показують, що розрахунок 
тріщиностійкості згинальних залізобетонних елементів доцільно виконувати 
за методиками, які побудовані на основі певних моделей зчеплення арматури 
з бетоном та дозволяють моделювати процеси багаторівневого утворення 
тріщин. Також підтверджено, що відтворення реальної взаємодії арматури з 
бетоном за допомогою середніх напружень їхнього зчеплення є цілком 
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виправданим та ефективним, але залежність останніх від напружень в самій 
арматурі доцільно приймати нелінійною. 

З аналізу наведених результатів досліджень випливає ще один дуже 
важливий висновок: стає очевидним якісний та кількісний зв’язок основних 
параметрів тріщиностійкості залізобетонних елементів зі зміною поздовжніх 
деформацій самих матеріалів. Цілком очевидно, що сказане повною мірою 
стосується і інших параметрів деформативності залізобетонних елементів, 
зокрема кривини та прогинів. 

 
4.4.4. Зміна кривини, розвиток прогинів та характер руйнування 

балкових зразків 
 

В деформаційно-силовій моделі (ДСМ) [102] кривина визначена одним із 
основних параметрів напружено-деформованого стану залізобетонних 
елементів. З однієї сторони, за допомогою певних гіпотез, вона описує 
закономірності деформування матеріалів в поперечному перерізі елементів, а 
з іншої, характеризує пряму залежність таких параметрів деформування 
залізобетонних елементів і конструкцій, як тріщини і прогини, від силових 
навантажень. Тому без сумніву можна стверджувати, що ефективність будь-
якої методики розрахунку буде залежати від точності визначення дійсної 
кривини залізобетонних елементів. 

На рис. 4.28 наведені графіки зміни експериментальних значень кривини 
дослідних балок та їх теоретичних значень, визначених за системою рівнянь 
(3.55), заснованою на співвідношеннях механіки деформованого твердого 
тіла (МДТТ), та безпосередньо з узагальненої діаграми стану залізобетонного 
елемента в ДСМ за виразом  
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 де M – поточне зусилля в елементі від зовнішнього навантаження; 

uM – несуча здатність залізобетонного стержня (максимально можливе 
зусилля в ньому при настанні граничного стану); 

ur/1  – граничне значення кривини елемента при вичерпанні їм несучої 
здатності; 

oD – значення повної початкової жорсткості залізобетонного елемента. 

Спрощення стосується співвідношення 3/ slt  , яке, як видно з (4.3), 
прийнято сталим та незалежним від насиченості арматури в поперечному 
перерізі залізобетонного елемента. Основні характеристики статистичного 
порівняння експериментальних значень кривини випробуваних балок та їх 
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теоретичних значень, розрахованих за згаданими способами, наведені в табл. 
4.10. Результати порівняння засвідчують, що залежність (4.3) можна вважати 
одною з пріоритетних у визначенні дійсної кривини залізобетонних 
елементів. 
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Рисунок 4.28 – Графіки зміни кривини: експериментальні балок   – Б-1, 

  – Б-2,  – Б-3; теоретичні   – за системою рівнянь МДТТ, 
  – за діаграмою стану елемента в ДСМ 

 
Таблиця 4.10 – Порівняння та параметри статистичної оцінки різних способів 

розрахунку кривини згинальних залізобетонних елементах 

Спосіб  
розрахунку  

Відхилення від дослідних даних Коефіцієнт 
варіації rv ,% 

середньо 
арифметичне r ,% 

середньо 
квадратичне rs ,% 

за МДТТ 12,92 21,56 19,09 
за ДСМ [102] 13,87 12,14 14,1 

В процесі експериментальних досліджень вимірювали переміщення 
перерізів балки посередині прольоту та на обох опорах. Завдяки отриманим 
даним були побудовані графіки їх прогинів, що приведені на рис. 4.29. Як і 
очікувалось, характер розвитку прогинів цілком відповідав характеру зміни як 
поздовжніх деформацій матеріалів в найбільш напруженому перерізі балки, так 
і кривини її зігнутої осі.  

Загалом ефективність будь-якої методики розрахунку прогинів значною 
мірою залежить від точності визначення дійсної кривини залізобетонних 
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елементів. В даних дослідженнях це підтверджено теоретичними значеннями 
прогинів балок, що обчислювались за загальновідомою формулою 
                                                       2

0*)/1( lrsf  ,                                     (4.4) 
де s – коефіцієнт, що залежить від схем завантаження і обпирання елемента. 

Теоретичні значення прогинів балок, визначені за розв’язком системи 
рівнянь МДТТ (3.55) та з допомогою діаграм стану залізобетонних елементів 
в ДСМ [102], відображені відповідними графіками на рис. 4.29.  
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Рисунок 4.29 – Графіки прогинів: експериментальні в балках   – Б-1, 

  – Б-2, – Б-3; теоретичні – за системою рівнянь МДТТ, 
  – за діаграмою стану елемента в ДСМ 

 
Результати порівняння експериментальних та теоретичних значень 

прогинів дослідних балок, наведені в табл. 4.11, вказують на пріоритетність 
визначення прогинів залізобетонних елементів за допомогою узагальнених 
діаграм їх стану в ДСМ. 

Таблиця 4.11 – Порівняння та параметри статистичної оцінки способів 
розрахунку прогинів згинальних залізобетонних елементів 

Спосіб  
розрахунку  

Відхилення від дослідних даних Коефіцієнт 
варіації rv ,% середньо 

арифметичне r ,% 
середньо 

квадратичне rs ,% 

за МДТТ 14,82 22,37 19,48 

за ДСМ [102] 12,1 14,49 16,47 
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Всі дослідні балки втратили свою несучу здатність внаслідок текучості 

розтягнутої арматури. При цьому крайові деформації стиснутого бетону були 
близькі до своїх граничних значень. Експериментальні значення несучої 
здатності випробуваних балок наведені в табл. 4.12. 

Таблиця 4.12 – Теоретичні та експериментальні значення несучої здатності 
залізобетонних балок 

Шифр 
балки  

Значення несучої здатності, кНм Відношення 
exp/ MM th  експериментальні expM  теоретичні thM  

Б - 1 12,85 

13,1 

1,020 

Б - 2 13,83 0,947 

Б - 3 13,54 0,968 
 
4.5. Висновки 

 
Отримані результати експериментальних досліджень та їх ретельний 

аналіз  дозволяють сформулювати низку важливих висновків. 
1. Процеси утворення і розвитку тріщин в центрально розтягнутих 

призматичних зразках та в залізобетонних балках принципово 
відрізняються між собою. Ця відмінність обумовлена вкрай 
нерівномірним зчепленням арматури з бетоном уздовж їх контакту та 
значною неоднорідністю НДС розтягнутого бетону в самих балках.  

2. В згинальних залізобетонних елементах рівні утворення нормальних 
тріщин є дещо нижчими ( 17,0...125,0/1 uw MM ; 5,0...33,0/2 uw MM ; 

95,0...75,0/3 uw MM , а їх кількість є більшою ( 3...1wn ) ніж в 
центрально розтягнутих ( 36,0/1 tuw NN ; 85,0...75,0/2 tuw NN ; 

2...1wn ). 
3. Вид профілю арматурних стержнів пливає на величину і практично не 

впливає на кількість рівнів утворення нормальних тріщин в центрально 
розтягнутих елементах (при арматурі гладкого профілю 45,0/1 tuw NN ; 

9,0...8,0/2 tuw NN ; 2...1wn ; при арматурі періодичного профілю 
( 36,0/1 tuw NN ; 85,0...75,0/2 tuw NN ; 2...1wn ). 

4. Обрамлюючий каркас бетонної обойми навколо арматурного стержня не 
тільки перешкоджає розколюванню розтягнутого бетону, але й віддаляє 
момент утворення перших тріщин в центрально розтягнутих 
призматичних зразках. 

5. Результатами експериментальних досліджень підтверджено, що реальний 
процес утворення та розкриття нормальних тріщин як в згинальних, так і 



 

122 

 
в центрально розтягнутих залізобетонних елементах є багаторівневим та 
значною мірою залежить від параметрів взаємного зчеплення арматури з 
бетоном. 

6. В призматичних зразках з утворенням тріщин кожного нового рівня вплив 
розтягнутого бетону на деформування арматури істотно зменшувався, але 
вичерпувався повністю лише при її проковзуванні (призми ПАз) або 
текучості (призми ПАр). 

7. Крок та ширина розкриття тріщин в залізобетонних елементах на 
кожному рівні їх утворення кількісно та якісно пов’язані як з поздовжніми 
деформаціями бетону і арматури, так і зі ступенем їхнього взаємного 
зчеплення. 

8. Результати проведених експериментальних досліджень підтвердили як 
ефективність розробленої моделі багаторівневого утворення нормальних 
тріщин за критерієм локального порушення зчеплення арматури з 
бетоном загалом, так і доцільність пов’язування кроку утворення 
нормальних тріщин з нелінійною функцією середніх напружень 
зчеплення арматури з бетоном зокрема. 

9. Результатами експериментальних досліджень підтверджено, що дійсну 
кривину залізобетонного елемента доцільно визначати за  допомогою 
узагальненої діаграми стану елемента )/1( rM   в рамках 
деформаційно-силової моделі їх опору. 
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РОЗДІЛ 5 

ПРИКЛАДНЕ ЗАСТОСУВАННЯ ТА СТАТИСТИЧНА ОЦІНКА 
РОЗРОБЛЕНИХ МЕТОДІВ РОЗРАХУНКУ ТРІЩИНОСТІЙКОСТІ 

ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
 
5.1. Енергетична модель та методика розрахунку ресурсу 

залізобетонних елементів конструкцій  
 

5.1.1. Загальні положення  
 

До основних задач, які доводиться вирішувати при модернізації та 
реконструкції будівельних об’єктів, необхідно віднести встановлення 
дійсного технічного стану та визначення залишкового ресурсу несучої 
здатності будівельних конструкцій. Для залізобетонних елементів вони 
набувають особливої ваги, оскільки безпосередньо пов’язуються зі зміною їх 
жорсткості в умовах тривалої експлуатації. Але подібні зміни повністю 
ігноруються чинними нормативними документами [39; 46], внаслідок чого 
технічний стан залізобетонних елементів та конструкцій оцінюється лише за 
виявленими дефектами і пошкодженнями без виконання формалізованих 
розрахунків. Такий примітивний підхід до визначення реального технічного 
стану будівельних об’єктів обумовлений відсутністю науково обґрунтованої 
методики розрахунку залишкового ресурсу несучої здатності будівельних 
конструкцій. Створення такої методики варто було б розпочати з формування 
певної моделі деформування та вироблення чітких критеріїв настання 
граничного стану залізобетонних елементів в умовах тривалої експлуатації на 
основі відповідних припущень, гіпотез і передумов. Це дозволило б 
формалізувати процес оцінювання технічного стану будівельних об’єктів за 
результатами розрахунку залишкового ресурсу окремих залізобетонних 
елементів  і конструкцій.  

Існуючі на сьогодні методи оцінки залишкового ресурсу будівель і споруд 
різняться між собою, як правило, строгістю постановки вихідної задачі та 
способом її розв’язку. За строгістю постановки задачі їх можна було б 
умовно розділити на детерміновані та ймовірнісні.  

Детерміновані методи [155] використовують лише за недостатньої 
інформації про елемент чи конструкцію. Тому многочлени середніх ступенів, 
якими описують властивості конструктивних елементів, повинні бути 
достатньо обґрунтованими. В протилежному випадку екстраполяція стану 
елемента чи конструкції за певним параметром може призвести до суттєвих 
помилок чи вкрай важких наслідків у майбутньому. 

Ймовірнісні методи розрахунку [20] вимагають максимального обсягу 
детальної інформації як про зовнішні навантаження та впливи, так і про 
властивості вихідних матеріалів елементів конструкцій. Для останніх вкрай 
важливою є інформація щодо зміни вихідних механічних характеристик 
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матеріалів, коефіцієнтів запасу їх міцності і навіть окремих технологічних 
показників. Зрозуміло, що за таких обставин достовірність розрахунків і 
висновків про надійність та довговічність будівель і споруд помітно зростає. 

Якщо говорити про способи розв’язку задач з оцінки стану елементів 
конструкцій, то вони можуть бути аналітичними або числовими. 

Аналітичні способи реалізуються шляхом розрахунку залишкового 
ресурсу за критеріями граничних станів [58; 155]. Вони ґрунтуються на 
екстраполяції параметрів технічного стану конструкцій аж до досягнення 
граничних значень. Методика розрахунку зводиться до виконання 
перевірочних розрахунків з урахуванням достовірної інформації про 
технічний стан конструкції за виявленими дефектами, пошкодженнями та 
визначеними властивостями матеріалів.  

Числові способи [35] зводяться до моделювання напружено-
деформованого стану залізобетонних конструкцій за допомогою різних 
програмних комплексів. Всі дефекти і пошкодження (разом з тріщинами), 
виявлені при обстеженнях, враховуються в жорсткісних характеристиках за 
допомогою методу скінченних елементів. На перспективність таких методів 
вказують результати системних досліджень провідних науково-дослідних 
інститутів та технічних університетів України [95]. 

Таким чином, в основу всіх вищезгаданих методів розрахунку 
залишкового ресурсу залізобетонних конструкцій закладаються зміни лише 
міцнісних характеристик матеріалів та геометричних параметрів жорсткісних 
характеристик елементів [35; 58]. Зміну ж деформаційних параметрів  взагалі 
не відображено у розрахунках жодним чином. Тому в основу узагальненої 
методики розрахунку ресурсу залізобетонних елементів конструкцій, у тому 
числі і залишкового, пропонується покладати деякий комплексний 
деформаційно-силовий (енергетичний) критерій [124; 360]. 

 Загалом відомо, що найважливіші силові та деформаційні параметри 
деформування залізобетонних елементів [103; 106; 107; 110; 112-114] на всіх 
етапах пов’язуються між собою функцією жорсткості )/1(/ rMD   [102]. За 
таких умов доцільно, щоб методика розрахунку їх залишкового ресурсу 
базувалася на використанні саме тих параметрів натурних досліджень 
(обстежень), які дозволяли б безпосередньо чи опосередковано оцінювати 
жорсткість зазначених елементів. Крім реальних дефектів, пошкоджень та 
механічних характеристик матеріалів такими параметрами в експлуатаційній 
стадії можуть слугувати значення кроку lrs ,  і ширини розкриття lkw ,  

нормальних тріщин, а також прогинів lf . 
 

5.1.2. Методика розрахунку залишкового ресурсу залізобетонних 
елементів конструкцій за їх прогинами 

 
Одним із основних параметрів, що дозволяє відносно легко і безперервно 
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контролювати ресурс залізобетонних елементів в процесі їх деформування, 
можна вважати кривину. Її початкове значення в розрахунковому перерізі 
згинального залізобетонного елемента за дії експлуатаційного навантаження 
можна визначити, виходячи з узагальненої діаграми його стану [102; 363] 
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де ur/1 – граничне значення осередненої кривини залізобетонного елемента 
при вичерпанні ним несучої здатності; 

uM – несуча здатність цього ж елемента (максимально можливе зусилля 
в ньому при настанні граничного стану);  

M – згинальний момент від короткочасно діючого експлуатаційного 
навантаження;  

0D – значення початкової жорсткості залізобетонного елемента. 
Визначальні параметри граничного стану залізобетонних елементів uM  

та ur/1  розраховують згідно деформаційно-силової моделі їх опору за 
загальновизнаною системою співвідношень МДТТ (3.55) з її доповненням 
аналітичною залежністю діаграми стану rM /1  та функцією граничних 
деформацій стиснутого бетону ),,,,( bhsilisicu mmxf ee   [102; 104]. 

З іншої сторони, кривина, через кут повороту перерізу елемента   (рис. 
5.1), пов’язана з потенціальною енергією його деформування 
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Для залізобетонних елементів, враховуючи нелінійність процесів їхнього 
деформування, подвійне інтегрування виразу (5.3) є доволі непростим 
завданням. Оскільки руйнування залізобетонного елемента відбувається не в 
перерізі, а на певній ділянці (текучість арматури на ділянці, виколювання 
бетону на ділянці), то виділимо ділянку довжиною ldz   в окремий блок, 
у межах якого момент та кривина є незмінними constM   і constr /1 . У 
такому випадку, напружено-деформований стан залізобетонного елемента 
доцільно описувати характеристиками осередненого перерізу виділено блоку. 
Загалом же довжину зазначеного блоку доцільно приймати не менше відстані 
між нормальними тріщинами rs  та не більше розмірів поперечного перерізу: 
h - для плит, тобто hlsr    та b - для балок, тобто blsr   . 
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Тоді потенціальну енергію граничного деформування (руйнування) 

згинального залізобетонного елемента на певній розрахунковій ділянці 
взаємного зміщення бетону і арматури l за короткочасної дії повного 
навантаження (рис. 5.2) можна обчислити за наступним виразом
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який після інтегрування і нескладних перетворень остаточно набуває вигляду 

 
 
  ,)1(ln

2
1

2
1

2
1

22
)/1( 22
































 K
K
K

K
K

K
rMlW uu

         

(5.5) 

де uu MrDK )/1(0   – характеристика граничної деформативності елемента. 
 

в)

а)

б )

F F

d Z = l

Z

X

MУ

dZ

r

d

г)

d


M У

dW
M УM У

 
Рисунок 5.1 – До розрахунку потенціальної енергії деформування 

згинального залізобетонного елемента: а) – схема завантаження; б) – епюра 
згинаючих моментів ; в) – розрахункова ділянка; г) – епюра потенціальної 

енергії деформування 
 

Аналогічним чином, використовуючи вираз (5.2), можна визначити і 



 

127 

 
потенціальну енергію деформування згинального залізобетонного елемента 
за короткочасної дії експлуатаційного навантаження (рис. 5.2)
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Після інтегрування та нескладних перетворень отримаємо остаточно 
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Рисунок 5.2 – До методики розрахунку потенціальної енергії деформування 

залізобетонного елемента за дії навантажень різної тривалості 
 

Потенціальну енергію деформування згинального залізобетонного 
елемента за тривалої дії експлуатаційного навантаження (рис. 5.1) можна 
розрахувати за доволі простим виразом 

)/2/1/1(2 flf rrMlW   ,                                  (5.8) 
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а значення осередненої кривини залізобетонного елемента, за дії цього ж 
навантаження, lfr/1  можна визначити завдяки виміряному при натурних 

дослідженнях (обстеженнях) прогину lf  за формулою (5.9) 

)(//1 2
0lsfr llf  ,                                           (5.9) 

де s – коефіцієнт, що залежить від схеми завантаження та закріплення 
елемента на опорах;  

0l  –  розрахункова довжина залізобетонного елемента. 
Тоді з урахуванням залежностей (5.4)…(5.8) потенціальна енергія 

деформування згинального залізобетонного елемента, що відповідає його 
залишковому ресурсу (рис. 5.2), може бути обчислена за виразом  

213 WWWW  .                                           (5.10) 
Граничне значення осередненої кривини елемента при вичерпанні їм 

несучої здатності за тривалої дії навантажень можна визначити за формулою 
lfluf rMlWr /1)/(2/1 3                                (5.11) 

та спрогнозувати відповідний граничний прогин елемента за виразом 

)(/1 2
0lsrf ulful  .                                       (5.12) 

Таким чином, розрахунок залишкового ресурсу залізобетонних елементів 
за деформаційно-силовою моделлю пропонується виконувати з залученням 
ще однієї визначальної гіпотези – незмінності в одиниці об’єму та 
незалежності від режиму завантаження потенціальної енергії деформування 
залізобетонного елемента, витраченої на його руйнування constW  . 
Інакше кажучи, вищезгадана гіпотеза слугує водночас ще й енергетичним 
критерієм розрахунку залишкового ресурсу залізобетонних елементів.  

 
5.1.3. Особливості розрахунку залишкового ресурсу залізобетонних 

елементів за кроком та шириною розкриття  тріщин  
 

Використання пропонованого енергетичного критерію у розрахунках 
залишкового ресурсу залізобетонних елементів конструкцій залишається 
можливим навіть тоді, коли вихідним параметром натурних досліджень буде 
слугувати не прогин lf , а крок lrs ,  та ширина lkw ,  розкриття нормальних 
тріщин (рис. 5.1).  

Експлуатаційні значення вищевказаних параметрів тріщин пропонується 
прогнозувати за допомогою гіпотези плоских перерізів, яка дозволяє 
пов’язати деформації матеріалів в осередненому перерізі залізобетонного 
елемента з його жорсткістю через кривину [121; 355] 

dr scf /)(/1 ee  ,                                          (5.13) 
де ce  – поточні значення деформацій бетону найбільш стиснутої грані; 
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se  – поточні значення деформацій розтягнутої арматури;  
d  – робоча висота перерізу елемента. 
Значення осередненої кривини залізобетонного елемента за тривалої дії 

експлуатаційного навантаження lfr/1  теж варто пов’язати з деформаціями 
матеріалів в осередненому перерізі залізобетонного елемента та обчислювати 
згідно гіпотези плоских перерізів за формулою 

dr lsmlclf /)(/1 ,, ee  .                                  (5.14) 
Середні значення деформацій розтягнутої арматури на найбільш напруженій 

ділянці елемента рекомендується розраховувати за середнім значенням кроку 
нормальних тріщин в цій зоні lrms ,  та максимальною шириною їх розкриття 

lkw , , встановленими за результатами натурних досліджень  

ctmlrmlklsm sw ee  ,,, / .                                    (5.15) 
Поточні значення відносних деформацій бетону найбільш стиснутої грані 
lc,e  можна визначити за загальновизнаною системою співвідношень МДТТ 

(3.38) або (3.55), прийнявши при цьому constc s  за clc ee ,  (рис. 5.3), або 
ж розрахувати за виразом 

)),(1( 0, ttclc ee  ,                                    (5.16) 

де ),( 0tt – значення коефіцієнта повзучості стиснутого бетону за дії 
зовнішнього навантаження, тривалістю )( 0tt  . 

Граничне значення осередненої кривини елемента при вичерпанні ним 
несучої здатності за тривалої дії навантажень, визначене за формулою (5.11), 
можна пов’язати з деформаціями матеріалів за гіпотезою плоских перерізів 

dr lsmulcuulf /)(/1 ,, ee  .                                  (5.17) 
Граничні значення відносних деформацій бетону найбільш стиснутої грані за 

тривалої дії навантажень lcu,e  пропонується обчислювати за виразом  

)),(1( 0, tclcu  ee ,                                  (5.18) 

де ),( 0t – граничне значення коефіцієнта повзучості стиснутого бетону за 
тривалої дії зовнішнього навантаження, яке рекомендується 
приймати згідно чинних норм [46; 235]. 

Прогнозовані середні значення деформацій розтягнутої арматури можна 
визначити за формулою (5.19) 

lcuulflsmu rd ,, / ee                                        (5.19) 
та уточнити їх шляхом розв’язку загальновизнаної системи співвідношень 
МДТТ (3.55). При розв’язку зазначеної системи, у разі потреби, можна 
уточнити  граничні значення відносних деформацій стиснутого бетону lcu ,e  і 
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спрогнозувати середні значення кроку нормальних тріщин ulrms ,  та 

максимальної ширини їх розкриття ulkw , . 

 

M u
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1/ru

M

s cf ck

e c

e c e c,l e cuk

s c

e cu,l

1/rfl1/rf 1/rful

а)
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Рисунок 5.3 – Діаграми прогнозування граничних деформацій стиснутого 

бетону (а) та граничної кривини залізобетонного елементу (б) 
 за тривалої дії експлуатаційного навантаження 

 
Слід зауважити, що точність розрахунку залишкового ресурсу 

залізобетонних елементів за виміряними кроком lrms , та шириною розкриття 
нормальних тріщин lkw ,  є дещо нижчою, ніж за прогином. Тому, щоб 
забезпечити не тільки більшу точність, але й вищу надійність результатів 
розрахунку енергетичного ресурсу залізобетонних елементів та конструкцій, 
його рекомендується виконувати обома способами одночасно. 

 
5.2. Експериментально-статистична оцінка розроблених методів 

розрахунку тріщиностійкості залізобетонних елементів  
 

На основі запропонованої моделі багаторівневого утворення нормальних 
тріщин розроблені загальна та спрощена методики розрахунку утворення і 
розкриття нормальних тріщин, що можуть використовуватися як загальні при 
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розрахунку тріщиностійкості залізобетонних елементів. Їх можна реалізувати 
як в програмному, так і в інженерному варіантах. Елементарні програми, 
написані на їх основі, працюють в середовищі EXCEL та можуть бути 
відтворені інженером-конструктором за наведеними в дод. А алгоритмами 
навіть за відсутності спеціальної підготовки з комп’ютерного програмування.   

Ефективність розроблених методик розрахунку утворення та розкриття 
нормальних тріщин оцінена за результатами експериментальних досліджень 
згинальних залізобетонних елементів, випробуваних безпосередньо автором 
[120]  та зарубіжними вченими (табл. 5.1). Зазначені результати опубліковані 
у різних наукових виданнях та відкриті для загального доступу. Результати 
цієї перевірки показані на рис. 5.4…5.7 та наведені в табл. 5.2 і 5.3. 

Таблиця 5.1 – Основні характеристики експериментальних зразків 

Автори дослідів Makhlouf H. M., 
Malhas F.A. [310] 

Pundinaitė M. 
[346] 

Ivanchev I.Y. 
[273] 

Н
ай

ва
ж

ли
ві

ш
і х

ар
ак

те
ри

ст
ик

и 
та

 
па

ра
ме

тр
и 

ви
пр

об
ув

ан
ня

 д
ос

лі
дн

их
 

зр
аз

кі
в 

рік 1996 2010 2018 

ро
зм

ір
и,

 
мм

 h  400 298-305 275-300 
b  600 275-285 150 

ol  1900 3000 3000 

бе
то

н,
 

М
П

а ckf  40 43,7-49,5 25 

ctkf  2,5 2,9 1,8 
310cE  33,4 34,1-35,3 23 

ар
ма

ту
ра

, 
М

П
а 

( і
 м

м2 ) 

ykf  430 578-632 500 
310sE  200 199,3-223,5 190 

sA  1249-2822 229,3-776,8 226,2-508,9 

Виконано також експериментально-статистичне порівняння розроблених 
методів розрахунку з іншими методиками. Зокрема, ширина розкриття 
нормальних тріщин визначалась не тільки за власними авторськими 
методиками, але й за допомогою: 
 чинних ДСТУ [46] та Єврокод-2 [235] за формулою  

),()( ,4213 cmsmeffpk kkkckw ee                 (5.20) 
де 1k  – коефіцієнт, що враховує профіль поздовжньої арматури;  

  2k  – коефіцієнт, що враховує розподіл відносних деформацій; 
  c  – захисний шар бетону; 
   – діаметр стержнів робочої арматури; 

effp,  – коефіцієнт армування ефективної розтягнутої зони  бетону в зоні  
активного зчеплення;  



 

132 

 

3k  і 4k – сталі коефіцієнти, що рівні 3,4 та 0,425, відповідно; 

 будівельних правил СП [133] за виразом  
,/5,0 321 sbtssscrc AAda  e                     (5.21) 

де 1 , 2 , 3  –  коефіцієнти, що враховують тривалість дії навантаження, 
профіль поздовжньої арматури та характер навантаження, 
відповідно; 

s  – коефіцієнт, яким враховується нерівномірний розподіл відносних 
деформацій розтягнутої арматури між тріщинами; 

ss  –  поточні напруження в арматурі; 

btA  – площа перерізу розтягнутого бетону; 

sd  – діаметр стержня робочої арматури;  
 деформаційно-силової моделі [102] з лінійною функцією середніх 

напружень зчеплення арматури з бетоном [71] 

),(
)4,0/)4,0((4 ,21

cmsm
tlyds

k f
w ee

shh





          (5.22) 

де  tl ,  – коефіцієнт армування розтягнутої зони бетону, розміщеного в зоні 
активного зчеплення з арматурою; 

ydf – розрахункове значення міцності арматури на межі її текучості. 
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Рисунок 5.4 – Графіки розкриття тріщин в балці S1-1 [346]:  – дослідні; 

теоретичні за методиками   – норм [46; 235],  – СП [133],   – ДСМ [102] з 
лінійними bmt  [71],  – загальною [120],  – спрощеною [102, 120] 
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Рисунок 5.5 – Графіки розкриття тріщин в балці А-1 [273]:  – дослідні; 

теоретичні за методиками   – норм [46; 235],  – СП [133],   – ДСМ [102] з 
лінійними bmt  [71],  – загальною [120],  – спрощеною [102, 120] 
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Рисунок 5.6 – Графіки розкриття тріщин в балці G-2 [310]:  – дослідні; 
теоретичні за методиками   – норм [46; 235],  – СП [133],   – ДСМ [102] з 

лінійними bmt  [71],  – загальною [120],  – спрощеною [102, 120]  
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Таблиця 5.2 – Порівняння теоретичних та дослідних значень ширини 

розкриття нормальних тріщин 
Автори 

дослідів, 
 кількість 

зразків 
(вимірювань) 

Makhlouf H., 
Malhas F. 

[310], 3 зр. 
(21 вимір.) 

Pundinaitė M. 
[346], 10 зр. 
(66 вимір.) 

Ivanchev I.Y. 
[273], 12 зр. 
(142 вимір.) 

Ромашко-
Майструк 
О.В.[120] 
3 зр. (30 
вимір.) 

Загалом, 
28 зр.  
(259 

вимір.) 

В
ід

хи
ле

нн
я 

(%
) е

кс
пе

ри
ме

нт
ал

ьн
их

 д
ан

их
 в

ід
 р

оз
ра

ху
нк

ов
их

 за
 м

ет
од

ик
ою

 

но
рм

 [4
6,

 2
35

]    59,81 34,98 22,36 7,27 26,86 

s  29,87 18,99 25,21 10,74 22,33 

v  18,69 14,07 21,82 11,58 18,41 

но
рм

 [1
33

]   15,26 19,67 40,42 3,0 28,76 

s  18,77 10,92 14,44 23,14 14,9 

v  22,15 13,59 24,34 23,87 21,37 

Д
С

М
 [1

02
] з

 

лі
ні

йн
им

и 

bmt

[7
1]

  18,5 28,13 22,2 16,04 22,70 

s  18,73 20,27 29,39 5,17 23,40 

v  15,81 15,82 24,05 4,46 19,02 

за
га

ль
но

ю
 [1

20
] 

  0,0 15,3 3,98 5,0 6,66 

s  15,97 15,1 16,78 6,6 15,11 

v  15,97 13,1 16,13 6,3 14,21 

сп
ро

щ
ен

ою
 [1

02
, 1

20
] 

  8,42 2,63 18,38 12,93 12,93 

s  14,68 11,57 19,39 9,57 15,88 

v  16,04 11,88 20,36 10,99 16,76 
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Рисунок 5.7 – Збіжність теоретичних (за автором) та дослідних значень 
ширини розкриття тріщин в згинальних залізобетонних елементах, 

випробуваних різними дослідниками 
 

Таблиця 5.3 – Забезпеченість точності розрахунків ширини розкриття тріщин 
згинальних залізобетонних елементів за різними методиками 

Методика 
Кількість 
зразків 

(дослідів) 

Оцінювані 
параметри 

Забезпеченість точності у % 

 5  10  15  20  25 

норм [46; 235] 

28 (259) 
exk

thk

w
w

,

,  

17,7 34,3 49,8 63,2 73,7 

СП [133] 27,7 52,1 71,1 84,3 92,3 
ДСМ [102] з лінійними 

bmt  [71] 16,9 33,1 47,9 60,8 71,4 

загальна [120] 25,9 49,1 67,9 81,5 90,2 

спрощена [102, 120] 24,7 47,1 65,5 79,2 88,5 
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5.3. Приклади розрахунку залізобетонних елементів конструкцій 

 
Приклад 1. Розрахувати ширину розкриття нормальних тріщин в 

залізобетонній балці Б-3 прямокутного перерізу 198102 nn hb мм (табл. 
5.3) за дії згинаючого моменту 6,9EdM кНм. Балка, довжиною 2L м 
(рис. 5.8), була виготовлена з важкого бетону з характеристиками 

92,19ckf МПа, 39,1ctkf МПа, 310151,24 cE МПа (табл. 5.5) та 
армована в розтягнутій зоні 102 ( 1571 sA мм2), при захисному шарі 
бетону 121 sa мм, з наступними характеристиками 521ykf МПа; 

51094,1 sE  МПа (табл. 5.4).  
 X

У
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 Рисунок 5.8 – До прикладу 1: розрахункова схема (а), переріз (б) та 
напружено-деформований стан (в) балки Б-3 

 
Розв’язок. 1. Згідно алгоритму додатку А.1 розрахунок несучої здатності 

балки виконуємо згідно деформаційно-силової моделі опору залізобетонних 
елементів силовим впливам [102]. Початковий модуль пружності бетону (при 

0cs ) рівний 33
0 10619,28185110151,24  ,kEE occ МПа, а його 

критичні деформації за стиску складатимуть 

.107,195

10)92,197,0140
28619,0

92,19(10) 140(

5

55
1







 ck
co

ck
c f0,7

E
f

e
 

Основні параметри діаграми стану (деформування) стиснутого бетону 
обчислюємо за виразами  

3
0 10619,28  cEa МПа; 5252

1 1003,52)107,195/(92,19/  
cckfb e МПа; 
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Граничні деформації бетону на стиск сue  сягають  

 
  ,102,259)))2,0811,2/6ln(6/)2811,2((1/811,2ln322,01(

107,195)))2,0/6ln(6/)2((1/ln322,01(
52

52
1







 kkkccu ee
 

де параметр 811,292,19/107,195619,28/ 2
10  

ckcc fEk e . 
Коли врахувати, що в непереармованих елементах напруження у 

розтягнутій арматурі в граничній стадії зазвичай досягають межі текучості 

( 5
5

106,268
1094,1

521 


 sos ee ), то її деформації можна знайти за виразом 

55
5

1
1 1052,653102,259

0085,0521
1071,4032,99 
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при 0085,0)181102/(157)/(11  dbA nsl  та параметрах c  і c , 
рівних відповідно 

32,9951,414/)51,414/1003,5210619,28(/)/( 53  ccbac МПа; 

.1071,4051,414/)102,25951,4141ln(102,259

51,414/1003,5210619,28(2
)102,259(1003,52)1ln(
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Тоді кривина даної балки в стадії граничної рівноваги становитиме 

5
55

1 10043,5
181

1046,2642
181

10)52,6532,295(/1 
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ee
,мм-1 

а її несуча здатність остаточно складатиме 

Hмм10068,136,129157521

1064,619232,99
043,5

10102
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за параметра c   
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5
2

55
100619264,0

51,414
)102,25951,4141ln(

51,414
102,259 








  

при основних геометричних параметрах стиснутого бетону і арматурних 
стержнів  

39,51)10043,5/(102,259)/1/( 55  
ucucu rx e мм; 

6,12939,511811  cus xdx мм. 
2. За алгоритмом додатку А.2 в деформаційно-силовій моделі [102] 

критичні деформації розтягнутого бетону складатимуть  

.10394,7

10)3/39,1328619,0/39,1(10)3/3(/
5

55
1







 ctkcoctkct fEfe
 

Основні параметри діаграми деформування розтягнутого бетону рівні 
310619,28  aat МПа; 5252

1 108,2542)10394,7/(39,1/  
ctctkt fb e МПа; 

6460)10394,7/(239,1/10619,28/2/ 53
1  

ctctkcot fEc e .

 Граничні деформації розтягнутого бетону ctue  сягають     

,10864,9)
))2,0522,1/36ln(6/)2522,1((1

)522,1(ln642,0

1(10394,7)
))2,0/36ln(6/)2((1

)(ln642,0
1(

5
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4,1
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де параметр деформативності розтягнутого бетону    

522,139,1/10394,7619,28/ 2
1  

ctkctcot fEk e . 
Попередні значення відносних деформацій крайніх фібр стиснутого 

бетону в момент появи нормальних тріщин приймемо за виразом  

.1045,9)0085,0)12,0811,2204,0811,2058,0811,201,0(0444,0(

102,259))12,0204,0058,001,0(0444,0(
523

5
1

23
12







 lcc kkk ee
 

Тоді кривина балки в момент появи тріщин становитиме 
55

2 100975,0198/10)864,945,9(/)(/1   nctuccr hr ee мм-1, 
а геометричні та деформаційні параметри розтягнутої (–) арматури рівні  

1,841819,960,0,  dxx crccrs мм; 
55

0,0, 102,8100975,01,84)/1(   crcrscrs rxe  
за висоти стиснутої зони бетону в момент появи тріщин  

9,960975,0/45,9)/1/(20,  crccrc rx e мм. 
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Розтягуючі зусилля (–) в найбільш напруженому перерізі балки 

складатимуть 

,6,12384
3,24993,98851572,894,)36266,0ln)6460(10864,9

106,6932
)6460(108,2542)10864,9((6,693)3801,0(102
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де параметри t , bt  та ct  рівні відповідно 
5353 103801,0))6460(100975,0/(1))/1/((1   tcrt cr ; 

553 106,693108,2542)6460(10619,28  tttbt bca МПа; 

36266,010864,9)6460(11 5  
ctutct c e . 

Аналогічно стискаючі зусилля (+) у цьому перерізі балки становитимуть 

,9,12870

)03916,1ln51,4141045,9
1066,1702

51,4141003,52)1045,9((

66,1705,1439102)ln
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за параметрів  , b  та c  рівних відповідно 
5353 105,1439))51,414(100975,0/(1))/1/((1   crcr ; 

553 1066,1701003,5251,41410619,28  bcab МПа; 

03916,11045,951,41411 5
2  

cc c e . 
Момент, що характеризує появу тріщин в балці, становить 
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.Hмм10646,1)1,84()2,8(15794,

))03916,1ln51,4141045,9
2
51,414)1045,9(

66,1703
51,41403,52

)1045,9((
51,414

66,1705,1439)36266,0ln646010864,9
2

)6460(
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5
2
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355
2
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Розбіжність між розтягуючими та стискуючими зусиллями в балці 
перевищує 1,0% 

99,0962,09,12870/6,12384/ ,,  crcscrcts NNN , 
тому в наступному наближенні значення відносних деформацій крайових 
фібр стиснутого бетону скорегуємо з урахуванням розходження на величину 

3/)2( N  до значення  55
2 1033,93/)962,02(1045,9  сe .  

Після 3-го наближення з 5
2 1026,9 ce  та 5

0, 1022,8 crse  

отримуємо: 49,1251,2981,9,,,  crstcrctcrcts NNN кН, 5,12, crcN кН 

і 628,1crM кНм, 999,0crN  та 004,1/ 3,2,  crcrcr MMM . 
Отже, нормальні тріщини в даній балці появляться за дії згинаючого 

моменту 628,1сrM кНм при кривині 5100966,0/1 crr мм-1. 
3. Розрахункове значення осередненої кривини балки в її найбільш 

напруженому перерізі за дії моменту 6,9EdM кНм визначаємо за виразом  

,мм107286,110068,13

106,94)106,9210043,5100931,2)
068,13
6,91((

106,9210043,5100931,2)
068,13
6,91(

10068,132
10043,5585,1

4)2)1((2)1(
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/
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з коригуючим параметром розрахункової кривини  

585,1)
068,13
6,91(

068,13
6,931)1(31 

u

Ed

u

Ed

M
M

M
M

  

за початкової жорсткості перерізу балки  

 12/10219828619)2/2/(12/ 32
1,1

3
snssnncoo ahAEbhED  
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.Hмм100931,2)5122/198(1571094,1 21225   
Попередні значення відносних деформацій крайових фібр стиснутого 

бетону приймемо пропорційно до стадії граничної рівноваги за виразом 
.1085,88043,5/729,1102,259)/1/(*)/1( 55

2
  ucuc rree  

Тоді висота стиснутої та розтягнутої зон бетону в найбільш напруженому 
перерізі балки і видовження її найбільш розтягнутої грані складатимуть 
відповідно  

4,51729,1/85,88*)/1/(2  rx cс e мм; 6,1464,51198  cnct xhx мм; 
55 104,25310729,16,146*)/1(   rxctte , 

а геометричні та деформаційні параметри розтягнутої (–) арматури рівні  
6,1291814,51  dxx cs мм; 

55 1022410729,16,129*)/1(   rxsse . 
Розтягуючі зусилля (–) в найбільш напруженому перерізі балки сягають 

.686385,682335,40415722494,2/)4,253/864,9(
6,14610239,12/)/( 1

Н1
AExbfNNN ssstctuctnctkstctcts


 eee

 

Аналогічно стискаючі зусилля (+) в зазначеному перерізі балки рівні 

,48151)368,1ln51,4141085,88
1066,1702

51,4141003,52
)1085,88((

66,1702,81102)ln
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cbnccs















e


e

 

за параметрів  , b  та c , рівних відповідно 
5353 102,81)51,41410729,1/(1)*)/1/((1   cr ; 

51066,170 b МПа;   368,11085,8851,41411 5
2  

cc c e . 
Момент, що виникає від внутрішніх зусиль в балці, складатиме 
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.Hмм1046,10)6,129( 6  
Зважаючи, що розбіжність між розтягуючими і стискуючими зусиллями в 

балці є доволі суттєвою 01,1425,148151/68638/  cscts NNN , 
а збіжність між зовнішніми та внутрішніми згинаючими моментами є 
недостатньою 99,0917,046,10/6,9/  MMM Ed , то в 
наступному наближенні попередні значення розрахункової осередненої 
кривини балки скорегуємо через M  до значення 

55 10586,1917,010729,1*/1  r мм-1, а значення відносних деформацій 

крайових фібр стиснутого бетону за допомогою N  до значення 
55

2 1009,106425,11085,88  ce . 

Після кількох наближень отримуємо – 5102,197 se , 5
2 101,98 ce  

( 13,60cx мм), 48,60ctsN кН, 26,60csN кН та 604,9M кНм при 

004,126,60/48,60 N  та 9996,0604,9/6,9 M . 
4. Відстані між тріщинами розраховуємо за алгоритмом додатку А.3. У 

зоні чистого згину балки на ділянці між тріщинами зміна зусиль в 
розтягнутій арматурі відсутня ( 01, ss ), тому відстань між суміжними 
тріщинами першого рівня обчислюємо за формулою (3.34) 

,мм04,125
157
6420

)6,268/24(39,1125,24
10

)/(4

25,2/11

,
/11

1,21
1

1















s

crct

ycrsctk

s
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hsshh
 

де різниця зусилля в розтягнутому бетоні до та після утворення першої 
тріщини, тобто перерозподіленого з бетону на арматуру, рівна  

HNNN crctcrctcrct 6420346298821,0,,  ; 

рівень напружень в арматурі складає 6,268/24// 1,1,  socrsycrs eess ; 

коефіцієнт 25,2056,0120056,0291120291 22
1  RR ffh , що 

враховує індекс зчеплення серпоподібної арматури ( 056,0Rf ) за 
формулою (3.12) при довірчому інтервалі s2 . 

В зоні чистого згину за сталих моментів тріщини другого рівня будуть 
виникати посередині між тріщинами першого рівня, тобто 2/12 rr ss  . Тоді 
деформації арматури, за яких будуть утворюватися тріщини другого рівня, 
можна знайти за допомогою виразу (3.36) 
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Оскільки 55
2, 102,1971052,83   scrs ee , то тріщини другого 

рівня в даній балці будуть утворюватися. 
Тоді за середніх деформацій розтягнутого бетону на ділянці між 

суміжними тріщинами ,10932,410864,95,05,0 55   ctuctm ee  
ширина розкриття тріщин на рівні центру ваги розтягнутої арматури за 
формулою (3.54) сягатиме  

172,010)932,452,832,197(
2

04,125)(
2

5
2,

1  
ctmcrss

r
k

s
w eee мм. 

Збіжність результатів розрахунків за різними методиками з результатами 
експериментальних досліджень наведена в табл. 5.4.  
Таблиця 5.4 – До порівняння та оцінки методів розрахунку тріщиностійкості 

згинальних елементів за результатами експериментальних досліджень 
 балки Б-3 

 
Параметри  

 
Значення 

Несуча  
здатність  

uM , кНм 

Момент  
утворення  

тріщин  
crM , кНм 

Параметри утворення 
тріщин при EdM  

відстань  
rs , мм 

ширина  
kw , мм 

Експериментальні 13,5 1,8 60…90 0,17 

Те
ор

ет
ич

ні
 за

 м
ет

од
ик

ою
 

автора загальною 

13
,0

7 
0,

96
8 

1,
63

 
0,

90
6 

62,5 0,172 
збіжність  exp/ xxth  1,04…0,69 1,012 
автора спрощеною 83 0,159 
збіжність  exp/ xxth  1,38…0,92 0,935 
ДСМ з лінійними bmt   65,5 0,193 
збіжність  exp/ xxth  1,09…0,73 1,135 
норм [46; 235] 87,7 0,165 
збіжність  exp/ xxth  1,46…0,97 0,994 
СП [133] 147 0,125 
збіжність  exp/ xxth  2,45…1,63 0,735 

Приклад 2. Визначити залишковий енергетичний ресурс залізобетонної 
балки B2-a [253] прямокутного перерізу 333250 nn hb мм (рис. 5.9) 
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після 400 діб дії згинаючого моменту 8,24, lEdM кНм. Балка, довжиною 

5,30 l м, виготовлена з важкого бетону з характеристиками 3,18ckf МПа, 

0,2ctkf МПа і 31082,22 cE  МПа, та армована в розтягнутій зоні 

162  ( 400sA мм2, 25sa мм) з характеристиками 5104,19 sE МПа і 
510ykf МПа. Основні результати експериментальних досліджень балки 

наведені в табл. 5.5. 
 X

У

X

250

X t

M

11

e с2

es1

eсtv

s с2

s сtv

s s1

б ) в)

33
3

33
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P/2

lo=3500
1167 1166 1167

P/2

MEd

 Рисунок 5.9 – До прикладу 2: розрахункова схема (а), переріз (б) та 
напружено-деформований стан (в) балки B2-a 

 
Таблиця 5.5 – Основні результати експериментальних досліджень 

залізобетонної балки B2-a [253] 

Досліджувані параметри 
Значення параметрів на момент часу, дні 

140t  400t  

Прогин f , мм 5 12,4 

Крок тріщин rs , мм 225 125* 

Ширина kw , мм 0,10 0,36 

Деформації усадки che  0 5105,82   

Розв’язок. Аналогічно до попереднього прикладу за алгоритмом додатку 
А.1 визначаємо НДС балки в стадії граничної рівноваги. В результаті 
розрахунку отримуємо значення: несучої здатності 4,56uM кНм, 
граничної кривини 510564,4/1 ur мм-1 та початкової жорсткості 

перерізу балки 13
0 10225,2 D Нмм2. 

У подальшому розрахунок виконуємо за алгоритмом додатку А.4. 
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Довжину розрахункової ділянки приймаємо рівною меншому із розмірів 
поперечного перерізу балки ммbl п 250 . Згідно формули (5.4) 
знаходимо потенціальну енергію граничного деформування (руйнування) 
залізобетонної балки за короткочасної дії повного навантаження  
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де характеристика граничної деформативності балки рівна  

18)104,56/(10564,410225,2)/1( 6513
0  

uu MrDK . 
НДС балки за короткочасної дії згинаючого моменту 8,24, lEdM кНм 

теж визначаємо аналогічно до попереднього прикладу згідно алгоритмів 
додатків А.2 та А.3. В результаті розрахунку отримуємо значення: 

відповідної кривини  610025,5/1 fr мм-1, відносних деформацій бетону 

найбільш стиснутої грані 510014,40 ce  та осереднених деформацій 

розтягнутого бетону на ділянці між тріщинами 510993,5 ctme . 
Тоді потенціальна енергія деформування залізобетонної балки за 

короткочасної дії експлуатаційного навантаження згідно виразу (5.7) буде 
дорівнювати 
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В кінці випробувань ширина розкриття тріщин (за середнім значенням їх 

кроку 1752/)125225(* rs мм), без врахування впливу усадки, 
складає 

22,0105,8217536,0 5**  
chrkk sww e мм. 

Середні значення деформацій розтягнутої арматури знаходимо за 
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формулою (5.15)  

55
,,, 1013210991,5175/22,0/   ctmlrmlklsm sw ee , 

а поточні значення відносних деформацій бетону найбільш стиснутої грані 
обчислюємо за виразом (5.16) 

5-5
0, 104,1081,71)(11040,014)),(1(  ttclc ee , 

де значення коефіцієнта повзучості стиснутого бетону за тривалої дії 
зовнішнього навантаження згідно чинних норм [46; 235] рівне 71,1),( 0 tt . 

Значення осередненої кривини залізобетонного елемента за тривалої дії 
експлуатаційного навантаження за формулою (5.14) дорівнює 

65
,, 1077,10300/10)1324,108(/)(/1   dr lsmlclf ee мм-1. 

Тоді потенціальна енергія деформування згинального залізобетонного 
елемента за тривалої дії експлуатаційного навантаження (рис. 5.2) складе: 
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Таким чином, залишковий енергетичний ресурс потенціальної енергії 
силового деформування балки за виразом (5.10) становитиме 

HмWWWW 96,25481,1713,169,288213   
або  88,3% від початкового ( 8825,09,288/96,254/3 WW ). 

Для порівняння розрахуємо залишковий ресурс балки, коли вихідним 
параметром слугуватиме прогин. За відомим значенням прогину обчислюємо 
осереднену кривина балки в експлуатаційній стадії за короткочасної дії 
експлуатаційного навантаження  

622
0 10918,3)3500(5/48/5)(//1  lsfr f мм-1, 

та потенціальну енергію її деформування  
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Значення осередненої кривини залізобетонного елемента за тривалої дії 

експлуатаційного навантаження теж визначаємо за відомим прогином 
622

0 10718,9)3500(5/48/4,21)(//1  lsfr llf мм-1. 
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Тоді потенціальну енергію деформування згинального залізобетонного 

елемента за тривалої дії експлуатаційного навантаження (рис. 5.2): 

.98,17101798,0

2/10)918,3718,9(1024,8250)/2/1/1(
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Таким чином, залишковий енергетичний ресурс потенціальної енергії 
деформування балки за виразом (5.10) складе 

HмWWWW 3,25998,1763,119,288213   

або  89,8% від початкового ( 8975,09,288/5,262/3 WW ). 
Та все ж при розв’язку зазначеної задачі особливу увагу необхідно 

приділяти потенціальній енергії критичного деформування залізобетонної 
балки, що відповідає досягненню критичних деформацій в стиснутому бетоні 

5
1 109,194 ce  чи в розтягнутій арматурі 5

0 108,262 se . 
При розрахунку НДС даної балки встановлено, що її руйнування 

фактично розпочинається з текучості арматури за: 5
0 108,262 se , 

5104,105 ce , 5102256,1/1 Rr мм-1, 2,55RM кНм. 
Тоді потенціальна енергія критичного деформування даної балки складе  
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За таких обставин залишковий енергетичний ресурс потенціальної енергії 
деформування балки, коли вихідними параметрами слугуватимуть параметри 
тріщиностійкості, за виразом (5.10) складе 

HмWWWW R 37,2581,1713,1631,59213   

або 42,8% від початкового ресурсу ( 428,031,59/5,203/3 WW ). 
Аналогічно залишковий енергетичний ресурс потенціальної енергії 

деформування балки, коли вихідним параметром слугуватиме прогин, за 
виразом (5.10) складе 

HмWWWW R 49,2998,1763,1131,59213   
або  50% від початкового ресурсу ( 5,031,59/49,29/3 WW ). 
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5.4. Висновки 

1. В деформаційно-силовій моделі залишковий ресурс залізобетонних 
елементів доцільно прогнозувати за вихідними параметрами натурних 
обстежень, якими є їх прогини, крок та ширина розкриття  нормальних 
тріщин.  

2. В основу загальної методики розрахунку ресурсу залізобетонних 
елементів конструкцій, у тому числі і залишкового, пропонується покласти 
деякий комплексний деформаційно-силовий (енергетичний) критерій. 

3. Енергетичним критерієм вичерпання несучої здатності 
залізобетонних елементів конструкцій може слугувати гіпотеза незмінності в 
одиниці об’єму та незалежності від режиму завантаження потенціальної 
енергії їх деформування. 

4. Потенціальну енергію деформування залізобетонних елементів 
пропонується розраховувати за діаграмами їх стану « )/1( rM  », 
закладеними в основу деформаційно-силової моделі. Найважливіші 
параметри натурних досліджень (прогини f , відстань між тріщинами rs  та 
ширину їх розкриття kw ) пропонується «інтегрувати» в зазначені 
діаграмами через  кривину самих елементів.  

5. Точність розрахунку залишкового ресурсу залізобетонних елементів 
за допомогою прогинів є дещо вищою, ніж за допомогою кроку і ширини 
розкриття нормальних тріщин. Щоб забезпечити максимальну точність та 
надійність результатів розрахунку, прогнозування залишкового ресурсу 
залізобетонних елементів і конструкцій рекомендується вести одночасно за 
параметрами їх тріщиностійкості та прогинами. 

6. Загалом розроблена методика розрахунку ресурсу залізобетонних 
елементів за енергетичним критерієм дозволяє спрогнозувати його 
залишкову частину у часовому вимірі за допомогою диференційованих 
значень коефіцієнта повзучості стиснутого бетону. Вона розвиває та доповнює 
узагальнену деформаційно-силову модель опору залізобетонних елементів 
силовим впливам за рахунок енергетичних критеріїв. 

7. Експериментально-статистична оцінка розроблених загального та 
спрощеного методів розрахунку багаторівневого утворення тріщин в 
залізобетонних елементах конструкцій підтвердила ефективність та 
доцільність їх «інтегрування» в деформаційно-силову модель опору зазначених 
елементів силовим впливам.  

8. Порівняльна оцінка розроблених методів розрахунку багаторівневого 
утворення та розкриття нормальних тріщин, у співставленні з іншими 
методами, підтвердила пріоритетність їх використання у вирішенні 
практичних задач. 
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ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ 

 
Завдяки результатам проведених експериментально-теоретичних 

досліджень розв’язано важливе науково-прикладне завдання з моделювання 
та розрахунку багаторівневого утворення і розкриття нормальних тріщин в 
залізобетонних елементах конструкцій з урахуванням локального порушення 
зчеплення арматури з бетоном. Його вирішення забезпечено тим, що: 
1. Узагальнена модель зчеплення арматури з бетоном, що побудована за 

допомогою нелінійної функції середніх напружень їхнього зчеплення, 
дозволяє достовірно оцінювати спільну взаємодію арматури з бетоном на 
будь-якій стадії деформування залізобетонних елементів конструкцій.  

2. Отриману нелінійну функції середніх напружень зчеплення арматури з 
бетоном можна вважати загальною, оскільки вона є багатофакторною та 
дозволяє розраховувати величину зусилля їхньої механічної взаємодії у 
найпростіший спосіб на всьому діапазоні деформування залізобетонних 
елементів без виключення.  

3. Розроблена модель багаторівневого утворення нормальних тріщин 
узгоджена з узагальненою моделлю зчеплення арматури з бетоном за 
критерієм локального порушення такого зчеплення та дозволяє 
застосовувати гіпотезу Томаса у спрощеній формі.  

4. Отримані нові експериментальні дані засвідчують, що на кількість рівнів 
утворення нормальних тріщин та на відповідну їм величину рівнів 
завантаження найбільше впливають вид напружено-деформованого стану 
залізобетонних елементів та вид профілю арматури. 

5. Розроблена загальна методика розрахунку основних параметрів 
багаторівневого утворення нормальних тріщин розвиває деформаційно-
силову модель та загальну теорію деформування залізобетонних 
елементів в частині їх тріщиностійкості. Вона дозволяє суттєво 
підвищити точність розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин в 
залізобетонних елементах ( %67,6 , %11,15s ) порівняно з 
нормативною ( %86,26 , %33,22s ). 

6. Спрощена методика розрахунку основних параметрів багаторівневого 
утворення нормальних тріщин вирізняється відносною простотою, 
відносно високою продуктивністю та точністю ( %93,12 , 

%88,15s ), а тому може бути рекомендована до використання в 
якості експрес-методу оцінки параметрів тріщиностійкості 
залізобетонних елементів.  

7. Пов’язування точної та спрощеної методик розрахунку параметрів 
тріщиностійкості залізобетонних елементів з узагальненими діаграмами 
їх стану « rM /1 » дозволяє суттєво зменшити кількість ітераційних 
операцій та позбутися використання низки емпіричних параметрів і 
коефіцієнтів. 
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8. Запропоновану методику розрахунку енергетичного ресурсу залізобетонних 

елементів конструкцій можна вважати узагальненою, оскільки вона 
розроблена в рамках деформаційно-силової моделі опору зазначених 
елементів силовим впливам та спрямована на її подальший розвиток.   

9. Достовірність розроблених методів розрахунку багаторівневого 
утворення та розкриття нормальних тріщин підтверджено 
експериментально-статистичною оцінкою результатів розрахунку за 
тріщиностійкістю залізобетонних елементів, випробуваних не тільки 
автором, але й іншими вітчизняними і закордонними дослідниками. 

10. Розроблені методи розрахунку основних параметрів багаторівневого 
утворення та розкриття нормальних тріщин пройшли апробацію при 
проектуванні реальних об’єктів та використані в навчальному процесі 
при підготовці фахівців будівельного профілю. 
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Додаток А  

Алгоритми розрахунку залізобетонних елементів  

Додаток А.1 – Алгоритм розрахунку несучої здатності згинальних 
залізобетонних елементів в нормальних перерізах 
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Вихідні дані: nh ; nb ; isha , ; siA ; ckf ( cdf ); ykf ( ydf ); sE ;  

cE ( ok за табл. 3.2 [102]) 
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Додаток А.2 – Алгоритм розрахунку утворення нормальних тріщин  

1 
Вихідні дані: nh ; nb ; isha , ; siA ; ctkf ( ctdf ); ckf ( cdf ); ykf ( ydf );  

sE ; cE ( ok за табл. 3.2 [102]) 
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Додаток А.3 – Алгоритм розрахунку ширини розкриття нормальних тріщин в 

згинальних залізобетонних елементах  

1 
Вихідні дані: EdM ; nh ; nb ; isha , ; siA ;  ; ctkf ( ctdf ); ckf ( cdf ); 

ykf ( ydf ); sE ; cE ( ok за табл. 3.2 2 [102])  
 

2 НДС елементу в стадії граничної рівноваги за алгоритмом дод. А.1 
 

3 НДС елементу при утворенні тріщин за алгоритмом дод. А.2 
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Продовження додатку А.3 

                                                                                                так 

14 
НДС елементу зразу після утворення тріщин за п. 4-13  

при crEd MM   для визначення 1,crctN ; 1,crss  та 1,crse  
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Додаток А.4 – Алгоритм розрахунку залишкового ресурсу залізобетонних 

елементів 

1 
Вихідні дані: EdM ; nh ; nb ; isha , ; siA ;  ; ctkf ( ctdf ); ckf ( cdf );  

ykf ( ydf ); sE ; cE ( ok за табл. 3.2 2 [102]); l   
 

2 
НДС елементу в стадії граничної рівноваги за алгоритмом дод. А.1  

для визначення: uM  та ur/1  
 

3  
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4 
НДС елементу за дії експлуатаційного навантаження EdM  за 

алгоритмами дод. А.2 та А.3 для визначення: crM , ctue  та fr/1  
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                                                          Продовження додатку А.4                 

                                                        від  5                                                                                         

7’ )/2/1/1(2 flf rrMlW     6’ )(//1 2
0lsfr llf   

                                                                                    
8’ 213 WWWW    9’ lfluf rlMWr /1)/(2/1 3    

 

11’ кінець  10’ )(/1 2
0lsrf ulful   

 


