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РОЗРАХУНОК ЗАЛІЗОБЕТОННИХ СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧЕНИХ  

СИСТЕМ З ВРАХУВАННЯМ ТРІЩИНОУТВОРЕННЯ 

 

У статті запропоновано спосіб ітераційного розрахунку залізо-

бетонних конструкцій, сутність якого полягає в тому, що при утво-

ренні тріщин жорсткість у елементі зменшується раз і назавжди. 

Надалі, на наступній ітерації ця жорсткість не збільшується, навіть 

якщо згинальний момент менше за момент тріщиноутворення. Це 

відповідає фізичній сутності залізобетонного елемента, адже після 

утворення тріщини його жорсткість не може збільшуватись. Завдя-

ки такому прийому ітераційний процес стабільно сходиться, а кіль-

кість ітерацій суттєво зменшується. 

Ключові слова: залізобетонний елемент; жорсткість; тріщина; 

кручення; прогин; ітерації. 

 

Аналіз досліджень і постановка задачі. Відомо, що в статично 

невизначених системах зусилля між окремими елементами розподі-

ляються залежно від співвідношення їх жорсткісних характеристик. 

Відомо також, що в залізобетонних конструкціях осьова, згинальна і 

крутильна жорсткості залежать від утворення тріщин. 

Розрахунки статично невизначених залізобетонних конструкцій 

проводяться зазвичай за допомогою апарата лінійної будівельної 

механіки з використанням ітераційних процесів [1; 2; 4; 10]. При цьо-

му вважається, що навіть на етапах, що передують руйнуванню, гео-

метрична схема не змінюється [2], а також вважається справедли-

вим принцип можливих переміщень [2; 3; 6]. 

При застосуванні методу послідовних наближень ітерації про-

водиться або тільки для уточнення жорсткостей, або з послідовним 

збільшенням навантаження з уточненням жорсткостей на кожному 

кроці збільшення навантаження. При цьому часто виходить, що іте-
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раційний процес не сходиться, а розходиться. Це пов’язано з фактом, 

що після першої ітерації в найбільш жорсткому елементі з’являються 

найбільші зусилля, в результаті чого його жорсткість на наступному 

кроці ітерації різко зменшується. Тому на наступній ітерації в цьому 

елементі зусилля тепер різко зменшуються і так далі. В результаті 

між парними і непарними наближеннями відбувається розкачка, яка 

збільшується. Вказані труднощі в [2] пропонується здолати за допо-

могою прийому, що на кожному кроці ітерацій враховується не пото-

чне значення зусиль, а середнє арифметичне з усіх парних і непар-

них попередніх ітерацій. Однак, як показують розрахунки, і такий 

спосіб не завжди призводить до збігу ітераційного процесу. Крім 

цього, це доволі ускладнює процес розрахунку, особливо для систем 

з багатьма невідомими. 

Зважаючи на вищесказане, метою даної статті є розроблення 

методики розрахунку статично невизначених залізобетонних систем, 

яка дозволяє отримати стабільне сходження ітераційного процесу. 

Викладення основного матеріалу 

Фізичну суть процесу навантаження, зміни зусиль і жорсткос-

тей розглянемо на прикладі стрижневої системи (це може бути рам-

на система, перехресно-стрижнева система та ін.). На малих етапах 

навантаження при його поступовому збільшенні згинальні моменти в 

окремих елементах досягають значень моментів тріщиноутворення. 

В цих елементах утворюються тріщини і їх жорсткість зменшується. В 

результаті в програмі розрахунку на наступній ітерації зазвичай 

зменшаться моменти, і як наслідок знову збільшиться жорсткість, бо 

зменшений момент може бути меншим за момент тріщиноутворення. 

Але дійсна жорсткість елемента, в якому утворилася тріщина, не мо-

же знову збільшитися. Тому, враховуючи, що від попереднього етапу 

ітерацій по навантаженням (коли тріщина ще не була утворена в да-

ному елементі) до поточної ітерації, навантаження збільшилося не на 

багато, будемо вважати, що жорсткість елемента, в якому утворила-

ся тріщина більше не буде збільшуватися. На наступній ітерації зги-

нальні моменти в цьому елементі зменшаться і при традиційному ро-

зрахунку якщо значення поточного моменту стане меншим за мо-

мент утворення тріщин, то в цьому елементі знову буде прийнята по-

чаткова (пружна) жорсткість. Натомість, в дійсності (зважаючи на 

малі кроки навантаження) тріщина там вже з’явилася і жорсткість не 

може бути прийнята за пружну. Тому, якщо в елементі з’явилася трі-

щина, то його жорсткість не будемо збільшувати. При наступному 
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збільшенні навантаження (на наступному кроці зовнішніх ітерацій) 

зусилля будуть зростати і, якщо в якомусь елементі з’являється мо-

мент більший за момент тріщиноутворення, то в ньому також змен-

шуємо жорсткість. Таким чином, процес змінення жорсткостей про-

водиться тільки в сторону зменшення жорсткостей при досягненні 

моменту тріщиноутворення.  

В загальному випадку жорсткість елемента змінюється за схе-

мою, яка показана на рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема змінення жорсткості залізобетонного стрижневого елемента 

 

На рис. 1 через B0 позначена початкова (пружна) жорсткість;  

B1 – жорсткість безпосередньо перед утворенням тріщини; Bw – жор-

сткість при утворенні тріщини; Bpl – жорсткість безпосередньо перед 

початком текучості в арматурі. 

Слід зазначити, що в таких системах, як перехресно-стрижневі 

залізобетонні конструкції може статися, що на високих рівнях наван-

таження в окремих елементах на початкових стадіях внутрішніх іте-

рацій можуть з’являтись згинальні моменти, за яких настає текучість 

арматури, але ці моменти ще не перевищують несучу здатність пере-

різу [M]. При цьому на етапах Mpl<M<[M] жорсткість B буде знову зме-

ншуватись. В такому випадку графік зміни жорсткостей буде мати 

вигляд, показаний на рис. 2, де через Bmin позначено жорсткість без-

посередньо перед руйнуванням. 
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Спочатку за методикою [4; 5], або за будь-якою іншою апробо-

ваною методикою слід зробити розрахунки для визначення жорст-

кості на всіх стадіях роботи перерізу (B1, Bw, Bpl. Bmin), а також визна-

чити крутильні жорсткості D1, Dcrc, Dpl. Dmin за методикою [8]. Знаючи 

ці параметри, проводиться розрахунок перехресно-стрижневої сис-

теми з прийняттям ітераційних жорсткостей, як наведено вище за 

графіками на рис. 1 та 2. Слід зазначити, що графіки зміни жорсткос-

тей можна прийняти у вигляді нелінійних функцій, але, як показують 

дослідження [5], для практичних розрахунків цілком достатньо при-

йняття лінійних залежностей за рис. 1, 2. 

 
Рис. 2. Схема змінення жорсткості залізобетонного стрижневого елемента з 

урахуванням роботи після текучості арматури 

 

Чисельні розрахунки показують, що цілком достатньо замість 

використання змінної жорсткості приймати дискретне значення чо-

тирьох типів жорсткостей: до утворення тріщин – значення B1 – як 

пружна жорсткість з модулем пружності рівним Eb=0.85·E0; після 

утворення тріщин – значення Bw; після досягнення напружень в ар-

матурі межі текучості – значення Bpl; при досягненні несучої здатнос-

ті перерізу – значення Bmin. При цьому точність незначно погіршуєть-

ся, але алгоритмізація і процес розрахунку значно спрощуються. Та-

кож можливо використовувати середні значення жорсткостей на пе-

вних ділянках.  

Допущення прийняття мінімальної жорсткості Bmin має під со-

бою цілком логічне пояснення. Досягнення в одному або декількох 

перерізах елемента несучої здатності ще не є досягненням несучої 

здатності всієї статично невизначеної системи. Так, наприклад, якщо 
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в плиті перекриття зробити отвір певних розмірів, то це не може бути 

ознакою руйнування всієї плити. Тому руйнування одного або декі-

лькох скінчених елементів в розрахунковій схемі плити перекриття 

не повинно означати руйнування всієї конструкції, що повинно бути 

враховано в розрахункових програмах. Але допущення досягнення в 

окремих перерізах несучої здатності повинно бути суттєво обґрунто-

ваним при практичному застосуванні. Крім цього, це можна допусти-

ти при проведенні ітерацій, тобто на проміжних етапах розрахунку. 

Якщо після сходження всіх ітерацій з’являються елементи з момен-

тами, які досягли несучої здатності перерізу, то розрахунок слід ско-

регувати.  

Вищесказане пояснюється також простим прикладом розраху-

нку залізобетонної балки, жорстко закладеної з обох сторін. Відомо, 

що при рівномірно розподіленому навантаженні q на опорах такої 

балки виникає згинальний момент q·l2/12, а в прольоті – момент 

q·l2/24. Якщо, наприклад, опорний переріз армований на момент, 

менший за q·l2/12, то при проведенні ітерацій виявиться, що поточ-

ний момент більший за несучу здатність. Тому жорсткість елементів, 

в яких з’являється такий момент, зменшується до Bmin і ітераційний 

розрахунок продовжується. 

При попередньому визначенні жорсткісних параметрів B1, Bw, 

Bpl, Bmin може статися, що значення моменту Mpl виявиться більшим 

за значення моменту [M]. Це легко перевірити проводячи розрахунок 

за нелінійною методикою [4]. Цей факт також слід враховувати при 

проведенні розрахунків. 

В перехресно-стрижневих системах перерозподіл зусиль між 

окремими елементами залежить як від їх згинальних, так і від крути-

льних жорсткостей. Крім того, в таких системах, як правило, 

з’являється таке співвідношення згинальних і крутних моментів, що 

в стрижнях утворюються лише нормальні тріщини [7; 8]. При цьому 

змінюється як згинальна, так і крутильна жорсткість елементів сис-

теми. З огляду на це, крутильна жорсткість також повинна змінюва-

тись в залежності від утворення нормальних тріщин за схемами, які 

показані на рис. 1 та 2. Можливо також на графіках рис. 1 та 2 за-

мість значення Mw прийняти значення напружень розтягнення σcrc, 

які залежать не тільки від згинальних, а й від крутних моментів. Од-

нак значення Bpl та Bmin слід приймати по відповідним значенням 

згинальних моментів. 

Для вивчення впливу зміни крутильних жорсткостей на пере-
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розподіл зусиль в перехресно-стрижневих системах було розглянуто 

просту систему. На рис. 3 показана схема перехресно-стрижневої си-

стеми, опертої по кутах. Переріз внутрішніх балок 70х120 мм; балок, 

розташованих по периметру  70х300 мм (розміри взяті з експери-

менту, що планується). 

Система завантажена зосередженими силами в місцях перети-

ну перпендикулярних стрижнів. Розрахунок проведено за методом 

переміщень зі зміною жорсткостей стрижнів за схемою, що наведена 

вище (дискретне прийняття жорсткостей; якщо на певному кроці іте-

рації жорсткість елемента зменшена, то на наступних кроках вона не 

збільшується). Максимальний прогин в середині системи при враху-

ванні зміни крутильних жорсткостей від утворення нормальних трі-

щин виявився більшим за прогин без врахування зміни крутильних 

жорсткостей у 1,5 рази при навантаженні близькому до руйнуючого.  

 
Рис. 3.  Схема перехресно-стрижневої системи 

 

Аналіз розрахунків показав, що на різницю в зусиллях і пере-

міщеннях системи при врахуванні зміни крутильних жорсткостей і 

без такого врахування впливає декілька факторів. Позначимо через 

ξ відношення максимального прогину в системі з врахуванням зміни 

крутильних жорсткостей елементів до максимального прогину без 

такого врахування. Аналіз показує, що ξ  тим більше, чим більший рі-

вень навантаження. Це пов’язано з фактом, що чим вище рівень на-

вантаження, тим більше перерізів системи приймають жорсткість 

Bmin і Bw, Dmin і Dw. Наступним фактором впливу на ξ є різниця між по-

чатковими жорсткостями B1, D1 і жорсткостями після утворення трі-

щин Bw, Dw. Причому слід мати на увазі, що крутильна жорсткість Dw 
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може відрізнятись від початкової D1 більше ніж аналогічні згинальні 

жорсткості. Якщо позначити Kw=B1/Bw і Ktw=D1/Dw, то чим більшим бу-

де відношення Ktw/Kw, тим більше буде величина ξ. Теж саме спосте-

рігається при збільшенні відношень початкових жорсткостей до мі-

німальних. 

Тому задача правильного визначення зусиль і переміщень в та-

ких системах потребує рішення декількох попередніх задач. Це ви-

значення  залежно від класу бетону та схеми армування згинальних 

B1, Bw, Bpl, Bmin жорсткостей; визначення крутильних D1, Dw, Dpl, Dmin 

жорсткостей для кожного типу стрижня, який входить в перехресно-

стрижневу систему; ітераційний розрахунок з зовнішніми (по наван-

таженню) і внутрішніми (по корегуванню жорсткостей) ітераціями з 

метою визначення впливу зміни згинальних і крутильних жорсткос-

тей на переміщення і зусилля системи; остаточний розрахунок після 

коригування усіх параметрів. 

При представленні суцільного перекриття у вигляді перехрес-

но-стрижневої системи ширина балок приймається рівною їх кроку 

[9]. В такому випадку вплив зміни крутильних жорсткостей стає ще 

вагомішим і результати розрахунків без врахування зміни крутиль-

них жорсткостей стають взагалі неприйнятними.  

Висновки і перспективи досліджень 

Розрахунки статично невизначених залізобетонних конструкцій 

проводять зазвичай за допомогою ітерацій. При цьому нерідко вихо-

дить, що ітераційний процес не сходиться. У статті запропоновано 

спосіб ітераційного розрахунку залізобетонних конструкцій, сутність 

якого полягає в тому, що при утворенні тріщин жорсткість у елементі 

зменшується раз і назавжди. Надалі, на наступній ітерації ця жорст-

кість не збільшується, навіть якщо згинальний момент буде меншим 

за момент утворення тріщин. Завдяки такому прийому ітераційний 

процес стабільно сходиться, а кількість ітерацій суттєво зменшуєть-

ся.  

При розрахунку залізобетонних перехресно-стрижневих систем 

важливим є врахування зміни крутильної жорсткості. На різницю ро-

зрахунку без урахування зміни крутильних жорсткостей та з ураху-

ванням цієї зміни впливає кілька факторів. Це відношення початко-

вої згинальної жорсткості до жорсткості після утворення тріщин; від-

ношення початкової згинальної жорсткості до жорсткості при теку-

чості арматури; аналогічні відносини крутильної жорсткості; рівень 

навантаження. 
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У перспективі передбачається експериментальна перевірка 

пропонованого методу. 
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CALCULATION OF REINFORCED CONCRETE STATICALLY  

INDETERMINATE SYSTEMS TAKING INTO ACCOUNT FORMATION OF 

CRACKS 

 

In statically indeterminate systems, forces are distributed be-

tween individual elements depending on the ratio of their stiffness 

characteristics. In reinforced concrete structures, the stiffness de-

pends on the formation of cracks. The calculation of statically inde-

terminate reinforced concrete structures is usually carried out using 

iterations. In this case, it often turns out that the iterative process 

does not converge. This is due to the fact that after the first iteration, 

the most rigid element has the highest forces. Therefore, the rigidity 

of this element decreases at the next iteration. As a result, in this el-

ement, the efforts also decrease. As a result, the iterative process of-

ten does not converge. The article proposes a method for iterative cal-

culation of reinforced concrete structures. The essence of the method 

is that when cracks form, the stiffness in the element under consider-

ation decreases once and for all. Further, at the next iteration, this 

stiffness does not increase, even if the bending moment is less than 

the cracking moment. In this case, external iterations should be car-

ried out to increase the load. Due to the small step of increasing the 
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load, the once reduced stiffness no longer increases. Thanks to this 

technique, the iterative process converges stably, and the number of 

iterations is significantly reduced. It is shown that when calculating 

reinforced concrete cross-rod systems, it is important to take into ac-

count changes in torsional stiffness. This fact must be taken into ac-

count when designing. Several factors affect the difference between 

the calculation without taking into account the change in torsional 

stiffness and taking into account this change. This is the ratio of the 

initial flexural stiffness to the stiffness after cracking; the ratio of the 

initial bending stiffness to the yield stiffness of the reinforcement; 

similar torsional stiffness ratios; the ratio of changes in torsional 

stiffness to changes in bending stiffness; load level. 

Keywords: reinforced concrete element; stiffness; crack; torsion; 

deflection; iterations. 
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