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АСПЕКТИ ТЕОРІЇ ТУРБУЛЕНТНОГО РУХУ ПОТОКІВ У 

ТРУБОПРОВОДАХ 
 
Наведено результати теоретичних досліджень з розвитку 

теорії турбулентного руху води у трубопроводах, отриманих на 
основі аналізу експериментальних даних гідравлічних 
закономірностей турбулентних потоків. Запропоновано проводити 
оцінку їхніх параметрів за показниками молекулярної та 
турбулентної в’язкості із введенням у розрахунки умовної відносної 
товщини примежового шару на стінках трубопроводів. На цій 
основі уточнено напівемпіричні залежності для розподілу 
осереднених швидкостей у поперечних перетинах трубопроводів та 
отримано нові теоретичні залежності між основними параметрами 
турбулентних потоків у трубах. Їхню адекватність підтверджено 
відповідністю розрахункових величин осереднених швидкостей 
експериментальним даним, на основі яких було розроблено чинні 
нормативи для гідравлічних розрахунків водопровідних труб. 

Ключові слова: гідравлічні розрахунки; трубопроводи; 
турбулентні потоки.  

 
На сьогодні теорія і практика гідравлічних розрахунків 

трубопроводів базується на постулатах напівемпіричної теорії 
турбулентності [1–3; 8], що основана на теорії перенесення кількості 
руху і є відносно простою та наглядною. Її було започатковано у 20-х 
роках ХХ століття Л. Прандтлем, розвинуто Л. Карманом та 
експериментально підтверджено І. Нікурадзе. Отримана  
Л. Прандтлем логарифмічна залежність розподілу осереднених 
швидкостей для різних точок потоку у перетині труби, достатньо 
точно узгоджується із експериментальними даними, однак для 
крайніх точок епюри швидкостей теоретичні дані протирічать 
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реальним. Так, у центрі труби епюра має точку перелому (du/dr ≠ 0), а 
на внутрішній поверхні стінки трубопроводу – функція прямує до 
мінус нескінченності. 

Напівемпірична теорія турбулентного руху у трубопроводах 
отримала подальший розвиток у наукових працях провідних вчених 
(Ф. Кольбрук, Д. Тейлор, А. М. Колмогоров, Г. К. Філоненко, 
Ф. А. Шевельов, М. Д. Мілліонщиков, А. Д. Альтшуль, М. Ф. Федоров, 
Ю. М. Константинов, Л. Г. Лойцянський, М. М. Хлапук та багатьох 
інших) [1–10]. За результатами їхніх досліджень запропоновано 
уточнення до визначення окремих показників турбулентного руху у 
трубопроводах та ряд формул для їхніх гідравлічних розрахунків. 
Так, дослідження Ф. А. Шевельова показали, що опір у гідравлічно 
гладких трубах прямо не залежить від висоти виступів шорсткості, 
але на нього впливає хвилястість поверхні в’язкого підшарку та вид 
нерівностей стінок труби. А. М. Колмогоров, А. Д. Альтшуль почали 
розглядати вплив молекулярної та турбулентної в’язкості на дотичні 
напруження у турбулентному потоці. Отримані ними залежності 
мають теоретичне значення, але суттєво ускладнюють практичні 
розрахунки, а в окремих випадках, і подальший математичний 
аналіз змін показників турбулентності від зовнішніх впливових 
факторів. Дослідження, виконані під керівництвом професора 
М. М. Хлапука [5; 6], розкривають кінематичну структуру потоку при 
турбулентному режимі, отримано профіль розподілу загальної 
кінематичної в’язкості, що включає кінематичну в’язкість на 
внутрішній поверхні трубопроводу та кінематичну в’язкість між 
шарами потоку. На його основі отримано степеневу залежність 
профілю осередненої швидкості, яка відповідає граничним умовам 
на внутрішній поверхні та осі трубопроводу. Встановлено, що 
розподіл дотичних напружень у перетині труби змінюється не за 
лінійним, а криволінійним законом. Однак, для кожного виду 
шорсткості потрібно за експериментальними даними визначати 
щонайменше один коефіцієнт та один показник степеню, окремі 
залежності (відстань від осі до точок, що мають середню швидкість) 
задані у неявній формі. Потребують уточнення залежності 
місцезнаходження середньої швидкості та розподілу дотичних 
напружень як для гідравлічно гладких труб, так і з різними видами 
шорсткості. 

Метою статті є аналіз впливу молекулярної та турбулентної 
в’язкості рідини на розподіл осереднених місцевих швидкостей у 
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перетинах трубопроводів та відповідності отриманих результатів 
експериментальним даним. 

Дотичне напруження в будь-якій точці перерізу турбулентного 
потоку, перпендикулярного напрямку його руху, є сумою в’язкісної і 
турбулентної складових [1, п. 4.1; 3, С. 100] і визначається 
залежністю  

  ,   x x
Т

du du
τ μ ε

dy dy
    (1) 

де μ  –  динамічна в’язкість рідини, кг/м/с, н‧с/м2; 
εт – так звана «турбулентна в’язкість», яка залежить від 

пульсаційних складових осередненої швидкості в цій точці потоку 

x
u ; 

y – відстань від стінки труби до точки потоку (рис. 1), м. 

  
Рис. 1. Схема розподілу дотичних напружень τ  і швидкостей u при 

турбулентному русі рідини у трубопроводі 
 

За напівемпіричною теорією турбулентності Прандтля – 
Кармана у межах турбулентного ядра нехтують в’язкісною 
складовою дотичних напружень [1–3], а залежність (1) набуває 
вигляду 

, 


 x *
т т

du u
τ ε ε

dy y�

   (2) 

де ϰ – коефіцієнт пропорційності, який спочатку вважали за 
«універсальну постійну величину», однак, як показують досліди, він 
змінюється як у межах живого перерізу потоку, так і при зміні Re [1; 
4; 7]; 

*
u  – динамічна швидкість, м/с, 
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8
  o

* o

τ λ
u   V

ρ
,    (3) 

де τо – дотичне напруження на стінці трубопроводу, н/м2; 
ρ – питома маса рідини, кг/м3; 

o
V  – середня швидкість руху рідини у перерізі труби, м/с; 

λ – коефіцієнт гідравлічного тертя. 
Із формули (2) турбулентна в’язкість εт становитиме 

   
  o

т

* *

τ χ rτ y
ε

u u

��

,               (4) 

де χ – відносна відстань від стінки труби до заданого кільцевого 
перетину: χ = y/ro. 

На підставі формул (1) і (4) отримано 

 
   

   


  
 

x o x

т

* o

du τ χ r du
τ μ ε   μ

dy u r dχ

�

 ;  (5) 

   
       

o x*

o

* o

τ r duμ u
τ r   χ

u τ r dχ

�

�

.     (6) 

Звідки 

    x*
χ

duu
b χ

dχ�

.    (7) 

де bχ – параметр, що враховує вплив молекулярної в’язкості на 
розподіл осереднених швидкостей у перетині трубопроводу 

2
(1 ) (1 )

 


  
  

        
* *

χ

o * o * o

μ u ρ u
b  

τ r ρ u χ r u χ r� � �

, (8) 

де ρ – питома маса рідини, кг/м3; 
ϑ – кінематична в’язкість рідини, м2/с. 

Залежність (8) для параметра bχ отримано на підставі формул 
(3), (6) і (7) та враховуючи, що дотичні напруження у турбулентному 
потоці змінюються за лінійним законом (рис. 1) 

(1 ) 
o

τ  τ χ .     (9) 

На внутрішній поверхні трубопроводу (при χ = 0) залежність (8) 
для параметра bχ набуде вигляду 

0


 





χ

p * o

b b  
u r�

,     (10) 
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де ϰр – коефіцієнт пропорційності, що враховує зміну дотичних 
напружень у примежовому шарі, у якому режими руху рідини близькі 
до ламінарного. 

На відміну від примежового шару в основному потоці 
переважають турбулентні пульсації, тому для нього значення 
аналогічного коефіцієнта прийнято рівним ϰ = ϰ о. Як показали 
багаточисельні розрахунки з аналізу експериментальних даних  
(рис. 2, 3 і 4), коефіцієнти ϰр ≠ ϰо і залежать від виду і величини 
шорсткості, чисел Рейнольдса та діаметрів трубопроводів. Їхні 
значення встановлено за експериментальними даними. 

Таким чином, для подальшого аналізу зміни осереднених 
місцевих швидкостей у перетині трубопроводу, приймаючи надалі 
   

x
u u , диференційне рівняння (7) має вигдяд 

 



*

o

udu

dχ b χ�

.    (11) 

Його розв’язок дозволяє отримати 

 





*

o

u dχ
du

b χ�

; 
 

 ln     
* *

o o

u udχ
u b χ C

b χ� �

,   (12) 

де С – постійна, яку можна отримати двома шляхами: 

1) при  : ln 1   *
max max

o

u
χ = 1 – u = u C u b

�

, тоді 

1
ln
 

     
*

max

o

u b
u u

b χ�

;    (13) 

2) при  0 0 : ln   *

o

u
χ =     u = C b

�

тоді 

ln 1
    
 

*

o

u χ
u

b�

.    (14) 

Подальший аналіз підтвердив ідентичність формул (13) і (14) та 
їхню відповідність експериментальним даним. Ідентичність формул 
може бути підтверджена знаходженням максимальної швидкості umax 
за кожною із них при  = 1 та підстановкою із (14) у (13). 

Вона становить 
1

ln 1
    
 

*
max

o

u
u

b�

.   (15) 
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Формула (13) за своєю структурою відповідає аналогічній 
формулі класичної напівемпіричної теорії турбулентного руху у 
трубопроводах [1–4]  

ln
 

    
 

o*
max

o

ru
u u

y�

.    (16) 

Але більш простою і придатною для подальшого аналізу є 
формула (14). Її аналіз на крайові умови показує, що на стінці 
трубопроводу (при  = 0) швидкість u = 0, а на осі труби (при  = 1) 
перша похідна du/dχ ≠ 0. Тобто на осі труби, як і у класичній теорії, 
епюра швидкостей має точку перелому, а отже, крайова умова також 
не виконується. Однак, її більш проста форма, відповідність крайовій 
умові на внутрішній поверхні трубопроводу та експериментальним 
даним вказують на доцільність її застосування у розвиток теорії 
турбулентного руху в трубопроводах. 

Новий параметр b у формулі (14) слід вважати умовною 

відносною товщиною примежового шару, яка із врахуванням формули 
(3) отримає залежність 

2 2 8

2
8

  
 

  





 p * o p
p o o

b  
u r λ Re λ

V r
� �

�

,  (17) 

де Re – число Рейнольдса:     / ( d) 
o

Re V ;  d – діаметр трубопроводу:  

d = 2ro. 
Із формули (8) витікає, що на поверхні примежового шару зі 

сторони турбулентного ядра при  = 0 відносна товщина 
примежового шару становитиме 





o

o * o

b  
u r�

.    (18) 

З іншої сторони вона рівна 

 п
o

o

δ
b  

r
,     (19) 

де δп – геометрична товщина примежового шару, мм, або, м, 
відповідно до одиниць вимірювання радіуса ro. 

На підставі формул (10), (17) і (18) отримано 

  p

п o

o

δ  b r
�

�

.     (20) 



Серія «Технічні науки»  
Випуск 1(101) 2023 р. 
 

 

 

92 

Для перевірки адекватності формул (13) і (14) було оброблено 
експериментальні дані [7], достовірність яких було підтверджено 
кількома поколіннями науковців та інженерів-гідравліків [1–4]. Для 
цього було оброблено отримані у лабораторних умовах масиви 
розподілу осереднених місцевих швидкостей у живих перетинах 
трубопроводів для сталевих (d = 16,0 – 302,0 мм – 30 масивів u = f(χ)) і 
чавунних (d = 52,0 – 301,0 мм – 18 масивів u = f(χ)) труб при різних 

значеннях середніх швидкостей  
o

V  та способах з’єднання [7]. За 

умови найкращого наближення аналітичних залежностей (13) і (14) 
до експериментальних точок визначено параметри ϰр, ϰо, b і δп.ш. Для 
цього, виходячи із формул (3), (15), (17) і (20), сформовано такі 
залежності 

8 2 8
 

 
  

   p o o p

b  
V r λ Re λ� �

;   (21) 

1
  ln 1

8

     
 

o
o

max

V λ

u b
� ;     (22) 

1000 8
 





    p

п o

o o o

δ b r  
V λ

�

� �

.                (23) 

Крім того, на основі формули (14) визначено: 
- співвідношення між середньою  

o
V  і максимальною 

швидкостями umax 

8

 
1

ln 1




  
 

o
o

max

V λ

u

b

�

;     (24) 

- відстань від стінки до точок із середньою швидкістю  
8

  1
 

    
 

o
λ

ср
χ b e

�

.    (25) 

При визначенні зазначених параметрів величини середніх 
квадратичних відхилень між розрахунковими та 
експериментальними значеннями швидкостей u склали 
Δср.кв = 0,0005÷0,0042, і в основному не перевищували 0,3%. 
Абсолютні значення відхилень, в основному, становили 0,02÷0,5%. 
Найбільші відхилення, в окремих випадках, припадали на точки, 
розташовані біля стінок труб (до 10%), що можна пояснити великими 
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градієнтами швидкостей у пристінкових зонах та залежними від них 
вимогами до дуже точного розташування вимірювальних напірних 
трубок. До речі, аналогічні відхилення мали місце і при апроксимації 
залежностями u = f(y) класичної напівемпіричної теорії. Приклади 
відповідності залежностей (13) і (14) експериментальним даним та 
їхньому класичному аналогу (16) наведено на рис. 2 і 3. 

Наведені дані підтверджують практично цілковите співпадіння 
результатів розрахунків за новими формулами (13) і (14) та відомою 
(16). Однак, вони дозволяють розширити діапазон заходів щодо 
оцінки показників турбулентного руху рідин у трубопроводах на 
основі додаткових залежностей (21)÷(25), приклади яких, за 
проаналізованими експериментальними даними, для сталевих і 
чавунних труб наведено на рис. 4–6. 

 
Рис. 2. Графіки розподілу осереднених місцевих швидкостей u у перетинах 

трубопроводів із сталевих труб (d = 302,0 мм – випробування повітрям): 
1 – 3 – експериментальні точки для труб без стиків із середніми 

швидкостями  
o

V : 1 –  
o

V  = 19,0 м/с;  2 –  
o

V  = 26,4 м/с; 3 –  
o

V  = 30,9 м/с;   

4 – 6 – те ж, зі стиками через 1,5 м: 4 –  
o

V  = 19,7 м/с;  5 –  
o

V  = 24,7 м/с;  

6 –  
o

V  = 28,6 м/с;  7 і 8 – аналітичні залежності за формулою (14);  

9 – те ж, за формулою (16) 
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Рис. 3. Графіки розподілу осереднених місцевих швидкостей u у перетинах 

трубопроводів для чавунних труб (d = 152,0 мм – випробування водою): 
1 – 3 – експериментальні точки для труб зі стиками через 3,1 м із середніми 

швидкостями  
o

V : 1 –  
o

V  = 0,616;  2 –  
o

V  = 1,81;  3 –  
o

V  = 3,17;  4 – 6 – те ж, 

зі стиками через 0,775 м:  4 –  
o

V  = 0,855;  5 –  
o

V  = 2,20; 6 –  
o

V  = 3,25 м/с;  

7 і 8 – аналітичні залежності за формулою (14); 9 – те ж, за формулою (16) 

 
Рис. 4. Графіки залежностей b = f(Re): 

1 – експериментальні точки для нових сталевих труб без стиків  
d = 16÷302 мм;  2 – те ж, для нових чавунних труб d = 52÷301 мм довжиною 
l = 0,5÷3,1 м; 3 – те ж, для нових сталевих труб d = 79 мм зі стиками через 
0,375 м;  4 – те ж, для d = 155,1 мм зі стиками через 0,375 м;  5 – те ж, для 

d = 302,0 мм зі стиками через 1,5 м;  6 – те ж, для труб d = 52,4 мм із різними 
варіантами регулярної шорсткості; 7 – апроксимаційні лінії залежностей 

b = f(Re), відповідно для нових чавунних та нових сталевих труб без стиків; 
8 – границі діапазону граничних відхилень 
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а)  б)  
Рис. 5. Графіки залежностей:  а)  ϰо = f(Re);  б)   = f(Re) 

1–8 – позначення такі ж, як і на рис. 4 

а)  б)  
Рис. 6. Графіки залежностей:  а)    /  

o max
V u f Re ;  б)   /

o max
V u , 

розрахованих за формулою (24) і отриманих експериментальним шляхом:  
1–8 – позначення такі ж, як і на рис. 4 

 
Аналіз залежностей 21÷25 та рис. 4–6 показує, що 

визначальним параметром у них є умовна відносна товщина 
примежового шару b, абсолютні величини якої суттєво залежать від 
величини і виду шорсткості. Так, дані рис. 4 засвідчують явну 
залежність b = f(Re) для нових чавунних та сталевих труб без стиків. 
Однак, для тих же сталевих труб, але зі стиками, значення b суттєво 
відрізняються від попередніх (позиції 3, 4 і 5). При цьому, чим менша 
відстань між стиками – тим більша різниця між b для труб без стиків 
і зі стиками. Для труб із різними варіантами регулярної шорсткості 
(розташування на внутрішній поверхні труби циліндриків діаметром 
5 і висотою 2,4 мм у шаховому порядку) ця різниця є ще більшою – 
при зменшенні відстані між елементами шорсткості значення b 
(позиція 6) зростають від 0,00016 до 0,0038 (третя точка – за межами 
графіка). Відхилення від апроксимаційних ліній для труб з 
однаковим типом шорсткості вказує на суттєву залежність 
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параметрів b від величин окремих виступів та їхнього розташування 
на внутрішній поверхні труб.  

Крім типу шорсткості, на зміну параметрів ϰр, ϰо, b і δп 
впливають й інші фактори. Так, Ф. А. Шевельов експериментально 
встановив залежність коефіцієнта ϰо від діаметрів труб [7]. Така ж 
залежність існує і від інших факторів, зокрема, місцевих опорів у 
трубах [4; 8; 10]. Однак, більшість із них ще потребують додаткових 
як теоретичних, так і експериментальних досліджень. Наприклад, 

зміни залежностей    /  
o max

V u f Re  (рис. 6, а) обумовлені не тільки 

типом шорсткості внутрішньої поверхні труб, що явно засвідчують 
дані для нових чавунних і сталевих труб без стиків. Наявність стиків 
(точки 3, 4 і 5) вносить суттєві зміни у ці величини. Крім того, 
суттєвий вплив мають і величини діаметрів, тобто відносна 
шорсткість труб Δ/d [1; 2; 7; 8]. При цьому, слід відмітити, що 
наведені значення   /

o max
V u , отримані експериментальним шляхом у 

лабораторних умовах, і похибки їх визначення були зведені до 
мінімуму. Підтвердженням цього та доцільності застосування 
параметра b у формулах (13) і (14) є абсолютне співпадіння значень 

, отриманих в ході експериментів та розрахунками за 

формулами (24) (рис. 6, б).  
Для знаходження залежності коефіцієнта гідравлічного тертя λ 

від параметрів b і ϰо на основі формули (14) визначено середню 
швидкість у перетині трубопроводу  

o
V . Для цього, відповідно до 

схеми рис. 1, розраховано витрату води у живому перетині 
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.   (27) 

Нехтуючи дуже малими значеннями величин b у порівнянні із 
їхніми сумами із 1,0 та 1,5 (b << 0,001, див. рис. 4) та приймаючи 
значення динамічної швидкості за формулою (3), отримаємо 

1
1 1,5

8

          
o

o

o

V λ
V ln

b�

,    (28) 

звідки 
2

2

8

1
1 1,5



       

oλ

ln
b

�

.   (29) 

Похибка за рахунок нехтування параметрами b у формулах 
(27)÷(29) при розрахунках величин  

o
V  складає (0,002÷0,2)%, а λ – 

(0,004÷0,4)% при значеннях b = 0,00001÷0,001. Формула (29) може 
бути прийнятною для подальшого теоретичного аналізу залежностей 
між параметрами турбулентного руху рідин у трубопроводах та для 
обчислень коефіцієнтів гідравлічного тертя. 

Висновки. Оцінку закономірностей між параметрами 
турбулентного руху потоків у трубопроводах проведено за 
показниками молекулярної та турбулентної в’язкості із введенням у 
розрахунки умовної відносної товщини примежового шару на стінках 
трубопроводів. Отримано уточнені формули (13) і (14) для розподілу 
осереднених швидкостей у поперечних перетинах трубопроводів та 
нові теоретичні залежності (21)÷(25) між основними параметрами 
турбулентних потоків у трубах. Їхня адекватність підтверджена 
відповідністю розрахункових величин осереднених швидкостей 
великому масиву експериментальних даних, які було закладено в 
основу чинних нормативів для гідравлічних розрахунків 
водопровідних труб. 
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ASPECTS OF THE THEORY OF TURBULENT FLOW MOVEMENT IN 
PIPELINES 

 
The results of theoretical studies on the development of the 

theory of turbulent water movement in pipelines obtained on the basis 
of the analysis of experimental data of hydraulic regularities of 
turbulent flows. It is proposed to evaluate their parameters according 
to the indicators of molecular and turbulent viscosity with the 
introduction into the calculations of the conditional relative thickness 
of the adjacent layer on the walls of the pipelines. On this basis, semi 
– empirical dependencies for the distribution of focused velocities in 
the cross – section of pipelines are specified and new theoretical 
dependencies were obtained between the basic parameters of 
turbulent flows in the pipes. Their adequacy is confirmed by the 
compliance of the estimated values of the focused rates by 
experimental data, on the basis of which the current standards for 
hydraulic calculations of water pipes were developed. 
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