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ЧИСЕЛЬНО-АНАЛІТИЧНИЙ ПІДХІД В АНАЛІЗІ ТЕРМОНАПРУЖЕНО-

ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ МЕТАЛОКОНСТРУКЦІЙ ВАНТАЖОПІДЙОМНИХ 
КРАНІВ ПРИ ЗОСЕРЕДЖЕНОМУ НАГРІВАННІ 

 
Запропоновано чисельно-аналітичний підхід у аналізі термо-

напружено-деформованого стану металоконструкцій вантажопід-
йомних кранів при їх зосередженому нагріванні. Розв’язано плоску 
та об’ємну (тривісний напружений стан) задачі. Встановлено основ-
ні компоненти деформацій для обох задач. Використано методи ма-
тематичної фізики та інтегральних перетворень Лапласа, Ханкеля. 
Аналітичні результати, отримані у роботі, перевірено чисельними 
розрахунками на ПЕОМ, які встановлюють доволі неоднорідний ха-
рактер деформування та зміни компонент термонапруженого стану 
пластини під дією розміщеного на її поверхні зосередженого дже-
рела тепла. Зокрема, для деяких компонент напружень (стиску-
вання – розтяг) як по глибині/товщині пластини, так і по радіусі від 
осі знаходження джерела тепла. Це, по суті, означає, що наявність 
подібних ефектів з плином часу (навіть у пружній постановці) приз-
водить до появи тріщин, які неминуче наближають процеси старін-
ня та руйнування металоконструкцій вантажопідйомних кранів. 

Задачу з визначення та аналізу напруженого стану пластини 
(елементу металоконструкції кранів) при нагріванні зосередженим 
джерелом тепла розглянуто й розвинуто у пружній постановці ме-
тодами математичної фізики. При цьому застосовано для розв’язку 
рівняння теплопровідності у циліндричній системі координат пере-
творення Лапласа по часу й Ханкеля по радіальній координаті. 

Ключові слова: чисельно-аналітичний підхід; аналіз; термона-
пружено-деформований стан; металоконструкції; вантажопідйом-
ний кран; зосереджене поверхневе нагрівання. 
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Постановка проблеми. Слід зазначити, що зварювання як тех-

нологічний процес з’єднання металів раніше викликало сумніви й 

недовіру конструкторів та технологів, проте ці часи давно минули. 

Воно настільки міцно увійшло у практику будівництва, машинобуду-

вання та інших галузей промисловості, що зараз виготовлення буді-

вельних конструкцій, конструкцій хімічного машинобудування, кор-

пусів кораблів, літаків, ракет, металоконструкцій вантажопідйомних 

кранів та багатьох інших виробів без застосування зварювання прос-

то неможливе. Варто зазначити, що цей технологічний процес, крім 

переваг, має й цілу низку особливостей, котрі потрібно враховувати у 

процесі розрахунку, проєктування та виготовлення конструкцій (ме-

талоконструкцій) за допомогою зварювання. Супутнє зварюванню 

температурне поле суттєво нагріває метал. При цьому, як правило, 

укрупнюється його структура і, як наслідок, втрачається міцність. Ві-

дхилення у технології зварювання викликають появу гарячих та хо-

лодних тріщин, непроварів, різного роду включень у метал, який 

зварюють. Деформації елементів конструкцій, які з’являються після 

зварювання, призводять до необхідності правлення їх перед склада-

льними операціями. 

З наведеного вище стає зрозумілим, наскільки важливо для 

раціонального проєктування металоконструкції (вантажопідйомного 

крану) й розробки технології її виготовлення вміти розрахунковим 

шляхом оцінювати вплив дефектів, початкових деформацій та на-

пружень, залишкових напружень (у сполученні із зовнішнім наван-

таженням) на геометрію конструкції та її несучу здатність. Від успіхів 

у розвитку цієї області науки багато у чому залежать як технологія 

виготовлення конкретного виробу, так і його подальша доля при ви-

пробуваннях й наступній реальній експлуатації. 

Aналіз останніх публікацій по темі дослідження. Особливості 

конструкцій, які зварюються, насамперед визначаються температур-

ним полем, викликаним термонапружено-деформованим станом са-

мої металоконструкції. 

У роботах [1–15] наведені підходи й методи розрахунку темпе-

ратурних полів, компонент напружено-деформованого стану метало-

конструкцій при зварюванні, що базуються на класичних методах 

математичної фізики. У вказаних роботах з’ясовані принципи керу-

вання цими температурними полями, що суттєво знижує негативний 

вплив їх, як і наслідків таких впливів. Тому дуже важливо вміти пра-

вильно розраховувати як температурні поля, так і зв’язані з ними 
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компоненти термонапружено-деформованого стану металоконструк-

цій (кранів), виявляти основні параметри, котрі на них впливають й, 

вміло керуючи ними, зводити до мінімуму їх шкідливі наслідки. 

У цьому дослідженні будуть частково використані результати 

робіт, цитованих вище. 

Мета роботи полягає у обґрунтуванні чисельно-аналітичного 

підходу в аналізі термонапружено-деформованого стану металокон-

струкцій вантажопідйомних кранів при їх поверхневому зосередже-

ному нагріванні джерелом тепла. У якості останнього можуть висту-

пати або дуга зварювання, або промінь лазера. 

Виклад основного змісту дослідження 
1. Температурне поле джерела тепла, що знаходиться на пове-

рхні пластини скінченної товщини  . 

У роботі [1] були розглянуті температурні поля, що виникають 

від дії джерел тепла, прикладених миттєво. Якщо ж джерело діє про-

тягом деякого скінченного проміжку часу  00,t t , тоді температуру 

у тілі можна підрахувати, подаючи дію джерела як послідовність не-

скінченно великого числа миттєвих джерел, час спрацювання котрих 

рівномірно розподілений по відрізку часу  00,t . 

Використаємо поняття теплової потужності джерела tq , Вт, й 

подамо елементарну кількість тепла dQ , Дж, введеного у тіло еле-

ментарним (миттєвим) джерелом протягом елементарного (нескін-

ченно малого) проміжку часу d , у вигляді tdQ q d   . 

У випадку точкового джерела, діючого у пластині скінченної то-

вщини    на її поверхні  0z  , кожний такий елементарний еле-

мент джерела тепла потужністю tq  підвищить температуру пластини 

на величину (у циліндричній системі координат  , ,r z ): 
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                            (1) 

У (1) введені наступні позначення: 0  − теплопровідність мате-

ріалу у початковий момент (до нагрівання джерелом тепла); a  − ко-
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ефіцієнт температуропровідності,   − температура матеріалу; n  − 

визначається з трансцендентного рівняння: 
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,                                          (2) 

котре отримане для граничних умов (і початкових) для пластини (то-

вщиною  ) наступного типу: 

0 1 0 2, 0; , ;

0 , 0 =0,

при z при z
z z

при r при t

               
 

      

     (3)  

де 1 2,   – коефіцієнти тепловіддачі (тепловідводу) відповідно по-

верхонь пластини 0z   й z   ;  nA z ,  0nA  й n  обчислюємо за 

наступними формулами [1]: 
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  (4)   

Температурне поле джерела тепла, діючого безперервно протя-

гом проміжку часу 0t , знайдемо, проінтегрувавши отриманий вираз 

по   у межах 00...t : 
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  ,   (5) 

або, після введення заміни змінних t t    (й виправлення поми-

лок, присутніх у [1]): 
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Якщо джерело тепла діє безперервно протягом тривалого про-

міжку часу  0,t t  , формула (6) дещо спрощується: 

   
0

10

0
n nt n

n n

A z Aq
r





           
 ,                                 (7) 

де 0  − модифікована функція Бесселя другого роду нульового по-

рядку. У подальшому будемо температурне поле джерела тепла опи-

сувати саме співвідношенням (7). 

2. Термонапружено-деформований стан пластини скінченної 

товщини ( ) при зосередженому нагріванні (плоска задача). 

Якщо ввести функцію напружень  , яка задовольняє наступ-

ному рівнянню [9; 14]: 
2

2 2

1
T E

r r r r r

    
      

  
,                                    (8) 

де T  − коефіцієнт лінійного розширення матеріалу, E  − модуль 

пружності, тоді напруження й деформації можна знайти зі співвід-

ношень: 
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              (9) 

де  − коефіцієнт Пуассона. 

Рівняння (9) можна подати у наступному вигляді: 

 1
Tr E

r r r r

            
.                             (10) 

Після подвійного інтегрування (10) по r  матимемо: 

  1 2
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У (11), (12) 1,2C  − константи, які визначаються з граничних умов. 

Зазначимо, що (11) й (12) (із урахуванням (9)) повністю описують 

термонапружено-деформований стан тіла (пластинки скінченної то-

вщини) у будь-який момент часу у випадку його симетричного нагрі-

вання джерелом на поверхні 0z  , температурне поле котрого опи-

сується  ,r t  наступного виду: 
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, t n n

t
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q
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 .                      (13) 

Розглянемо задачу, коли у початковий момент часу 0t  тіло зна-

ходиться під впливом короткочасного нагрівання джерелом тепла 

зосередженого типу, розміщеного на поверхні пластини 0z   у точці 

0r  , з енергією Q , Дж. Можна показати [1], що у цьому випадку: 

   2
1 2

0

, exp ,
4 4

Q r
r t bt b

t at c

   
         

,                 (14) 

де   − щільність матеріалу пластинки, c  − його питома теплоєм-

ність. 

Підставляючи (14) у (12) знайдемо постійні 1C  й 2C  з умови, що 

r  та   при r    прямують до нуля, а у точці 0r   r  та   не 

дорівнюють нескінченності. Тоді 1 0C  , а 2C  знайдемо зі співвід-

ношення: 
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.                            (15) 

Таким чином, маємо: 
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 (16) 

Враховуючи (9), можна за співвідношеннями (16) легко знайти 

компоненти деформації r  та  . 
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Формули (16) показують, що напруження r  − стискаючі, а   

− спочатку (біля точки 0r  ) теж стискаючі, а потім, з віддаленням 

від початку координат ( 0r  ), переходять у розтягуючі. Це й зрозу-

міло, оскільки матеріал пластинки намагається збільшити свої роз-

міри під впливом нагрівання. У той самий час холодні частини плас-

тинки не дають можливості матеріалу розширюватись, й у ньому ви-

никають стискуючі напруження. Зазначимо, що подібні явища з пли-

ном часу можуть призвести до появи тріщин у матеріалі конструкції, 

якщо вона знаходиться під впливом точкових миттєвих зосередже-

них джерел тепла [1; 3; 7; 8; 10; 12]. 

Вираз для   змінює свій знак при 

2

1
4

r
z

at
 % . 

На рис. 1 подані епюри напружень r  та   при зосереджено-

му нагріванні матеріалу (пружний випадок, E const ). 

 
Рис. 1. Епюри напружень r  та   (плоска задача) 

 

3. Термонапружено-деформований стан пластини скінченної 

товщини ( ) при зосередженому нагріванні (тривісний напружений 

стан). 
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У випадку полярної симетрії деформації, що виникають у твер-

дому тілі в результаті його нерівномірного нагріву, можна подати ві-

домими формулами [9; 14]:  
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 (17) 

Враховуючи, що відносні деформації r  та   виражаються че-

рез переміщення  ,u w  наступним чином:  

;r
u u

r r
    ,                                      (18) 

для rz  маємо: 

rz

w u

r z

 
  

 
.                                                (19) 

Покладемо: 
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.           (20) 

Тоді для компонент напружень (у пружній постановці) маємо: 
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      (21) 

Рівняння рівноваги елементу пластини, що знаходиться під 

впливом напружень , , ,r z rz     набувають вигляду: 

 
0; 0rr rz rz z rz

r r z r z r

     
     

   
.             (22) 

Підставляючи (21) у (22) й виконавши низку перетворень, ма-

тимемо систему двох рівнянь із відповідними граничними умовами, 

що дають можливість знайти зв’язок між прикладеним температур-

ним полем  , ,r z t  й напруженнями , ,r z    та rz  [2; 5; 6; 9; 11; 

13; 14]: 
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   (23) 

Покладемо знову: ; ,u r w z       де   − функція на-

пружень, тоді система (23) зведеться до одного рівняння: 
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При цьому з (21) із урахуванням подань u  та w  через   маємо: 
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         (25) 

Введемо позначення: 

   1 1Tm        .                                     (26) 

Тоді, використовуючи підхід роботи [1], у пружній постановці 

розподіл напружень у пластині при дії на неї зосередженого джере-

ла тепла      , ,
2

Q
W r z t r t

r
    


, де: 

     
0

0, , ;

0 , ,

b

a

при X a X b
f X d

f X при a X b




 
         

          (27) 

може бути знайдений за допомогою функції 1  (якщо не враховува-

ти граничні умови задачі): 

   
 

   
2

2

1 02 2
10 0

exp
expt

n n n

n n

atq ma
at B A z I r d





 
       

    
  , (28) 

де n n    , 0I  − функція Бесселя першого роду нульового поряд-

ку. 

Функція 1  з (28) є розв’язком диференціального рівняння (24). 

Однак граничні умови задачі: 
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0 , 0 0,r rz z rzпри r при z z                    (29) 

тут не виконуються. 

Для задоволення граничних умов використаємо загальне ди-

ференціальне рівняння теорії пружності у циліндричних координатах 

для випадку вісесиметричної задачі [5; 6; 9; 11; 13; 14]: 
2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

1 1
0

r r r z r r r z

          
                      

. (30) 

При цьому безпосередньою підстановкою можна впевнитись, 

що рівняння рівноваги: 

0; 0r r rz rz z rz

r r z r z r

       
     

   
,                  (31) 

задовольняються, якщо покласти: 

   

2
2 22 2

2 22

2 2
2 22 2

2 22 2

1
; ;

2 ; 1 .

r

z rz

z r z r r

z z r z



                           


                             

  (32) 

Подамо тепер функцію напружень   у вигляді суми двох час-

тин 1  та 2  [9; 13; 14]: 

1 2   .                                                 (33) 

Функцію 2  оберемо схожою на 1 , але з наявністю чотирьох 

констант iC ,  1,4i  , які дозволяють після підстановки   у (33) 

задовольнити граничним умовам (29). Функція 2 , що задовольняє 

диференціальному рівнянню (30), може бути подана у вигляді: 

     
 

   
2

2 2

2 0 2 2
10 0

exp
1 2 exp

n nt
n

n n

B atqma
at I r z d

 




           

   
 .  (34) 

Тут і у (28): 
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2
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,

n
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n
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n
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B

A z z z

z C C z sh z C C z ch z 

                                 



    


            






 (35) 

де 1 4, ...,n nC C  − деякі постійні. 

Зворотне/обернене перетворення Ханкеля (по  ) дає розв’язок 

(34) [2; 4; 5; 6; 11; 13]: 

 

     2 1 2 3 4 0

0

C C z sh z C C z ch z I r d



                 .  (36) 

Оскільки загальний розв’язок розшукуємо у вигляді 

1 2   , тоді кожному члену 1  повинен відповідати певний 

член з (36). Звідси: 

     2 1 2 3 4 0

1 0

n n n n

n

C C z sh z C C z ch z I r d





                .  (37) 

Задля зручності роботи з (37) помножимо його на постійні по ві-

дношенню до (30) коефіцієнти: 

 
 
 

2 2 2

2 2
0

exp
1 2

nt
n

n

at atq ma
B

  
    

    
.                     (38) 

Тоді із урахуванням (38) отримаємо (34). 
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Підставляючи (28), (37) у (33) та (29), визначимо постійні inC , 

 1,4i  . Опускаючи громіздкі перетворення щодо розв’язку чоти-

рьох рівнянь з невідомими 1nC , 2nC , 3nC , 4nC , отриманих з (29) підс-

тановкою у нього (33), матимемо лише кінцеві значення для r ,  , 

z , rz  [9; 13; 14]: 
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  (39) 

де 

0

2 t
q ma

P G 
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 2
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3

2 3

1 3
, 1 n n

n n nf z A
z z
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  2

2 , n
n nf z A

z


    


;  

1I  − функція Бесселя першого роду першого порядку. 

Розглянемо термонапружений стан пластинки товщиною 
3

16 10 м
    зі сплаву АМг6, на поверхні якої діє зосереджене 

джерело тепла (наприклад, відбувається зварювання − наплавля-

ється точка). Віддача тепла відбувається у повітря. Для розрахунків 

на ПЕОМ параметрів термонапруженого стану використані наступні 

значення величин, що фігурують у вищенаведених формулах (39): 

1 =0,5∙10-3 Вт/(м2∙ºС); 2 =4∙10-3 Вт/(м2∙º С); 0 =0,28 Вт/(м∙ºС), 

a =0,5 м2/c; Q =2022 кДж; 0 2022tq Q t   кДж/c, 0t =1c;  

T = 25∙10-6(ºС)-1. Після завершення першої секунди нагрівання плас-
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тинки за формулами (39) побудовані розподіли напружень r ,   на 

поверхнях   3
0;4;16 10z

  м (рис. 2). На рис. 3 подано розподіл на-

пружень z  та rz  у пластинці при її зосередженому нагріванні дже-

релом тепла, розміщеним на поверхні 0z  . На рис. 4 подано розпо-

діл напружень z (а) та rz (б) по товщині пластини при її зосередже-

ному поверхневому нагріванні. 

Аналіз рис. 2–4, на яких подано епюри напружень r ,  , z , 

rz  свідчить про те, що розподіл напружень по товщині листа доволі 

нерівномірний, хоча його товщина й складає усього =16 мм. Крім 

того, слід зазначити, що вказані компоненти напружень (для плоскої 

задачі) суттєво відрізняються за характером розподілу по радіусі r  

від таких самих компонент ( ,r   ), отриманих при розв’язуванні 

об’ємної задачі (тривимірний термонапружений стан). 

 
Рис. 2. Розподіл напружень r  та   у пластині при нагріванні її  

зосередженим джерелом тепла 
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Рис. 3. Розподіл напружень z  та rz  у пластині при її зосередженому  

нагріванні джерелом тепла, розміщеним на поверхні 0z   

 

 
                        а)                                                                б) 

Рис. 4. Розподіл напружень z (а) та rz (б) по товщині пластини при її  

зосередженому поверхневому нагріванні 

 
Висновки 

1. Аналіз епюр розподілу напружень  , , ,r z rz    у пластині 
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при її нагріванні зосередженим на поверхні джерелом показав, що 

цей розподіл по товщині листа металоконструкції крана є доволі не-

рівномірним навіть для невеликих товщин (до 16 мм). 

2. Аналіз впливу положення джерела тепла по товщині пласти-

ни на величину вказаних напружень за розміщення джерела зварю-

вального нагрівання на деякій відстані від поверхні пластини свід-

чить про наступне: зі збільшенням відстані від центра пластини впо-

довж радіуса розподіл напружень по товщині пластини вирівнюється 

й вже на відстані трьох товщин пластини стає незалежним від коор-

динати z . 

3. Слід зазначити, що отримані значення напружень (у плоскій 

постановці задачі) близькі до величин r  й   у випадку об’ємного 

напруженого стану у пластині (на глибині порядку 8 мм від поверхні 

пластини). Інші епюри різко відрізняються від розрахункових, отри-

маних у припущенні плоского напруженого стану. 

4. Отримані пружні напруження вважаються вихідними для ро-

зрахунку пружно-пластичної задачі, але у даному випадку, на відмі-

ну від плоскої задачі, не можна прийняти гіпотезу досягнення одним 

з напружень значення границі текучості. У випадку об’ємної задачі 

відсутні рівняння для розрахунку інших значень тензора напружень. 

Тому у подальшому для даної ситуації можна застосувати один з на-

ближених методів, наприклад, метод січного модуля. Останній метод 

розрахунку зварювальних напружень є наближеним, і у технічній лі-

тературі отримав саме таку назву, хоча доведення збіжності цього 

методу зараз відсутнє, але практика розрахунків дозволяє зазначити 

його задовільну збіжність. 
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NUMERICAL-ANALYTICAL APPROACH IN THE ANALYSIS OF THE 
THERMAL STRESS-STRAIN STATE IN LOAD-LIFTING CRANES METAL 

STRUCTURES UNDER CONCENTRATED HEATING 
 

A numerical-analytical approach in the analysis of the thermal 
stress-strain state in load-lifting cranes metal structures during their 
concentrated heating is proposed. Planar and volumetric (three-axis 
stress state) problems are solved. The main deformations compo-
nents for both problems are established. Mathematical physics meth-
ods and Laplace and Hankel integral transformations are used. Ana-
lytical results obtained in this work are verified by numerical calcula-
tions on a PC. They establish a rather inhomogeneous nature in the 
deformation and change of the thermal stress state components in the 
plate under the concentrated heat source action located on the sur-
face. Particularly, for some stresses components (compression − ten-
sion) both on depth/thickness of a plate, and on radius from an axis of 
a heat source location. This, in essence, means that such effects over 
time (even in the elastic setting) leads to the cracks, which inevitably 
bring the aging and destruction of cranes metal structures. 

The problem of determining and analyzing the thermal stress 
state in the plate (element of crane metal structure) when heated by a 
concentrated heat source is considered and developed in an elastic 
formulation by mathematical physics methods. In this case, the La-
place transform in time and the Hankel radial-coordinate transfor-
mation were used to solve the equation of thermal conductivity in the 
cylindrical coordinate system. 

A comparative analysis of stresses distribution over plate thick-
ness in the planar and volumetric formulations, as well as their de-
pendence on the heat source position relative to the metal structure 
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surface, was carried out. 
The results obtained in this work can be further used to improve 

and refine engineering methods for calculating the diagnostic equip-
ment parameters used to determine the stress-strain state of cranes 
metal structures, both at the design and construction stage, and in 
their actual operation. 

Keywords: numerical-analytical approach; analysis; thermal 
stress-strain state; metal structures; load-lifting crane; concentrated 
surface heating. 
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