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 7. 

    
 

 17. 

  
 

           7.1.    

 
             

   —  ,  
       

.       
 μ , b, ..., , y,...    ,  

      ,   
      . 

              
μ 

     Ψ     ,   + ,  

     Ψ       ,  

.  
          

      ,    
          

  —        
. 

              

 : 
1.   +  =  + . 
2. (x+y) + z = x + (y + z). 

γ.          0 ,    +0 = . 
4.         =—  

,   +  = 0. 
5. 1·  = . 

θ. ( )= ( Ψ . 
7.  ( + Ψ = + . 
8.  ( + ) =  + . 
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,    .    
,     ,   

  .    
 (  ) .    

 L.       
. 

        . 
      )      ,           , 

    ,      
         

,     ,   1—8    
.        L1 

(      . 7.3.). 

     )      ,       , 
              

   ;  1—8   
,       
,     L2. 

     )               
 .    L3. 

    )      ,           Y, 

               ,       
   ,    ,  

              μ 
  < 0                . 

   )   ,          
            μ                      

= {x1, 2,…, }.      y= { y1, y2,…,y }  
          

+в = д 1+ 1, x1+ 2,…, + n}, 

={ x1, 2,…, } 

          ,  
          

,   ,     
  . ,     

   0 = д0, 0, ..., 0ж,   - —                 
{- 1, - 2, ..., - }.      Ln. 

    )                   
(t)=К0+ 1t+... +ant

n
,              

     ,   , 
   . 
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   )           [ , Л]  φ(t)    
    ,     

         

 .      C [ , Л]. 

 

7.2.    

 
1.  , b,...,  -     L                    
α, , ...,  -   .   

 = α + b +... + e 

    , b, ..., ,   α, , ...,  
-    .  
     α= = …=  = 0, Ш x =0.     ,   

   , b, ..., ,     
  ,       .  

   , b, ...,    .  
,     ,    

  α, , …, ,    ,  

α + b +... + e = 0. 

      ,             
α, , …,   ,   , b, ...,    

.  
          . 
Ψ         ,             

          , , ,  
      ,   

 . 
      ,    , b, ...,  —     . 

 

α + b +... + e = 0, 

     . , , α≠0.  

 

=



  b-… 


 e, 

   .  
     ,  

a = mb+…+ , 

 

                                  1·  + (- ) b + ... + (- )  = 0, 

. .  , b, ...,   . 
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Ψ          , b, ...,   ,    
    . 

         , b.  

α + b = 0, 

      α,    .    

α + b + 0·  + … + 0·  = 0. 

      , b, ..., , 

     ,    
 ,    . 

Ψ     , b, ...,      ,  
   . 

, ,  = 0.  

                            α +0·b + … + 0·  = 0,   α≠0. 

      β.        
  L3. 

     )    0   ,   α·0 = 0 

  α≠0 (      ΨΨ. 
     )      ≠0   ,   α =0 

  α = 0. 
      )    ( ,        

,            Ψ    b  
. ,  ≠0,   b =     +(—1) b = 0. 

  =0,   ,      Ψ. 
      )     .   , 

 μ  α + b =0,  ≠0.  b =



   

  ,     b . 

      )    ( ,     
   ,            Ψ  

 .   , b,  ,  
 , b  .      ( . 

η.1Ψ   

 = = +  =  + b, 

    Ψ     , b, . 
     b ,    ,  

    Ψ   , b,   . 
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 9 

 
. 7.1. 

      )            .   
            

 ). 
     )          . 

,       ,   
  Ψ       . 

          , b, ,   
  d       

  , b,  ( . 7.2): 

d = D  =  + D  =  +  +  =  + b + c, 

     Ψ     , b, 
 , d. 

 
. 7.2. 

 

)   Ln                   
1={1,0, ..., 0},  2 = {0, 1, ..., 0}, ..., ={0, 0, ..., 1}.  

  ,     

α1 1 + α2 2 + … + α  = {α1, α2, ..., α }. 

      ,   
α1=α2=...=α =0. 
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           Ln,                
1, 2, ...,     x = {x1, 2, ..., },   

,             

 = 1 1 + 2 2 + … + . 

 

7.3.      

 
           

      . 
      ,         

,              . , 

     .  
   L1.       

 . 
           ,  

    .    
     L2. 

            ,  
    .   

  ,      L3. 

       ,      
x={x1, 2,…, },       1, 2, ..., . 

  ,  ,   +1   
   . ,  

   ,       Ln. 

       -    
( ,  ,     1, β  γΨ     

     1, 2, ..., .   — 

  .   , 1, 2, ...,   
 ,        

.      α, α1..., α ,  

α  + α1 1 + α2 2 +... + α  = 0. 

  α ≠ 0,       1, 2, ...,   
  . ,     

      1, 2, ..., : 

= 1


 1 
2


 2- ... 



  =0 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 11 

1


 = x1 ..., 



 . 

      

                                            x = x1e1+x2e2 + ...+xnen.                                (7.1) 

   . ,  
       1, ..., : 

x = x'1e1+ x'2e2+... + x'nen. 

 

x1e1+x2ei + ...+xnen = x'1e1+ x'2e2+... + x'nen 

 

                    ( 1— x'1) 2 + ( 2 — x'2) 2 +... + (  — x' )  = 0. 

         1, 2, ...,   ,  

                                 1= x'1,    x2= x'2, ...,    = x'n. 

         ,      ,  
  ,     

    1, 2, ..., .  
    -   , 

  x1, x2, ...,  —      .  
 ,        

    . 
        ,   L1       
  

 = 1 1, 

 1 —       .  
         L2          

 = 1 1+ 2 2, 

 1  2 —      .  
    , ,   L3      

   

 = 1 1 + 2 2 + 3 3, 

 1, e2, e3 —     . 
      (7.1Ψ        

 
           

,   , . .  

                                                   x = xkek,                                           (7.2) 

,    k,  ,  

  1  .    «   
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»;    . .  k 

  .      
 ,   

xkek =xіeі= x e  

       ,       L1, L2  
L3    . ,  

         
Ln  =1, 2, 3. 

          ,   
       
.       = β  γ  

     1  β  
1, β  γ.      

        
 . 

             
μ 

Ψ     ,      
. 

Ψ           
. 

Ψ           
   . 

 

7.4.         
.    

 
         L3 ,   

      1, 2, 3.  
   ( ),  

   e1, 2, 3 — .  
        

         
  

                                                         = іeі 

 і       . 

     e1, 2, 3  ,     3  

 λ0°   1   2    .  
     1   2    3   

 ,    . 
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     ,       
        

. 
                 

  

                                     xy= |x| |y| МШs φ, 
 е |  |y| -   ,  φ —   . 

    ,      
μ 

1)  = , 
2)  ( )в = ( , ), 
3)  (x+y)z = xz+yz, 

4)   > 0   ≠ 0. 
     

     μ 

 
 
      ij,     

                 
       

   
eiej = ij. 

 ij    . 
       x = іei  y=yjej —         

.  
в=( іei )( yjej), 

       βΨ  γΨ,   
       (   

   Ψμ 
xy= і j (eiej). 

   ,    ,   
 i  j        1  γ. 

         ,             
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eiej = 0  Т≠У.       eieі=1,  
 

 = 1 1 + 2 2 + 3 3 

-        
  .     
  ,       

 
 = k k 

     x=xiei  
  ek: 

xek = xi(eiek) = xi ik. 
 xi ik    ,     Т≠k  

 ,   ik= 0  Т≠k;       

,   i=k.  kk=Х,  xi ik=xk. 

, 
xek = xk. 

 ,      

      
 . 

            

   ,    
   μ 

Ψ      x = xiei        μ 

 
 

 
Ψ     φ      x = xiei     = iei    

μ 

 
         

xi i= 0. 
Ψ       —    ,            k  

  ,       
 k. 

k = aek = cos αk. 

 

 ,   2=1,  

cos
2
 α1+cos

2
 α2 + cos

2
 α3 = 1. 
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)   x = xiei   a=aiei   

 
 

7.5.     
 

 
     1.         

 z,    μ 
    1Ψ    z    ,    

      ,  . . еz| = | | |  еsТЧ φ,  φ —    
  ; 

     βΨ   z       ; 

     γΨ   z         . 
              

× . 
       μ . 
    1)  ×  = — ( × ); 
    2)  ( ) ×  =  ( × ); 
    3) (x+y) ×z = x×z+y×z. 

           
   L3.    -

      μ 

 
   ,  ,  ,  

,  , -    
. 

             
    ,   , 

  +1,   {e1,e2,e3} ,  — 1,    
;  ,      .  

  ijk,   
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  ,  -     і, j, k   

.       .   
  . 

        ijk    
 ,    ,      

 

eі× j = ijk k, 

   ,  ,     
k.      , μ 

 
       ,  123 = ,  

e1× 2 = e3. 

      

e1× 2 =e3, 

   

e1× 2 = — 3, 

   . 
  = іeі  y= yjej -   .  

×  = ( іeі) × (yjej). 

      ,  
  

 
          

і, j, k.     ,       

   ,            

 
,  ,     μ 

 
              ×   z,  

 zk  z   : 

zk = εkij iyj 

 (   ijk = εkijΨ,   μ 
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 =1        

  (     Ψ 
      . 

     ,       
     ,   

       . 
    ,      

      ,   
        . 

       ,  
    .     

  ,    ,  
    .     

    . 
      2.      

( , , z) = (x×y)z 

   ,    ,   z, 

   ,   , , z   , 
      . 

        

: 

1)  ( , , z) = -(y, , г); 

2)  ( , , z) = (y, z, x) = (г, б, ); 
3)  ( x, , z) = (x, , z); 

4)  (x+y, z, u) = (x, z, u) + (y, z, u). 

      ,      
    

( i, j, ek) = ijk. 

  , 
( i, j, ek) = (ei × ej) ek = ijl (elek). 

         
l.    elek      , 

 l=k.        
    ijk(ekek).    ekek

 
=1,

     
 . 

           = іei, y=yjej  z=zk k. 
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( , , z) = ( іei, yjej, zkek). 

           
,    ,     

  .    

( , , z) = іyjzk (ei, ej,ek)= ijk іyjzk. 

  i, j, k -       1, β, 
γ     . ,    

   ,   γ3
 =β7 .  

    θ    ,    
    ijk   .   

               

( , , z) = ( 1y2z3+ 2y3z1+ 3y1z2- 2y1z3- 3y2z1- 1y3z2). 

         
  μ 

 
     γ.     ×( ×z)  

 ,   z  ,     

                              ×( × z)=y(xz) — z(xy).                                       (7.3) 

    z ,   ,   ,  
    (7.γΨ   .  

,    z  ,   u=x×(y×z).   

  y×z      π,  

   z, . . 
                                                       = y + z.                                     (7.4) 

  z* ,     π  
  z   λ0°   ,  

    ×z.  z*, z  ×z   
  .  

                                                    uz* =  (yz*).                                    (7.5) 

  , 
г* = [x×(y×z)] z* = [(y×z) × z*] x. 

 v = (y×z) × z*.   v    ,   
 z, ,    ×z  z* , еv| =|y×z| | z* |, 

 

 
 (  (y, z)    y  z).  

v = (yz*)z. 
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uz* = (yz*)(xz), 

,      (7.ηΨ,    =xz. 

          (7.4Ψ    ,   
,  

( в) + ( г)=0 

 = - .     (7.3). 

 

7.6.     

.        
 

 
     1.    L3,     
{e1, e2, e3}    ,                 
{e

1  , e 2  , e 3  }      ( . 7.3).  

 
. 7.3. 

   e і        

 .    і і   ei  

  e і     .   

 e і     

 
      μ 

                                                      і' = і'і і.                                        (7.6) 
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     (7.θΨ     і. 

,  ,  і j= ij,  

 і' i = і'і 

    і  і' ,   
 і' i = cos(  і', i), 

  (  і', iΨ        і'  i.  

 

                                                        і'і= cos(  і', i).                               (7.7) 

       ,          
     і' .    іі' 

  і'    і    
,       

 
,   ,                                                        

                                                eі = іі'eі'       ( ,і' = 1,2,3).                       (7.8) 

      ,      (η.8Ψ    
   eі',   

                                                    eі,eі' = cos (eі,eі') = іі'.                         (7.9) 

      (7.7Ψ  (7.λΨ ,  

                                                           іі'= і'і.                                      (7.10) 

 і'і      

 
             ,   

,   .   ( Ψ 
  .  ,    

        
     .   іі'  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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—        (  -1
 

,     Ψ.   
   

-1
     

 
       (7.10Ψ   ,       -1

   
   ,               . 

 ,       

                                               (7.11) 
 

, 

 
   . 

      (7.11Ψ ,      
-1

  

  -   ( )  
    (  )  

,       ( )  

. 
     ,     , 

 . 
        ,     

     L3   
. 

            =( і'і). 

 ei',   (7.6Ψ,  ,   
 (7.11Ψ  ,    

.      
          

.                                  
         μ 

 
     е е    

 e1′, e2′, e3′      {e1, e2, e3},  е е       

        e1′, e2′, e3′   ( .   
 . 7.5): 
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е е=(e1′, e2′, e3′). 

      , 
     ,    e1′, e2′, e3′. 

     ,      

± 1,      . 7.5  ,      
    ,    {e1, e2, e3}  { e1′, e2′, e3′} 

   .    
 {e1, e2, e3}      { e1′, e2′, e3′}  

   ,      
  —       

 {e1, e2, e3}   ,   
  . 

          
 .       

    α    ,   
  α      

,     .    
      

 
    μ 

     .    
     μ 

 
   

 
   - 1. 

     β.       .   
     ,  

  ,     ( , , , 
,     . .Ψ.   

     ,     
  .            ,   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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     ,  ,    
,   . 

      ,    , 
         

,       

 ,      
 (   Ψ   (   

Ψ.         
,      
,    . 

             
     x1, 2, 3,     

    ,      
 (  Ψ.   

    μ ,  
      ,     

.        
      , 

     . ,  

 , ,    ,  
   ( ,   ,    

Ψ        . 
(    ,      

   .Ψ 
          ,   

    ,     
,    .  

      . 
             

,    ,    
 ,  ,    

  . 
           ,   

                      
{e1, e2, 3}                           

{e1′, e2′, 3′}         .        
    μ  

x = іeі,      = і′ eі′. 

      -       ,   
    μ 

іeі= і′ eі′. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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  eі    (7.8Ψ,  

і іі′eі′ =  і′  і′, 

,      eі′, ,  

 і′= і іі′; 

,  іі′= і′і,      

                                                        і′ = і′і і.                                  (7.12) 

                  
. 

        іeі= і′eі′    eі′   
(7.θΨ,          

μ 
                                                   xi = ii' і'.                                      (7.13) 

    ,   (7.1γΨ     (7.12), 

    (7.1βΨ  ii',   і'  
  (7.11). 

         ,       

    , . .    
  . 

         .   L3 

   ,      
 .     , ,   

 . 7.4      
      

  .   ,   L  

      
     ,   

          
       

,  ,          L3. 

      . 7.4 ,       , 

   {e1, e2, 3}  і  і,    {e1′, e2′, 3′} 

—  і′, і′,     і і    , 

і′ і′—   . 
        . , 

  (7.1βΨ  (7.11Ψ,  

і′ і′ = і′і і і′jyj= ij іyj = xіyi. 

            

      
        , 

        
. 
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          ,   
       

 , ,    
       . 

      

 і'У'k'= ( і', j', k'), 

    

і' = і'і і   j' =  j'j j   k' = k'k k', 

 

 і'У'k' = і'Т  j'j k'k  іУk. 

     , 
 1'2'3' = 1'i  2'j 3'k  іУk 

          , 
   μ 

 
       
 ,   

 1'2'3' = е е  123 

,    '      , 
' = е е . 

  ,      ,  
          ,           

,       , . .         
      . 

      г= ×y.     

                                                   zk =  іУk xіyj,                                           (7.14) 

    

                                               zk′ =  і'У'k' xі′ yУ′.                                      (7.15) 

   , . . ,   
(7.14Ψ   (7.15Ψ   .   , 

  

i = іі′ xі′,    j= УУ′ yУ′,    zk = kk'zk' 

  ,  

 
    kl'     k.  

 

kk' kl' = k'l', 
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           (7.15). 

         ,             
   ,         . 7.η,          

     , . . 

 
,         

  ,  

( ,y,z) = ( ×y)z, 

           ,       
 ,   . 

 

 

7.7.     
  

 
             

  , , - ,   
    , o- ,   

     (   
          

Ψ. 
      —    .  

             

      =  — -   . 
    ,    -  

 (       ). 

      ,     ,    
  L3     

   .     i   

             {e1, e2, 3} 

        
  ,             

        e1, e2, 3. 

              
               ,   

      .               
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      ',    -         
.   = ' —  -     

 = .  ,     -

  ,    ( . . 7.4) 

                                                  = '+ .                          (7.16) 

 
. 7.4. 

 

          , 
        ',  

      
  e1, e2, 3.      

            
  ,      —    '. 

   , '     1, 2, 3   

 = i і,      ' = 'i і,        = i і. 

    (η.1θΨ,      
 

                                                             i = 'i+pi.                                  (7.17) 

  ,    
      . 

     ,       
   ,        

 . 
           ,    

,   -   ,  
  ( Ψ   

   .   
      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 28 

         
,       

 ,     .  
       

  .    , 
    ,      

  ,      . 
  ,     

,      . 
          

  . 
   1.          

.    N —        —  

- .  MN = y-     MN  
 : 

   (7.18) 

        

    ,    

   N    MN , ,   , 
    . 

   ,       MN   ,   
MP

PN
= , 

 -  z ,  

z — x=  (y-z), 

 

                                                                         (7.19) 

          

 

                                                                       (7.20) 

    ,  
 ,  (7.1λΨ   
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= '+ ,   = '+ , г = г'+p, 

. .  . 
    2.    .    

     e1, e2, 3   
 π.                
   і: 

                                               = і і,   і = 1, 2, 3.                             (7.21) 

-  0  0   π   0
і  

   

0 = 
0
і і, 

 -              π  
 i —   

 = і і. 

   
0

 

                                            
0

=x—x0=(xi— 
0
і)ei.                      (7.22) 

  
0

   ,  

0
· =0, 

 

                                                         (x—x0)·  = 0.                              (7.23) 

  (7.βγΨ     
 . 

       (7.21), (7.ββΨ      
   ,   

і (xi— 
0

і) = 0 

,  -aі 
0
і  b, 

                                                      aі і + b = 0.                                  (7.24) 

       

 + b = 0. 

          π    ,   b = 0   
   

aі і = 0. 

                π            
.      b ≠0.       (7.24) 

 b   —( aі/ bΨ     і.   (7.βγΨ   

і і =1. 

 і    . 
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3.            .   π  
   { 1, 2, 3}   

                                                      aі і+b=0.                                  
   0   π     

 
          0   

0
і      і,     π. 

 d   0   π     

  
 ,  d0   (0, 0, 0Ψ   π 

 

 
     4.           .       

     0, -  r 0    
  {e1, e2, 3}  0

і,   
 a= aiei.  

r = xiei 

-       .   

0
     

0
= r - r 0 = (xi— 

0
і) і, 

 

                                                       r - r 0 =                                          (7.25) 

                                                       r =r 0 +  

 
,   , 

                                                       xi=
0
і+ і.                                    (7.26) 

    -  ,     
 .  (7.βηΨ   

    ,   (7.26) -  
 . 

    5.      .       
        π1  π2.    
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(1) (1)

(2) (2)

0,

0;

і s

і s

б Л
б Л

  


  
                               (7.27) 

 і
(1)

  і
(2)

 —    n1  2  
π1  π2.    (7.β7Ψ    (7.26),  

 -  ,    ,   

   .     n1  2; 

         n1  
2: 

a = n1×n2 = ijk і
(1)

j
(2)

ek. 

        i  
   (7.β7Ψ     

(    ,     (7.27) 

 ). 

        x
0

 —      
 .        

xk = x
0

k + ijk і
(1)

j
(2)

. 

     6.       .  
        

        

                                    
2
 + 2  + 

2
 + 2Dx +2Ey + F = 0.            (7.28) 

        1  2   
,     i j  ij,  

 i -  i,     .   (7.28) 

   

                                          ij i j+2aixi + a = 0      (i, j=1, 2),        (7.29) 

 aij = aji.       
   i  j.     ,  

 

 
     (7.βλΨ    

        (7.30) 
. .  ,     (7.β8Ψ. ,  

 

і = 0 

,     -    
    ,   
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 = 0,      і = 0 

,        
 ,    .  

    7.      . 

      
      

 
  ,  ,   

      ,           
    

                                          ij i j+2aixi + a = 0      (i, j=1, 2, 3),        (7.31) 

 aij = aji.  ,   (7.βλΨ  (7.γ1Ψ і 
 ,         ,   

        (7.βλΨ   1, β,   
(7.31) -  1, 2, 3.  

  

і = 0 

,     -    
     ,   

 = 0,      і = 0 

,        
      , ,  , 

       
. 

     8.       . 

       
   ,    

   ,    ,   
    ,    - 

 . 
             

    . 
         

ij i j + 2aі i +  = 0. 

,        
     .   

   ,    ' 
 ;   — - ,    
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 '   ,  = = і і.   
 i    ′і     

 (7.17): 

i=x'i+pi. 

   xі   (7.γ1Ψ,  ,      
       (7.γ1Ψ   

 
 

 
       і  j,  j  і 

 ,  іj = jі,   

   - ,    

                                                   aij j = —ai.                                       (7.32) 

  pj    (7.γβΨ.   
  ,   ,   

  , . .    (    
     -  Ψ    . 

 

 17. 

   

 
1.   ,     

Ψ     ( ,              
       Ψ 

 L 2 ( .  )Ψ,          ,     
          ; 

Ψ         L2,   
   ; 

Ψ           L3 ( .  )), 
      . 

β.  ,         
  Ln ( .  )),    

Ψ  1 + 2 + ... +  = 0; 

Ψ  1 + 2 + ... +  = 1; 

Ψ  x1 = x3; 

Ψ  x2 = x4=...; 
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Ψ    -  ; 
Ψ  x1  2  ; 

γ.                  
,     ( .   ))? 

4.       R+ 
           .   

« »        ,  
 « »  pR

+           

                      .   

    R
+
          

     ?     

« »         p  R
+
?         

   « »  ? 

5.              
  

y
(n)

+ p1( )в(n-1)+…+pn-1( ) ′ +pn( ) =0 

  .  
         

 ( . .     Ψ  L' 

  L,      
    L      

, . .   L',    ,     L',  

L', ,  +   L',  L'.   

 L  ,     
  (  Ψ,    L. 

   . 
        L'  L"  

 L   M=L'+L"    L, 

       = '+ ",  'L', "L". 

          L'  L"  
 L   N = L'∩L"    L, 

     L',   L". 

θ.   ,             
   L        

 L. 

7.       L3. 

8.               β     
 L ? 

9.    b —      L2 

( .  Ψ . η.1Ψ. 
1Ψ ,    α    

 , ( ): 
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Ψ  α +2b,     — b; 

Ψ  (α +1)  + b,    2b; 

Ψ  αa+ b,   a+ αb. 

βΨ  α  ,  

)  3a + 5b = αa + (2  + l) b; 

)  (2α -  -1)a -(3α +  + 10) b = 0. 

10.     ,   b,    -             
 L3 ( .  Ψ . 7.1). 

Ψ     α  

 = α  + 4b + 2 ,    = +αЛ- ,  
  ( )? 

Ψ     α  

x = αa + b + 3c,   y = αa - 2b+c,   z = a – b+c 

  ( Ψ? 

11.  ,    [ , Л] ( .  Ψ . 7.1) 

   μ 
)  φ1(t) = sin

2
 t,    φ2(t) = cos

2
t,    φ3(t) = l; 

)  φ1(t) = sin
2
 t,     φ2(t) = cos

2
 t,     φ3(t) = t,    φ4(t) = 3,    φ5(t) =

t
 

)  φ1(t) =√t,  φ2(t) =1/t
2
,  φ3(t) =0,   φ4(t) = t

5
. 

12.  ,    C Д0, β]  

φ1(t) = 
4

0, 0 1,

( 1) , 1 2;

t
t t

 


  
 

φ2(t) = 

4( 1) , 0 1,

0, 1 2,

t t
t

   


 
 

 . 
13.  ,          ,    

 ( .  ) . 7.1Ψ,   . 
14.   ,          [ , b] ( .    ) . 7.1), 

     . 
15.              a1={0,   1,   1},  

a2={1, 1, 2},   a 3=д1, β, γж  L3. 

16.  ,            , 
                                                                               

Ψ    , 
Ψ    . 

17.  ,         a1, a2, 3  ,   
 a1 + a2, a2 + a3, a3 + a1  . 

18.  ,         a1={1,   1,   1},    2 = д1,    1,   βж     
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 2= д1,   β,   γж         L3,     
  ={6, 9, 14}. 

19.                     
,          ( .     ) . 7.1  . η . 7.2). 

                         
 ? 

20.         [ , Л] ( .  ) . 7.1   
. θ . 7.2)? 

21.               ,      
 4 . 7.1. 

22.  ,     L'n   
  Ln,  Ln≡L'n. 

23.    ,                    
   L'     L"     Ln         

  ,     
. 

24.  ,             
 L'     L"                 

,           ,  
 -  . 

25.  ,       L'     L"    L 

     ,             
  L. 

26.             
  L 3? 

        L'  Ln,  
 1, 2, …, ,    

,   . 
27. )      s        d    

    L'    L"    L 4,   

 

L': 1= {1, 1, 1, 1},     2 = {1, —1, 1, —1},     3 = {1, 3, 1, 3};  

L": b1 = {1, 2, 0, 2},     b2={1, 2, 1, 2},             b3 = {3, 1, 3, 1}. 

    )        L' 

 L"  L4   

L': 1= {1, 2, 1, -2},     2 = {2, 3, 1, 0},     3 = {1, 2, 2, -3};  

L": b1 = {1, 1, 1, 1},     b2={1, 0, 1, -1},    b3 = {1, 3, 0, -4}. 

28.   -          
  Ln: 

Ψ   n-   ,       
 ; 
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Ψ   -  ,      

   ;  
Ψ   -    дα, , α, , ...}; 

Ψ   -   { 1 ..., },                        
x1+x2 + ...+xn =0. 

29.             
              
   ( .   .   η . 7.1Ψ?        

?      
     ? 

30. ,    

 
    

1 1 + 2 2+ … +  = b, 

  і = { 1і, ...,   ami}   (i=l.....   ),   b = {b1,  ...,  bm}—  

 Lm. 

31.   ,      
 μ 

Ψ     ; 
Ψ       ; 
Ψ      ; 
Ψ      ; 
Ψ   ; 
Ψ            , Л, М  

 
Ψ             ,      - 

; 
Ψ               

   ,          
; 

Ψ      . 
32.    -  

( )
2≤( )( ) 

     . 
33.         ,  ,   +      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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.  ,   L   , 
    ,  L    

  ,   

1)   = ; 

2)  ( )  =  ( ),   -   ; 
3)  ( 1 + 2) = 1 + 2 , 

4)   ≥0,         = 0. 

  L,      
,                    

 .       ,   
       

 ,             
   3,   . 7.4.  

              

 

   ,         φ (0°≤φ≤180), 

   

 

   ,   

 = 0, 

 . 
34.       L3       

  

Ψ    ? 

Ψ                         
? 

Ψ     ? 

35.  ,       Ln ( .  ) . 7.1Ψ   
    x = {x1, ..., }   = { 1, ..., }  

  

= x1 1 + ... + . 
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36.  ,       [ , Л]   ( .      )   . 7.1) 

          f(t)      g(t)       
 

 
     f(t)? 

37.  ,            
x = {x1, ..., }   = { 1, ..., } n-        

      

= x1 1 + ... + , 

 ,   і      ,  

. 

38.  ,          ,      3,     
 -  

( )
2≤( )( ). 

,        
 ( .  βΨ. 

39.    -      
                 
  [ , Л],     , 

   θ. 
40.         ,         

[—1,  1]  x1(t) =1, x2(t)=t, x3(t)=1- t. 

41.  ,              
  

                 1, cos t, sin t, cos2 t, sin 2t, ... , cos nt, sin nt, ... 

 C[ -π, π] . 
42.  ,                 

1, ...,     . 
43.                           

1 …, k,                            
1 1 +…+ k k. 

44.   ,      1, ...,     
,  

| 1+ 2 + ... + k|
2
 = |  1|

2
 + |  2|

2
 + ... + | k |

2
 

(   , .  1 ΨΨ. 
45.   ,                   

| + |≤| |+| |, 

е - е≥ || |-| || 

(   , .  γΨ. 
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46.         ,          
 ,    [ , Л],        
  ,     θ. 

47.  ,             

 

 
 k ≤   1, ...,  —   . ,  

    (  Ψ   
 ,  k= n. 

48.    +1 —    ,       
      ,         ,      

   ,     
 (t)  Q(t)   

 
Ψ , ,  

 
 (    Ψ               

. 
Ψ     k = 0, 1, β, γ, 4. ,  

 k (t)  k,    k(t)   t. 
Ψ     Pk(t). 

Ψ  Pk(l). 

49.               ,   Л, .  
   . 

50.                

   , , . 

51.             -    r1, r 2, 

r3   . 
52.   ,                    

   ,               
   ,  ,   
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 (Sі, Sj)     Sі  Sj .                           \ 
53.      

 
—     іУ—   

 іУ   . ,     
 μ   

                                                              
54.    

 
55.            θ,      (a×b)

2
     

    . 
56.  ,    

a×(b× ) = (a×b) ×  

      ,  ab ≠0, b  ≠0. 

57.     

a×(b× ) + b× ( × ) + М× (a×b) = 0. 

58.                  
,   . ,     

          .           
               

. 
59.           OABCD          

         COD.   ,          p = OBC×OAD     
q = OAC×OBD . 
  60.     ,    

      ,   Л,              α, ,    (α 

    . .Ψ.         
61.    

                                (  + b, b + , + ) 

     .   
62.  , b,  —   .    

  , , v,    + b, b + , +va ? 
       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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(   ,      
 ,  -1Ψ     (  

 ,     ,    
,    -1,       

 Ψ. 
θγ.    ,   

           
,                  ( .      

31). 

64.          , 
 μ 

Ψ  (a×b) × (c×d) = b ( , , Н) — a(b, , Н); 

Ψ  ((a×b), (c×d), (e×f)) = (b, e,f)(a, , Н)-( , , П)(b, , Н). 

65.  ,    

) (b, , d) — b(c, d, a)+c(d, a, b)—d(a, b, )=0 ;       

) (a×b, b×c, c×a) — (a, b, c)
2
,  

      .        
66.   

 
 67.        α, , . ,  

           
 

 
68.         L2             

{ 1, 2}      д 1', 2'}.              
              

            , 

 

Ψ                   
   α      ; 

Ψ  1'= — 1, 2'= 2. 

69.              
{ 1, 2, 3}     L3       
{ 1', 2', 3'},  
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Ψ 1'= 2, 2'= 1, 3'= 3;   Ψ 1'= 3, 2'= 1, 3'= 2. 

70.                     
,  

Ψ       ? 

Ψ       ? 

Ψ        ? 

71.     L3     

 { 1, 2, 3}    { 1', 2', 3'}.        
                     

 ,   μ 
Ψ           -          3  3';  

   

МШs  =e3 3'. 

Ψ   φ —        1  ,     —  
,            —       

 ( 1, 2Ψ  ( 1', 2'),      , 3  3'       
.      

 
Ψ    —      1'. 

               
  , φ, . 

72.  ,   

 
 . 

       . 7.γ      L3    
   Ln.    Ln 

,  ,   i, j, k, i', j', k'  
  1, β, γ.,    1, β, ..., . 

73.     Ln     

 { 1, 2, 3}      1, ... , .      Ln 

   ,              

  0, ..., 0, е  |? 

74.     { 1, 2, 3}   —      Ln     Lk —    
   Ln      k.   ,     Lk   
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         Ln,    xі  
         { 1, 2, 3}      

  

іУ j = 0,      i, j =1,..., . 

75.           ,          
( .  ) . 7.1Ψ,        1, t, ... , tn

 

  1, (t—a), ...,  (t — a)
n
.         

            . 
76.       , 
Ψ         

                                          r = r1 + a,       r = r1+ b; 

)           r = r1 + a       0  
-  r0. 

77.           
   

 
78.               

 
79.    ,    

 
        . 

80.        ,  
 

                                                                      (7.33) 
81.        ,         (7.33),   

 , 
Ψ     A0   0

і; 

Ψ    

і
(3)

і+ b
(3)

=0. 

82.       (7.γγΨ.        
? 

83.       ,      
(7.γγΨ                  

.  
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84.      ,   
 0 (

0 Ψ   

і і+ b=0. 

85.             ( і),  ( і), 

(zi). 

λ0.              ( і),  ( і), (zi),   

D(uі). 

86.              ,  -

 ,   

 = 0+ .                     
87.         

 
88.      

 
 

Ψ     ; 
Ψ      . 

 

 18. 

    

 
7.8.   

 
    1.        

 .       
     . 

     ,     L   
 φ = φ( )   ,     

 L      φ.  
   ( ) ,  

 ( ) ,     
 μ 

1)  φ( + )= φ( ) + φ( ); 
βΨ  φ( ) = φ( ). 
         . 
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     )      l              l. 
l                ,    

  ,  

l ( + ) = lx + l ,  l ( ) = l . 

)        - ,        -        
L.             φ=     

     .   ,      
         ( .  10, . 7.4) 

( + ) = +    ( ) = ( ). 
)     xі    L3  

   {e1, e2, 3}           
   xі = eі ,            

. 

Ψ    b —     L3.    
      ( ,   b, )        

   ,           
( , b, + ) = ( , b, ) + ( , b, )      ( , b, ) =  ( , b, ). 

                  φ=φ( )  
  {e1, e2, 3}.   

x = xі eі 

  φ ,  

φ ( ) = φ (xі eі) = xі φ (eі). 

  φ(eі)  і: 

φ(eі) = і, 

     φ    

                                                   φ ( ) = і і.                                      (7.34) 

       
   і,     

  .  і   
    . 

    β. ,     

 φ=φ( )      {e1, e2, 3}  
   {e1′, e2′, 3′}.   

 

eі′= і′і eі, 

  = ( і′і) -       .     
    φ    

φ= і′ і′, 

 і′ -    ,   і′  
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     ,    φ  

           

і′ = і′іaі. 

    ,      (7.11Ψ,  ,   
       

         
.   ,  

і і= і′ і′; 

   і    φ  

   

 = і і. 

 (7.γ4Ψ ,     φ=φ ( ) 
        

   : 

φ ( ) = . 

           .   
     φ.  
   φ =   

 = . 
       , 
      . , 

  —      ,  

   φ. 
 

7.9.      

 
   1.     = φ ( , )            

  ,     ,   
    , . .  

 
    . 

Ψ                  

,            
. 
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)      —    ,        —  . 
  ( , , ),   ,    

  . 
Ψ       φ( )      (y)—          
     .      f(б, ) = φ( ) ( )    

,   

 
     . 

β.               L3     
     { 1, 2, 3}       
   φ = φ( , )    . 

    

x = ieі   y=yj j, 

         φ   і         
,  

 
       φ    

 aij. 

φ (ei, ej) = aij. 

  φ     

φ= aijxіyj 

, , 

 
                           

(x1, 2, 3)  (y1, y2, y3). 

             
 

 
,   ,     
.        φ. 
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     ,   L3   φ 
       

. 
      ,       

  ,    . 
)         

 

xy = x1y1 + x2y2+x3y3. 

,    μ 

 
)           ( , , ).   ,  

      , 
 

 
 ( ,    . 7.8,    

Ψ.       
 

 
Ψ             (e1,   e2,  e3)    

 φ ( )  (y)  ( . 7.8Ψ     

φ = ai i,   = bjyj. 

      f(б, )=φ( ) ( )          

f = (ai i) (bjyj) = ibj iyj. 

      μ 

 
   γ. ,       
φ=φ( , )   .    ( 1', 2', 3'Ψ  
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і'= і'і і 

,           , 
 

 
,       

      

 
       

 ,  ,      
  . 

        μ   іj    
   L3    

(7.34),      . 
    {e1, 2, 3}  { 1', 2', 3'} -     L3     — 

   .  

 
          φ= ij і j.  ,  

       
 L3,  ,      

 , . .        
   ,      .   

      φ'= Т′У' і' j'. 

,   ,  φ=φ'.   ,  

 (7.θΨ  (7.1βΨ . 7.θ  10 ,  

 
      ( .  (7.11)) 

 
  

 
 

 
  

 
   . 
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7.10.    .     
 

 
   1.      L3  

     —  φ=φ( , , z, ..., w).  
   ,   

,        , . .  
       

 
         φ. 
 φ   -  . 

      . 7.8     
  .     , 1-

 .  ,      
  ,        

.     .   
       . 

    )    ( , , z)   
,          
 1Ψ  βΨ. 

    )     α( ), ( )  (z)  
  .   ,  

 
 

 
    . 

     β. ,     φ ( , , z, ..., w), 

    ,   .  
    φ=φ( , , z).  

  , , z        {e1, e2, 3}: 

 = і і     y=yjej,     z= zkek; 
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                .    

         φ   ,  

φ ( , , z) = φ ( ieji, yjej, zkek) = xiyjzk φ (eі, ej, ek), 

  φ (eі, ej, ek) —      φ       .  
    іjk: 

φ (eі, ej, ek)= іjk. 

  φ    

φ ( , , z) = aijk iyj zk. 

     ,      
  ,     

 ( 1, 2, 3), (y1, y2, 3)  (z1, z2, z3).      
   γ3

 = 27      aijk. 

        
   .  

        4-   φ( , , z, ),   
  ,  

φ = aijkl iyj zk l, 

 

aijkl =φ( eі, ej, ek, el). 

,      ,  γ4 

     aijkl. 

    -   φ = φ ( , , z, ..., w),    
,    {e1, e2, e3}   

φ = aijk... m iyjzk … аm, 

 

                                           aijk... m= φ (eі, ej, ek, ..., ).                       (7.36) 

 aijk...m     ,   
   γ .    

  γ  . 
            ( , , z)  

   μ 
( , , z)= ijk iyjzk. 

          
    . 

        α( ), (y)  (z)      
{e1, e2, e3}    

α ( ) = ai i       ( ) = bj j       (z) = k k, 

   φ = α( ), (y)  (z)    μ 
φ = (aibj k) iyjzk, 
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aijk = aibj k. 

   γ.        
  .       

   , ,    φ=φ ( , , z) 

—     , , z,     ,   
   .  ,  

  . 7.θ,  ,     

 . 
              

,         
  (      

Ψ.    
      

 . 
     .  (  Ψ ,  

   aТУk…Ц  
 φ( , , z, ..., w),     

,   .   aТУk…Ц 

 ,  ,  . 
             ,  

,      ,             
      .      ,     aТУk…Ц 

   φ( , , z, ..., w). 

      aТУk…Ц  φ   ,   
,   (7.γθΨ    .  , 

    ,   
 .  

       φ    L3,     
        1, β 

 γ.         
 γ  .       β  

,    Ln —  . 
      ,   і  

   φ = φ ( )          1.     
           

       ,  
      і           
          1.                                                                      

          aіУ      
φ =φ( , ),         = (aijΨ,   . 

   β.  ,     
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    ij,    
    φ= .   

  . 
            

   ijk —   
   φ=( , ,z).   

  .  ijk   
. 

      ,   ,     
   ,   
 .     

      
 .      

 ( . . Ψ,      

      . 
        ,    

   .    
 ,      

    .   ,  

φ ( , , z, ..., w) =  ( , , z,..., w) 

          

 
  ,  

aijk ... m = bijk ... m. 

       ,     
 φ = φ ( , , z, ..., w)   .   

   . 
    4.       ,  

   ,   
 ,    . 7.θ ( .  

(7.1βΨ.       
   .   

      

μ 
     .      Кijk ... m,    

     ,     ,   , 

      { і}    
 { і′}     

                                   (7.37) 
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         .  aijk ... m — 

.   aijk...m   
   φ = φ ( , , z, ..., w): 

aijk ... m = φ( і, j, ek.....em). 

                    
 μ 

 
  і′      eі   

 

і′= і′і і. 

 

 
    φ ,  

 
         (7.γθΨ             

 (7.37). 

         .             
aijk ... m         
(7.γ7Ψ.    , , z, ..., w.      

       

 
 ,    aijk ... m  Шp,  

,    

φ = aijk...m iyjzk...w m 

  , . .       
  , , z, ... .,., w      .    

       

 
    aijk...m   (7.37) 

 xі′   (7.1βΨ,  Т′yУ′zk′...wЦ′   , 
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   . 

 

7.11.     

 
     1.  .  φ=φ( , , z,..., w)  =  (( , , z,..., w) 

—             
     .       φ + ,         ,   
      .   ТУk…Ц  

bТУk…Ц  ,    φ  , 
  cТУk…Ц,   φ + .   

 
Ш   cТУk…Ц       ТУk…Ц 

 bТУk…Ц  

cТУk…Ц= ТУk…Ц+bТУk…Ц 

2.             .   
φ   φ          

       .  
 ТУk…Ц  p,   φ,    

  bТУk…Ц       ,   φ. 
  

 
 

 
   ,     

 ,        ,  
 .      

3
.
    -    

  L3.     
, , γ  

-         

 
    3.  .  φ   —    

    q    . 
   φ·      p+q. 

,  φ=φ( ,  г) — ,  = ( , v) —  

,    φ( ,  г ) · ( , v)   

   5. 
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      φ         

q.   ,   φ  , 
,    φ· .    φ·   

 + q,       q  

  p+q. ,    

 
   ijk  blm  γ  β,    

 

 
—  ijkblm  η,    

   aijk  blm. 
       ,     

      
     . 

         ) . 7.λ ,  ,    
,      aі 

 bj,     . 7.β0   )    
,      і, bj 

 k.                                                     
        4.  .  φ=φ( , , z,..., w) —  

  .     -   
,       ei  j   

φ (ei, j, z,..., w) = φij. 
      

 z,..., w,      ,   
    . ,   φij  

    L3.   

 
,   

 
   

 
  i'=j'     .  

 
     (  (7.11)) 
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  ,   φТі,   

    z, ..., w,     . 
,      z, ..., w.  

     — 2,     
,    ,      
,     φ. 

         φ  μ 

 
         = і,  = j    

 
  φij   

 
 ,  

 
     ,   bk…    — 2, 

      φij,          
 ijk...     φ,    

 
,  ,   

 
     bk…m   aТУk…Ц  

  aТУk…Ц   i  j. 
            ijk..m Ш 

   .   ,    
     . ,  

   ij    Ті  
, . . .     

 Кij   μ 
aТі = Sp(aij). 

( Sp -       «SpЮr»,   
« ».     aij    Эr aij. 

 «ЭrКМО» -  ,   « »Ψ. 
      5.   .   

 , ,  ijk  bХ   γ  β, 
    ijkbХ  —  .   
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  , ,   k  l.   
  

 
   γ.             

 aijk  bХ    k  l.                           
      ,        

       
  ,   .  

      q  

  p+q—2. 

   ,         
. , ,    x = iei 

 = iei,     xy = iyi,   
    i  i,  

     .   φ( ) = і i  
   aі  i;                         

φ (x, y) = aijxiyj     aij  
 xi     іj i   yj  

. . 
            

    ij. , 

 
  kl      k =l. 

          ,   
       ,    

 r  .      

 ,    βr    
  . 

        ,    
  . 

     .       
 3

+q  
1 1... ... qі і У У ,      

  
1... qj j

t  q   

  .      
  +q. 

          ,   = 3, q=2  

     aijklm.     

sijk= aijklmtlm 
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 ,   tlm — .  tlm= lvm  — 

  l  vm.  

sijk= aijklm lvm. 

      і, j, zk:                                      
sijk і jzk = aijklm і jzk lvm. 

  sijk - ,  ,       
,   .     
      , , г, , v.  

       . 
,  aijklm,    
 ,    .   

       . 
      6.   .  φ=φ( , , z, ..., w) — 

   aijk...  —   ,   

φ = aijk...  і jzk…аm... 

  ,     φ  
         .  ,   , 

 =( , , z, ..., wΨ = φ ( , г, , ..., а). 

   bТУk…Ц ,   ,   
     

bТУk…Ц і jzk…wm=aijk.....myizj k …wm... 

       ,   
     ,  ,  

bТУk…Ц=aУkі...Ц 

 bТУk…Ц    aТУk…Ц    
 . ,     

 aijk...m,    . , 
  aijk ...m  bijk...m —   ,   

   (    
Ψ,  ,     . 

 

7.12.    
 

 
      1.    φ = φ ( , ) —    .       

 ,        

φ( , ) = φ( , ). 
     ,       

,   . 
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    , . . 

  

aij=aji. 

    ,    
     

φ(eі, ejΨ = φ(ej, eі) 

  aij = φ(eі, ej). 

           μ 

 
 ,       

  . 
     ,      

  ,   = .  
  ,   ,    

ij,    μ 

 
        φ = φ ( , , z, ..., w)  

.  φ     -  , 
         . 

,    ,  
   . 

      ,  φ = φ ( , , z, ..., w)     

 z,  

φ ( , , z, ..., w)  = φ (z, , , ..., а). 

 aіУk…m,   ,    
 і  k,        

  

aіУk…m=akУі...…m 

  φ    ,   
     .   

     . 

  ,    
 ,    ,   . 
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     ,   φ ( , , z)   ,  
    x,y,z 

φ ( , , z)= φ ( , г, ) = φ (г, , ) = φ ( , , г) = φ (z, , ) = φ ( , г, ); 
  aіУk,   ,    

  . 
    β.   φ = φ ( , )  , 

       

φ ( , ) = — φ( , ). 
  ,    

,   .  
       φ( і, ej)=— φ(ej, eіΨ,   

       

aij= -aУ  

   .    
   μ 

 
 ,       

   . 

         
     -  .   

,    ,   
   .  

           , 

         . 
,    ,  

 .      
   . 

    ,   ( , , z)  , , z  

  .  ijk,  
  ,   .     

     123 = . 
       γ.  φ = φ ( , ) —   .  
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 ,   φ1  ,  φ2— 

 .   , 

 
      ,       φ 

   φ1  φ2,   
    φ. 

       φ         

φ ( , ) = φ1 ( , ) + φ2 ( , ). 
   φ ( , )     

   . 
      ,   ,   

 φ1  φ 2,  ,   φ.  
 φ   μ 

φ ( , ) = ij i j 

 i  j —      .   
φ1   φ2   

 
,             ,    

        aji iyj. 

             φ1  φ2 

 μ 

 
,    ,   

 a(ij)  [ij].      ,      
 — .      , 
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     ,     a(ij)  [ij]   

 aij,     
  Кij. ,  

aij = a(ij) + [ij] 

            
    -    

       
. 

            
    ,   β. 

, ,   φ=φ ( , ,  z) —    .      
      ,         ,  

         .   
         γ! = θ.   

    

 
    

 
   .  

  φ1    φ2 

 . 
     ,     φ1  φ2    

  φ,    
  φ.                              

        ijk ,        
φ ( , ,  z).       a(ijk)  [ijk],    
φ1 ( , ,  z)  φ 2( , ,  z),    : 
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    ,     a(ijk)  [ijk]   
 ijk,     

  . 
        4.     φ=φ( , )   = ,   

     φ( , ).  
   .                                  

     ,    φ( , )   
      φ( , ). 

          

 .       ,  φ=φ( , ) -  
   

 
-  ,      

.   ,  

 
. .  ,     

 φ( , )  φ1( , ),  .  
      ,    φ( , )  

     φ( , )  = .  
      

     φ( , ).   
φ( , )     .   , 

 
   φ ( , ) = φ ( , ),  

 
    ,     φ( , )  

  д іж.  φ( , ) —  , 
  φ( , ).     ,  

 ,     μ 
φ( , ) = aіУxіyj, 

 aіУ = aУі.    φ( , )    

φ( , )= aіУ i j. 

       
    .  aіУ 

  .                  
φ( , )     : 
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    ,     aіУ,    

   φ( , )=aіУ i j.   
      

    . 
           

 x
2= i і= ij i j.       
   xy= i і= ij i j.    , 

    . 
      φ = φ( , , z) —  .     
z = x   = ,    φ=φ ( , , ).     

  ,  ,    , 
     

      
.        

   

φ = aijk i j k,                                      
 aijk -  .      

 μ  

 
       

             aijk. 

            ,    
   p.                               

      η.      
      

.                                                                     
        aij —    .    

   φ( , )=aij i j   
  ,   

                                                      φ ( , )=1.                                     (7.38) 

       3   

,   =   -   . 
    , -   

  (7.γ8Ψ,     
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 S,    
  aij.        

         ,  
         

  e1, e2, 3  .   
     

 μ 
                                                          aij i j =1.                                   (7.39) 

       (7.γλΨ ,   
      

   ,   
     . 

     , ,    
 ij.      

ij i j =1. 

     i  j    
 ,   

x1
2
 + x2

2
 + x3

2
=1 

  ,   
      

. 
    , , ij= i j.    

  ij  μ 
i j i j =1. 

 ,         

(ai i)
2
=1. 

     μ 
ai i = ±1. 

,    i j  
   ,   

  .  
        (7.38) 

         ij.     =  — 

-        —  
,     ,    ,   

 = , 

  = е | —   .       

    (7.γ8Ψ.    
  φ( , )     

2φ( , )=1. 
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 ,  

 
. .    φ      

 ,          
   S,     

,         . 

      ,  = і, Mі — ,    і  

 ,  αі = | і е,  

 
 φ( і, і)= іі (    і, і   ). 

 

 
            

    . ,  
  ijk    

   

                                                     ijk i j k = 1                                    (7.40) 

    .   
      

  

φ ( , , б) = aijkxixjxk 

   ,   

 
  —          

 ,     , 
        .  

, 

 
 αі -       ,    і  

 . 
    ,    (7.γλΨ  (7.40Ψ  

      ,    
 .       
   .   , , , іУ - 

   ,                                                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 69 

іУ = a(ij)+ [ij] 

  (7.γλΨ   

(іУ) j= 1. 

 

 18. 

  . 
 
1. ,              

   μ  
)  

φ ( )= i xі, 

   xі —                  
 Ln, i —   . 

 Ψ  

φ ( )=x1
2
, 

   x1 -            
 Ln. 

Ψ  

φ ( )=a. 

Ψ   

 
    [ , b] ( .  )  17). 

Ψ   

 
                [ , b],  c(f) —  

   . 
β.          φ ( )=a           Ψ  
)  17 . 7.1. 

γ.  ,                
L2        . 
4.           ( , , )   ( .  )Ψ  

         ,      
,         

φ( , ) = ( , , ). 
η.  ,   
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   [ , Л] ( .  Ψ,  
 ;   ( , ) -   

     . 
θ.  ,      

 
    [ , Л]. 

7.                       Ln     
φ ( , )= 2

1 1,      1, 1—             

 ? 

8.                
φ ( , )= ,   -    ? 

λ.       

φ( , , .... z) = a 

  ? 

10.     

 
   1,   1,   z1 —       , , z   

 { 1, 2, 3},  ? 

11.        C[ , Л]       [ , Л]     
  

 
      ? 

1β.     C[ , Л]   

 
   ( , , z) -            , , z.  

     ? 

1γ.          L3      { 1, 2, 3},    
   = і і.   ,        xij = xi j   

 . 
14.   ,                ij    

                , . .           
Т′У′ = ij  i = i', j = j'. 

15.  ,                ijk 

              
                  

  ,   . .   i'j'k'= ± ijk  i' = i, j' = j, k' = k. 
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1θ.  ,         αijkl,    
 { 1, 2, 3}   

αijkl=
1 , ,

0 ,

Т k У Х 



 

   . 
17.                    

   . 
18.       φ (x1,   ...,   ) —       

 ,              

    . 
1λ.    aij —      .   ,      

     ij  ,     
    ,           

,    

Aik kj= ij. 

β0.         aijk    
  blm.           

      ,         ,   
  . 

β1. ,     zij     
     ,   

   

zki zlj -zli zkj=0 

β1.        aij, 

  —   

 
βγ.            aij,    

   

 
         і     і,            

  

 ( і) = (2, 1, 4), 

( і)= (3,7,-1). 

μ 
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a) aij j; Ψ aij j;   Ψ aij і;   Ψ aij j;   Ψ aij і j;   Ψ aij і j; Ψ aij ij; 

 
β4.    -           

 .     
βη.  ,         L3      

  φ( , , z)    
    ( , , z). 

βθ.  ,             L3      

   > γ   . 
β7.      ,      

  βη  βθ,   Ln. 

β8.  ,    aijk    i  j  

   j  k,    . 
βλ.  ,    aij— ,  bij —  

,  aijbij = 0. 

γ0.  ,    aijk          
 (aijk=ajik)     x=xiei   

 

aijkxixjxk = 0,          aijk + ajki + akij = 0. 

γ1.  ,             aij         

x=xiei  

aijxj = αxi 

 (  α    ),    αij = α ij. 

γβ.  ,        aijkl        
x = xiei, y = yjej   aijklxi jxk l = 0,  

aijkl + ajkli + aklij+alijk = 0. 

,  , 
aijkl + ajіkl=0,  aijkl + aіjlk=0,  a(ijk)l=0 

 

aijkl = 0. 

γγ.  ,                   
 

 
γ4.  ,       aijk         i  j, 
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γη.  ,       aijk         i 
 j,  

 
γθ.    aij,     

            
  (bij)   ( ijΨ . μ 

Ψ ij ij; Ψ bij ij; Ψ ij ij; Ψ ij i,  i = (2, 3, —4Ψ; Ψ ij i j; Ψ bij ij;                 

Ψ bij i; Ψ bij i j. 

γ7.              
   μ 

 
 =β            

  . 
γ8.                 

          
μ 

 
 

 19. 

   
 

 
7.13.   

 
     1.         L 

      .  
       

 .      
   ,   .    

,     -  -   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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  ,     
 . 

     ,     L    
А   ,       

     =А( )   
.   А  ,   

   μ 
А( + ) = А( ) + А( ), 

А(α ) =αА( ); 
    —     L  α —  

 .    -  А      
        L,     

 (  )         .    
      -    

  ,       , 
     

 = А . 
           ,    

- , ,   , 
     ,    А 

   ,               
 = А   v = Ay ( . 7.5, ).  

 
. 7.5. 

 

   ,        
 ,        = А         

( . 7.5, ).  ,     
    ,   -  

. 
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     β.          . 
)  ,               

 , ,      .   
     ,   

 = . 

)  ,               

 ,   .   ,  А  = ,  

 
   А  =    

  (  )     
  .   

 . (  <0    
      .Ψ 

    )  =0  ,    
,            0. 

       N    
,              

N =0 

 )  А( ) = +     ≠0      ,  
  

А( )= +a,    А( + ) = +  +       А (  + ) ≠ А + А . 

                  
      L 2,             

 { 1, 2} 

      )  А,         = 1 1+ 2 2    
  =А = 1 1+ x2e2,   

  ( )  L2  , 
  2 ( . 7.6).  

 
. 7.6. 
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,     μ 

 
       )  =0         

   

А( 1 1 + 2 2) = 1 1. 

        
  б1,      1. ,   ,   

      . 
        ) ,      

   L2  ,     

   α, ,      
 ,   ( . 7.7). 

   . 

 
 

. 7.7. 

 

    ) ,   x=x1e1+x2e2   
  =( 1+kx2)e1+x2e2,    

;          ,   
 ).  
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. 7.8. 

 

          , 
  1,   kx2 ( . 7.8, ); , 

   1  2,   ,   
         1      2+k 1  ( . 7.8, ). 

 

7.14.    

 
     1. ,    L3   

  { 1, 2, 3}.   
       

 = і і = 1 1 + 2 2 + 3 3. 

           L3   

 = А . 
  і      { 1, 2, 

3}.  

 = і і = 1 1 + 2 2 + 3 3. 

           
  .         А ,  

А  = А д 1 1 + 2 2 + 3 3) = 1А 1 + 2А 2 + 3А 3. 

        А 1, А 2, А 3     
 

Ae1 = 11 1 + 21 2 + 31 3. 

А 2 = 12 1 + 22 2 + 32 3, 

А 3 = 13 1 + 23 2 + 33 3, 

   μ 
Aeі = kі k. 

              А ,  

А -=( 11 1 + 12 2 + 13 3)  + 

+ ( 21 1 + 22 2 + 23 3) 2 + ( 31 1 + 32 2 + 33 3) 3, 
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, , 
А  = іk k і. 

 А  = ,       

1 = 11 1 + 12 2 + 13 3, 

2 = 21 1 + 22 2 + 23 3, 

3 = 31 1 + 32 2 + 33 3, 

, , 
                                                       і= aikxk.                                       (7.41) 

      
 ,       

  = А .  ,     
          . 

       ,   
   ,    

 
      А  

  ,   

 
 

            , 
      . 

        ,  ,     L3  
,     А   

     
. 

     ,       ,  
        

.   ,    ,     
    =А ,  

 (7.41Ψ.        
 -   . 

     ,    L 3    e1, e2, 3,  
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  . 

           = А    
L2.  ,        { 1, 2},   

  А      

1 = 11 1 + 12 2, 

2 = 21 1 + 22 2. 

  

А 1 = 11 1+ 21 2, 

Ae2 = a12e1 + a22e2. 

,       
L2      

 
      ,  -    Ln  

   = А     e1, e2, ...,    
 

і = іk k, 

  і  k    1      k 

 .     
       : 

 
 

    β.     , 
   7.13. 

     )      =  = ,  uk=xk,  
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=( ij). 

   . 
     )     = А  =    

     uі= xі.        
           

 
 

 

=( ij). 

)          = N  ≡0      k = 0. 

       μ   

                                                            
 N  . 

     ,   ,    

         
,        . 

     )      ( Ψ     
,        2,      

  = 1 1 + 2 2    = 1 1 + 2 2.  

 

1 = 1, 

 2 = 2, 
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      )   = 0     
  1   2.    

  

 
    )      L2,    

  { 1, 2}.   А —  
  α,  

А 1 = 1 МШs α + 2 sТЧ α, 
А 2 = — 1 sТЧ α + 2 МШs α 

( . 7.9). 

 
. 7.9. 

 

 
   

                                                                
     ,      L 2   

   

 
      )            L2             1   

   = 1 1 + 2 2  =( 1+kx2) 1+ 2 2.  

                                                      1 = 2+ kx2, 

                                                      2 =        2 

    μ 
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     )    L2  ,    
 = 1 1 + 2 2      = 1 1 1 + 2 2 2.  

   ,      

 
       

   ( Ψ     
     1  2  , 

    1  2.  -   
  ,  1,      

 е 1е       2. 

    )      L3 ,  

     ( Ψ 
    e1, 2, 3,   

   = і і   

 = 1 1 1 + 2 2 2+ 3 3 3. 

   ,     μ 

 
  ,        

 ,   .  ,  
1= 2= 3,    

 .  1= 2≠ 3,    
       e1, 2. 

 

7.15.          
.   

 
      L3    { 1, 2, 3} 

       = А .  
       

і = Aeі = a1i e1 + a2ie2 + a3іe3. 

  aі     
 А. 

      = ieі   А    ,  

 = А  = i Aeі = i і. 
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,      aі  ,  
     і. 

       ,     1, 

2, 3.   Ve    ±1    
,     1, 2, 3   .  

  ,   . η.η,   , 
  Ve = . 

       А ,    1, 2, 3, 

   ,    a1, 2, 

3.       
  a1, 2, 3: 

Va = { a1, 2, 3}. 

       ( . 
7.ηΨ,  

 
 

  ,     ,   
    А  ,   

   .      
  ,  

Va = е  |, 
  е  е    . 

        ,   
 x1, 2, 3.    А    

,      

1 = А 1,    2 = А 2,    3 = А 3. 
   і    і   , 

  і     і. ,  
  Vx  ,    

x1, 2, 3,   Vu —  ,   
 u1, u2, 3,  
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     ,     
        

. 
     е  е > 0,    Va  Vx   

 , ,  А   
;   е  е < 0,   А   
  . 

     е  |= 0,  

( 1, 2, 3)=0, 

  1, 2, 3   . ,   
 ,    π ,   

.    x = iei    = i i, 

    π. ,   
А      ,   

 π.    1, 2, 3 ,  
 А       

 l,     1, 2, 3. ,  1= 2= 3 = 

0,   А      L3  
 . 

     е е = 0,    А  
. ,     ,   
 А   .   ,  

  —   .  
     

 
 

      , 
    .  е | ≠ 0,     

 .  е е = 0,   1, 2, 3  , ,  
 ,         

 ,         
,      .  е е=0  

 1, 2, 3 ,     , 
   ,  ,      

 ( ,   ,       
 1, 2, 3     !Ψ. ,   

      N. 
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   ,      ,   ,   
       
,         
   .   ,    1, 2, 3 

           
. 

           
. 

    .       
 L3  r (0≤r≤γΨ,     
    Lr   r. 

                       
           

    . ,  
   1 2     = x1e1 + 2  + 3 3   

        = x1e1+ 2 2.   
 

1 = 1,    2 = 2,    3 = 0, 

      

 
 

           

 = 1(b1 )+ 2(b2 ), 
  1, 2  b1, b2   .   

      , 
  1, 2. 

         

   -  .    
    l0,     

  

y=l0 (l0x). 

         

y = (b ). 
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7.16.     
 

 
     1.    —      
L3  А—    .  =А — 

,      А  

 .            .  
 

φ =  = А  

       .   
,   ,   .   

, 

 
 

          ,     , 
    φ= А ,   

    А. , 
   L3    д e1, e2, e3},  

x= ieі,  = ieі,    = ieі 

     = А ,  

i= aij j, 

 A=(aij) —    А.   
φ     

φ = i i = aij xiyj. 

      ,     

 φ    A=(aij)   А.  
    φ ,   , 

  . ,   
 А      

. 
       ,  , ,     

    L3  .  
 ,  aij —    xі —   
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  .   aij   ,  
   : 

i = aij j. 

   - ,   , 

 . ,  aij     
L3   А,      

=(aijΨ,      . 
    β.  . 7.11  ,     

      γ .
  

,       .   
   aij  bij   , 

    ij=aij+bij.    

   А  В,    
 aij  bij. 

=А + В. 
     aij     

     D,  
   dij= aij.      

      А       : 

D= A. 

           
.   —    L3   = А ,           

г = В ,  = .  ( . 7.10, ) 
u=y + z. 

,   і, yі, zі, і  
    {e1, e2, e3},  

і = cij j = (aij+ bij) j = aij j+ bij j =yі+zі. 

    ,  

                                       Dx = (  A)x = (Ax) ( . 7.10, ).    

 
 

. 7.10. 
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  λ,      

       
. 

    γ.   А,   aij     
 ,   x= iei    

      

ui = aij j; 

         
 aij.     А*     

      А. 
  a*іУ = aji,    А*   
 

ui = a*ij j. 

,   А*   
A*=(a*ij),         

;      
 . 

         φ=φ(x, ).   
    {eі}      

φ(x, ) = aіУxiyj. 

 А —  ,     
  = (КіУ)   .   φ   

   

φ(x, ) = і( ijyj) = А . 

         φ 
   μ 

φ(x, ) = yj ( ij і). 

    j= ij і    x= iei  

  А*.    φ   
  μ 

φ(x, ) = А* . 

       φ(x, ), 
,  

                                                        А = А* .                                 (7.42) 

     4.   А  ,   
   А*,     А. 

     ,   ,    А  
,   ,     

  φ(x, ) = А   . 
     А = А*.  
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А  = А*  = А , 

     φ. 
      , ,  φ .  ,   
φ(x, ) = φ( , ), . . 

А = А . 

     (7.4βΨ, ,  

А = А* . 

         ,  

А  = А* . 

         
 ,  А = А*. 

        ,    
  , . .   

ij= ji.   ,     , 
   . 

    ,      ,   
     

    ,  μ 
   А    = ( ij) 

   

φ = aijxixj, 

    ,   

φ = А . 

,   φ = aijxixj   
    A = (aij). 

        , 
    А. 

  ,     

aijxixj =1, 

   μ 
А =1. 

      
   А.  

       ,      =А      
    

 А,      ,    
   ( . 7.11).  
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. 7.11. 

 

  ,    ,    
           φ=( x1, x2, x3)=c,   

        ∂φ/∂xі,    
n=(∂φ/∂xі)ei. 

 

φ = aij i j 

  

 
    . 

     η.   А  ,  

А* = — А. 
      ,       

,  ,   , 
  ,  

,  .   ,  
    

, . .   

aij = -aji 

,  , aТі = 0. 

        a = aіei,  

 
     , 

,  

1 = — 23,      2 = — 31,      3= — 12, 

    +1    — 1    . 
      
 μ 
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 ,     А 

     

А  = × . 
   ,   = А ,  

 
 ,       ,   

        . 
    θ.   ,    

      
 . 

  )    =    
  

φ( , ) =  = , 

       .    
 ,   -   . 

                                                                   
φ ( , ) =  = 

2
. 

       
2
=1. 

    )          А =     

  

                           φ ( , ) = ( ) =  ( ), 

            .     
,      .   

    φ     
   ( іУ).           

     .    ,   

 ,                                  
φ ( , ) = А  = 

2
. 

         2=1   
R=1/√ . ,        

.      
  « » .  
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     )  А,      x = iei 

 

 = 1 1 1 + 2 2 2 + 3 3 3 

    
φ ( , ) = А  = 1 1 1 + 2 2 2 + 3 3 3 

   .      
А.      (  ) .7.14), 

, , .  , 
  ,    

φ ( , ) = 1 1
2
 + 2 2

2
 + 3 3

2
, 

                                        
1 1

2
 + 2 2

2
 + 3 3

2
 = 1. 

      
,       . 

    і ,   
  .     і ,  

 ,     
 .     і ,  

 ,     
 . , ,    і 

,      

.   -   і ,      
        

.  1= 2= 3,    
 . 

     )    L2      α 
 ,  ,      ,   

 
 ,   , 

 μ 

 
 

 
      .  

 А*,   А,    А. 
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   А*      

  -α. 
     )    L2    1 

 ,     ( . 7.14,  
))  

                                      
    ,   

    

φ ( , ) = А  = 1 1 + kx1y2 + 2 2. 

  А*,     А,   
 

 
  А*    ,  

     2. 

        ,      
,   ,       

  . 
 

7.17.     
  

 
    1.    L3     А  

В.         
 А.       = А .  

   В.    z = By.  z 

   -      : 

                                                       z=Cx = B(Ax). 

 ,      ,  
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 А  В: 
=ВА. 

         
,     . 

            
μ 

     Ψ                

 : 

(ВА) = ( В)А. 
  ,   —  .  

[ (ВА)] = [(ВА) ] = [В(А ) ], 
[ ( В)А]  = ( В)(А ) = [В(А ) ]. 

     Ψ         
  : 

А  = А = А. 
, 

(А )  = А( ) = А , 
( А)  = (А ) = А . 

  ,           
    . 

    Ψ     , . ., 
 , 

АВ ≠ ВА. 
           .  

 А —   L2  λ0°   ,  
 В —       

O 1   —  .    ( . 7.1βΨ,  
 (ВА)     2,   (АВ)  —   2.  
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. 7.12. 

 

 

(ВА) ≠(АВ) , 

, ,  

ВА ≠ АВ. 

     ,        АВ = ВА, 

 . ,   ,  

А = А. 

  ,   А   
     1,  В— 

    2,   

АВ = ВА. 

  ,   = 1 1 + 2 2,  

 
 

 
        ,      

  А  В.   (АВ)* 

   

[(АВ) ]= [(АВ)*  ]. 

 

(АВ)  = A (By). 

 

 
 ,  

[(AB)*x]=y[(B*A*)x]. 
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          ,  

(АВ)* = В*А*. 

      β.     L3   дe1, e2, e3}.  
 А  В        ,  

 =ВА -  .    
    : = . ,   

        . 
     A=(aik), B=(bik).    (e1, e2, 3)  

  = А     

k = kі і, 

   z = В  —   

zj = bjkyk. 

  z=Cx ,    
 yk: 

zj = bjk ki i. 

,      

ji = bjkaki. 

 ,   ji      
      ,      

  Лjk  ki no  k.     
  : 

 
  

 
 

  ,   ji     
  У-       

 Т-        
. 

           
  . ,      

  μ 

 
          

     . 
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   =( ijΨ    
  , -      

.  ,    , 
 ,   .    

  μ 

 
   γ.     μ  
                   . 
       —     . 

   { 1, 2, 3}     
 А  В.  =     

  =ВА.   
,   x1, x2, 3,    

   Vx.   А  i 

   і = А і,   ,    
   V = |A|Vx.      і   В   

 zі = В і,         Vz = | |Vy. 

,   , zі = і,   Vz = | |Vx. ,             

| | = | || е, . . е |= | || е,    . 

           ,  
    . 

     .  
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                ,   
  . , 

 
       

.    ,  е  | = |  е.  , 
,        А  В , 

     . 
    4.  ,    ,  

       
    А     

.    ,  =( ijΨ   
А     .    

  {e1, e2, 3}     

{e1', 2', 3'},    

eі' = і'іeі 

  ,    ,  
  

                                                    i'j' = і'і j'j ij;                                  (7.43) 

 і'і —    =( і'і), 

  .     
   

і'і = іі' 

 іі' —   -1,     
  .      (7.43Ψ   

   

i'j' = і'і ij jj'. 

           .  , 
       ,   

-1
. 

  '       
  {e1', 2', 3'},        

                                                       '= -1                                     (7.44) 

       
       . 

     ,   ,    

        . 
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  ,        
(7.44) ,  

| ' е =  е е · е  е · е -1
 |. 

 

е  е = е -1
 е = ± 1. 

                                                             
| ' | =  |  | . 

  ,     
  ,      

  .  ,  ( . 7.15) 

 ,      

     . 
   ,   =( і'іΨ,     д іж  

  д eі'},   ,     і  і′ 
    ,     

    L3. 

 

7.18.     
  

 
     1.     =А .                         

 В     А,  
В =В(А )= , . .         

.  ,   В  
 

ВА = , 

  -  .  ,  
 В,   А,   .  

    А   . , 
,  А —    
 1 2.        

 ,      ,     , 
     .   ,   

   . 
,   А,   А-1

, 

  

А-1А = . 
,  (А-1

)
-1

 = А  АА-1
 = . 

         А     —  
 А    {e1, e2, 3}.  
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 А-1
        

  -1
.       

 ,  
-1  =        

-1
 = , 

 -   . 
       ,  

|
-1

||  |=1, 

. .       

. ,     ,    
  μ е  е ≠ 0. 

    β.  ,   А —   
,      А-1,    

 . 
        = А     {ev e2, 3} 

   

                                                      yi = aikxk,                                      (7.45) 

 (aik)=A —   А.   
 —         . 

   ,       
  , . .     

 xk.  ,      
    1, 2, 3,   

   і    ,    
   , . .  А —   

, 
       -1

  А-1,   А, 

,  е | ≠ 0.     (7.4ηΨ  
   

 
 

       ,     
    . , 

 
         Aik    aik  

 е |,      
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  2   3  

 
  yk,     ,   

   .    
   

ik
, 

-1
 = (

ik
 Ψ,    

 
. .  

ik
      

 Кki  ,    . 
    

ik
   А-1

    
.       aіk, 

   А. 
  

 
-   .      

 .  

A11 = 22,        A21 =- 12,         A12 =- 21,        A22 = 11. 

 

 
,   ,   

 
   е е = 1       
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   ,  -1
= . 

       ,     
 .  A = (aіk), A

-1
 = (

ik
 ).  -1  = , -1

 = . 

   ,       

 
      k,  ,  , 

   -    . 
         ,     

  μ 
(АВ)

-1
 = В-1 А-1

, 

  μ 
(В-1 А-1

) (АВ) = В 
-1

 (А-1
 А) В =В-1 В = В-1В = . 

      . 
        ,   -1

 —   
   і′    і —     

         .  
-1

 = . 

 

7.19.      
 

 
     1.     

   .   
    , 

  μ 
Ψ        

 ,     =АВ —  

,  А  В . 

Ψ         
 : А(В ) = (АВ) . 

Ψ         
    ,  А = А = А. 

Ψ      А  
   А-1

 ,  АА-1
 = . 

           
. ,     

      

   ,      
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         . 
    .  

       ,     
,     , 
 . 

      ,    
     

.        
    GL3. 

           
 L3      

    ,      ,    
       ,  

    .  ,   
      ,    

         
GL3. 

         
     -  

   ,   GL2.  

   ,   ,  
  . ,    

  Ln,      
  -    ,   

,   GLn —     . 

     β.        
    .   

  ,    
        

   ,  ,   (  
  Ψ  Ψ,      

μ  ,    
,    ,   

  ,   
    А     

 А-1,     АА-1
 = ).   

    .  
   . 

     )      А    L3   
      .   

    , |  е>0.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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 ,       
,  ,     .      

    А-1
,   А. 

           ,    
          GL3.   

       

. ,     
     ,    

         
      . 

     )        А     
 ,     .  

        
   ,   е е=±1.  ,        

,        , ,  .  
   .  

   ,   
 ,    .            

| | = 1. 

     )        L2  
 .       ,     

    ,  ,     ,   
     ,   .   

 і .   ,  

 
—     α   ,  

 
-     α+   

 
—     - α. 

     γ.        
 —   .  

 А  ,     
   .  ,   А — 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 105 

 ,    —      
= А , v = А ,  

uv = xy. 

       ,    
      .   ,  А 

—    = А ,  2
 = 

2
,  , 

 е | = | е. , , v = Ay, φ —        
—      v.   

 
 МШs φ=МШs ,          
 0  π,  φ= .    

 L3   .  

      ,      А  
  ,      ,  

  .   ,   А 

     =А , v=Ay.                 
u + v = A (x+y), | u + v| = | x+y|  (u + v)

2
 = (x+y)

2
,  

2
 + 2 uv + v

2
 = 

2
 + 2  +

2
. 

   
2
 = 

2
  v2

=y
2
,  

uv = xy, 

   . 

       . 
    .      А  

,   ,    
 

                                                      А*А = .                                       (7.46) 

     ,  = А   v = Ay. ,   
 ,   . 7.17,  

v = (А )(Ay) = [(А*А) ]. 

 А*А = ,  uv = xy  А —  . 

,  А —  ,  uv=xy  А*А= . 

     (7.4θΨ,    
,      

А* = А-1
. 

      ,     
.  А  В —  ,  

А* =А-1,   В* = В-1
. 

 =АВ,  

* = (АВ)* = В*А* = В-1А-1
 = (АВ)-1

 = -1
. 
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,  —  .   , 
     

  . ,  А —  
,        А-1

. 

  ,  ,  А*= А-1
, ,  

(А-1
)* = (А*)* = А = (А-1

)
-1

. 

     А-1
. , 

   .   
  3. , ,    

  GL3. 

    ,      
    . 

,   А  В      
  ,      АВ    

,      А-1  В-1
. 

          —  
  .      
,     

.    (7.4θΨ  A=(aіУ)  
 А   

* =  

   

* = . 

       a*іУ   Ω,  a*іУ = aУі.  
       μ 

                                                                    (7.47) 

    ,    
 -      

 (  Т=У),     
      (  Т≠У).  

        . 
,   (7.47Ψ     

 (7.11). 

        ,   
    ± 1.     
   .   

*  =       ,  

| *  |=| *||  |=| |
2
=1, 
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  е *|=|  е  е е = 1.   ,                   
|  е = ± 1. 
      ,    

 +1,       
 .  ,   , 

 ,    O3.   
 O+

3     . 
     ,    

 —1,       
 .  , , 

   ( ?Ψ.    
, , ,    

( Ψ     π, 
    .   ,   
   π      

 ,       
.  ,    

       
     . 

     4.         
,     ,     

.      ,  
    , —    

.      
,    .    
                       
. 

         
. 

    )   —    А=—  — 

,       
  .      

= ,   А = А  = А,    АА= , 
-1

 = ,   А-1
 = А. 

,  ,     
   А,      

 ,  ,    . 
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.    .  

      ,     
  . 

)      —        А — 

    βπ/n.   Ak
  

     βπk/n,  , А = . 

 , А, А2, ..., А-1
  ,   

А k
 ·А l

 = А 
k+l

 =А , 

  —     k+l  .     
.     -  . 

)   , Л,  —        
L3,        ,  А, В,  — , 

     π   . 
  , А, В,      

 

 
 

          
 ,     . 

       ,  
  , Л,    . 

     )           b —          , 
    ,  А —    βπ/γ  
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 ,  В —    π   b.  
 

                            , А, А2, В, АВ, А2В. 
,     . ,  

 В1 = АВ      π  
 b1,    b   А2

.    
  В2 = А2В     π   b2, 

   b   А.  

                                        В2
 = В2

1 = В2
2 = . 

 ,  ,  А3
 = ,  

                   В А = (ВА)
-1

 = А-1В-1
 = А2В=В2, 

                   ВА2
 = (ВА2

)
-1

 = А-2В-1
 = АВ=В1. 

        
  

 
 

       ,  
 - .      ,  

    . 
 

 19. 

   
 

1.  ,             
              

. 
β.         L2   { 1, 2}  1, 2 —   

          . ,    
               

L2: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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    . 

γ.                      
 L2   2. 

4.   ,       ,           ),   

,          1     2    , 
    .          

 2      1 —   .           
    . 

η.   ,     ,     
     L3: 

 
  —  ; 

 
О  1, 2, 3        

   д 1, 2, 3}. 

θ.  ,              
  L3  ,      

  ,   
.  

7.  ,          L3      βπ/γ  
,                

{ 1, 2, 3}   x1=x2=x3,     . 
8.  ,             ,   

   ,    
 ( ,          

 [ , b],                   
[ , b] Ψ. 
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9.          ,   
        [ , b]      Д , b] 

μ 
a) g(t) = AП(t) = t·П(t); 

) g(t) = AП(t) = П(t) ·φ(t). 

 φ (t) —  ,   Д , b] 

) g(t) = Af(t) = 

b

a

 H(t,s)f(s)ds, 

    (t, s)-            
 . 

             
  ,   ? 

10.            L2, 

        β    γ,   { 1, 2}. 

11.  ,                     L2 

(   )   . η.1γΨ        
  ,     ,   

  ,—    . 
1β.                L3, 

          η,    θ,    7  ,                          
{ 1, 2, 3}. 

1γ.  ,                 L3 

( . η ΨΨ     ,  
 

 
-     ,       

  

 
-            . 
14.                          

        (t)    ,          , 
  μ 

 
1η.    ,            L3    

   ,           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 112 

   a1, a2, a3    b1, b2, b3  (    
 Ψ.                      

    д 1, 2, 3}. 

1θ.           д 1, 2, 3}   
         L3,     

 

1= {2, 3, 5},    2 = {0,  1, 2},    3 = {1, 0, 0} 

     

b1={1, 1,  1},    b2={1,  1, -1},    b3=={2, 1, 2}. 

17.               
 L3,            

  д 1, 2, 3}   μ 

 
18.  ,    L3   α  , 

      ω,       
,   

 
                д 1, 2, 3},    

ω= і і. 
1λ.             L2 ,  

    L3, 

β0.    ,         ,   
  . 7.1γ   .   β-8,      

 - ;           
  . 

β1.  ,      

Ψ  u = a1(b1x) + a2(b2x), 

Ψ   = (b ) 

- ,    ,   
 a1, a2, b1 i, b2, , b ,  ,    

     . 
ββ.                
L2         L3,            

   : 

 
   . 
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βγ.  ,       А 

    μ 
Ψ   А  = 0   = 0; 

Ψ  А                 
 L3      ; 

Ψ    А —         ,   . .    ≠  

 А  ≠ А ; 

Ψ   А            ,   . .  
   L     L ,  А = . 

β4.  ,             
   L3           А      

 . 
         А   

 L3,  А   0.    
  А.    А 

     L3   А, 

            А. 
βη.  ,  

Ψ    А     ; 

Ψ                А    

 ;  
Ψ                  

(              
Ψ. 

βθ.  ,       А 

      μ 
Ψ   А — , . .  А  ; 
Ψ                  ,   . .  

А   . 
β7.     ,       ,             

     L2    L3,       
   μ 

 
 

β8.     ,      ,           
    А —         

,     . 
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βλ.           
      L2  (x1   2 —     

   L2): 

Ψ   = А  = 1 1; 

Ψ   = А  = — ; 

Ψ   = А  = 1 1 — 2 2; 

Ψ   = А  = 1 1 + 3 2 2; 

Ψ   = А  = 1 1 + 2 2; 

Ψ   = А  = 1 1 1 + 2 2 2. 

      
 . 

γ0.                
   L3   ( 1,   2,   3 —        
 L3,    b —   Ψμ 

Ψ   = А  = 2 2; 

Ψ   = А  = 1 1+ 2 2; 

Ψ   = Ax = x1e1+x2e2 — x3e3; 

Ψ   = А  = —x1e1+2x2e2 — x3e3; 

Ψ   =( ) ; 

Ψ   =( )  + (b ) b. 

γ1.                
    L3: 

Ψ   = А  = (x1 + 2x2) 1+ 2 2 + 3 3; 

Ψ   =А  = — 2 1 + 1 2+ 3 3; 

Ψ   = А  = ( ) b; 

Ψ   = А  = (a1 ) b1 + (a2x) b2; 

Ψ   = А  = × . 
        

 . 
γβ.                 

 (   Ψμ 
Ψ  (А*)* = А; 

Ψ  (А+В)* = А*+В*; 

Ψ  ( А)*= А *; 

Ψ  * = . 

γγ.     В        В    
       *      А*,     

   А.                   
 ? 
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34.     ,          
   (  Ψ         

 μ 

 
 

γη.  ,           ( Ψ      
   π          l       
                 ,    

 l   π. 

γθ.         [ , Л]      
   

 
Ψ  ,   ,      

      t           [ , Л],  
. 

Ψ  ,     

 
    (t, s)—             

,    (t, s) = (s, t),  . 
Ψ  ,    

(П)=П'(t). 
 ,  f(a)=f(b) = 0. 

Ψ  ,    

(П)=П'′(t). 
  ,  

f(a)=f(b),       f' (a)=f'(b). 

γ7.  ,     (   Ψ 
   μ  
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       ,  АВ = ВА? 

γ8.  ,       1  2 

       k  
1/k    1 2=   . (   

    L2.Ψ   
         . 

γλ.  ,  ,         
   1   1/ 2 ,    α     2  

 2/ 1 ,      

 
 

       . (   
    L2.Ψ   

   ,      . 
40.  ,  

 
 

     . 
41.       

 
 
4β.   ,               

,      . 
4γ.   ,              —       

 = - ,   —  . 
44.  ,  

(А )(В )= [(А*В) ]= [(В*А) ], 
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 117 

  А    В —      ,        — 

 . 
 4η. ,    А -   ,  АА* — 

 . 
4θ.   ,                

  . 
47.  ,              (    
—    Ψ. 
48.  ,      А 

   В   А. 
4λ.  ,          (  

Ψ А  В   L 

Ψ   (А +В)≤   А +  В; 

Ψ  .(АВ) ≤ . А + . В; 

Ψ    (АВ) ≤  А; 

      (АВ) ≤   В. 
η0.  ,         ,     

   

 = , 
 = . 

η1.  ,         ,     
    

 = , 
 -   . 

ηβ.    ,     

    
ηγ.       ,   A2

 = N. 

    ,  2
 = . 

   ,  2
 = . 

η4.       . 
ηη.  ,                    μ 

,    ,   ,             
. 

ηθ.  ,    

 
η7.  ,         —  ,   

=2 -  
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, , ,     
  

 
η8.     А -         

 ,   .   1, t, t2
, ...,t

n   
  А, А2, .... ,  Аn+1

=N.    ,   
  ,        А 2

, А 3
, ..., А n+1

 ( . 
  β8Ψ. 

ηλ.     А -          

 ,  В —         
μ 

A[P(t)]=P'(t),       B[P(t)] = tP(t). 

,  

Ψ  АВ — ВА = ; 
Ψ  АВ - В А = В -1

. 

  В     

 ,   ? 

θ0.           μ 

 
 

θ1.      ,          μ 
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θβ.  ,         
(      Ψ   

μ 
)  (A1Ai...Ak)-1 = A

-1
kA

-1
k-1... A

-1
2A

-1
1; 

Ψ  (А )
-1

 = (А-1
) ; 

Ψ  (А *)
-1

 = (А 
-1

)*. 

θγ.  ,         
   : 

 = ;   AB-1
 = B

-1A;   -1  = -1,   -1 -1= -1 -1
. 

θ4.  ,  

Ψ   ,            ,     
; 

Ψ   ,                    , 

 ; 

Ψ   ,         ,     . 
θη. ,  ,     

  

 
    . 

θθ.  ,          
       L2               

μ 
Ψ       ; 

Ψ           
,      ; 

Ψ             

 ; 
Ψ            

      ; 
Ψ       ,    ,  

  ; 
Ψ                        

1β0°, β40°  γθ0°; 
Ψ                λ0 , 180°, 

β70°, γθ0°       
 ,    . 

θ7.                    
       L2,    

Ψ  ? 
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Ψ  ? 

Ψ     ? 

Ψ     ? 

      ? 

θ8.  ,                 
                  
μ 

Ψ          ; 

Ψ          ; 

Ψ        ; 

Ψ              
; 

Ψ        ; 

Ψ         β k,    k —  ,  
; 

Ψ                 
 ; 

Ψ              
 ; 

Ψ        
; 

Ψ   ,     ,   
  . 

θλ.   ,      

Ψ                 
 ; 

Ψ                  
     ; 

Ψ                     
 ; 

Ψ                
,  ±1,  ; 

Ψ      ≤n        (  Ψ 
 ; 

Ψ      ; 

Ψ            (  Ψ  
. 

70.            θθ - 69       
 ? 

71.  ,        ,    
       ±1,      
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  ,              
   , е  | = 1  е  | = — 1. 

7β.                
? 

7γ.        ,    , 
), ) . 4 . η.1λ,       . 

  ,        
           . 

 

 20. 

     
  

 
7.20.     

   

 
   1.      = А . 

 ≠0      
,  

                                                                  А = ,                              (7.48) 

  -   ;    
   А. 

      ,      
 А    ,    

            
 (    « »    

  А). 

     ,    -    А,   
    ' = α  (α -   

,   Ψ     
 А     ,   . 

,     А  

А ' = А (α ) = α (А ) = α (  ) =  (α ) =  '. 

     ,   (7.48Ψ       

(A —  E)x = 0. 

                 L2, L3    
     L. 
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    ,  
   . 7.17, 7.18. 

     )            L3  (    L2Ψ         

               .  
, ,      

 ,     (  = 1Ψ,  
    (  = — 1). 

     )                  L2  
  2

:
 

 = А  = 1 1 +  2 2, 

   ,     1  
2 ( ,       ). 

,    ,     Ox1, 

   1,    ,  
   2,    .  ,   

      L2   
1 ( =0),  ,     2,  

      0 (  
  !Ψ. 

      )    L2   α,   0°  180°, 
,     .   

α=0°  α=180°,          
      ,        — .  

       L3     

  ,          
    . 

     )    

y = Ax = (x1 + kx2)e1 + x2e2 

 L2    1  , 
   1, ,  , 

    . 

    )     

А  = 1 1 1 + 2 2 2 +  3x3e3, 

    L3   
     1, 2, 3,  

,     ,  

Aei =  iei    ( Ш i  Ψ. 
    1,  2,  3. 

        L2   
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А  = 1 1 1 + 2 2 2 

 ,     1  2.  
      1  2. 

    β.          
     А  
 L3.  ,    -  

  { 1, 2, 3},    А 

  

 
—   А   {e1, e2, 3}.   , 

    {e1, e2, 3}  x1, 2, 3,  
   А    , , 

  (7.48Ψ   ,  

                                              (7.49) 

,   , 
aij j= xi. 

  (7.4λΨ   

                                       (7.50) 

,   ,   

(aij — ij) j = 0. 

 (7.50Ψ       
    1, 2, 3.   

    ,   
    ,    

    μ 

                                          (7.51) 

, , 
е  – е = 0, 

 -  . 
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       ,        
   А       (7.51). 

     ,  0 —    (7.51). 

,   0   (7.η0Ψ  ,   
     (x0

1, x
0

2, x
0
3),   

  .   0   (x0
1, x

0
2, x

0
3) 

   (7.4λΨ, , ,   
 0   0    

А 0 = 0 0. 

 0     А, 

   0. 

     ,      А  

  (7.η1Ψ;     
     А,  

        
   (7.50). 

      (7.η1Ψ   (  ) 
    А. 

              
      .   

      
  ,        

    .     
            ,   
      

    . 
       ,     

  .   
 (7.η1Ψ      

    .   
,        , 

       .  
,       

     
  А. 

    γ.  ,      
 .    

  
3
- І1

2
 -І2  -І3=0 
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    ,       , 

    .   
,   L3     . 

        А  

   ,    

       . 
    ,         

 .   ,    
   — .      

       ',    
 

' = -1
 

  —        . 
 ,   ( ) -1

 = .  

'—  = -1
-  ( ) -1

 =  (  - ) -1
. 

        
,  

| '—  е = е ее —  ее -1
|. 

 е -1
| е е = 1,     . 

 

| —  | = | '—  | . 
 .     

     
  А. 

           
            I1, I 2, I 3: 
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      ,      

L3   . ,    I1 — 

    I 3 —       
  

   4.   

= А  

—     L2, a 

 
—       { 1, 2}. 

      ,   
      А      
 

 
   -   

                                                  (7.52) 
      1  2  

.  
 

( ) = 
2
 — ( 11 + 22)  + ( 11 22 — 12 21), 

     ,  
   А.  
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    . 

          )  )     
      . 

)   L2   α   

 
        μ 

 
 

 
2
-2 cos α +l=0. 

   ,  МШs2
 α—1,  

 α,   0°  180°, .   
  α,   0°  180°,    

 ,  ,   
 .   ,   

     
μ 

 = cos α ± i sin α. 

       

 
  ≠0, 180°,   

2 = і 1; 

  1 = 1,    1 ={1, —i},  

2={1, +iж.     . , 
 1

2
 = 2

2
 = 0, . . 1, 2   . ,  

  ,   .  
,  ,     
  . 

   )     L2       2   
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(1- )
2
=0, 

 ,  1=  2=1.    
   

 
  2 = 0, . .   ,  

   1,  , 
     1. 

 

7.21.      
       

  

 
       ,      

   ,  ,    
        
.  

      1, 2, 3 —     
 А  1, a2, 3 —    

, . . 
А 1 = 1 1,    А 2 = 2 2,    А 3 = 3 3. 

,      .  
 -     1, a2, 3, , 1     2,    

,             

                                                  α1 1 + α2 2 = 0,                                 (7.53) 

 1  2,   ,   .  
      А.   

                                             α1 А 1 + α2 А 2 = 0,                                   

 

                                             α1 1 1 + α2 2 2 = 0.                              (7.54) 

 (7.ηγΨ  ( - 1)   ( - 2)      
   (7.η4Ψ,   
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                             α2( 2 — 1) 2= 0,    α1( 1 — 2) 1 = 0,                      

,  2 ≠ 1  

α1 = α2 = 0, 
     1  2.  

     a1, a2, 3.           
          a1, a2, 3  . 

,       .   ,   

     , . . 
                                       α1 1 + α2 2 + α3 3 = 0,                            (7.55) 

, , α1 ≠ 0.    (7.ηηΨ  А, 

   

α1 А 1 + α2 А 2 + α3 А 3 = 0 

 

                                   α1 1 1 + α2 2 2 + α3 3 3 = 0.                       (7.56) 

  (7.ηηΨ  (— 3)      
 (7.ηθΨ,  

                             α1( 1 — 3) 1= 0,    α2( 2 — 3) 2 = 0, 

 (  α1 ≠ 0, 1 ≠ 3)    
 a1  a2.   ,      

,   . 
         a1, a2, 3    . 

,    ,  ,   

.   А                     
{ a1, a2, 3}     ξ 1, ξ2, ξ3, . . 

 = ξ 1 1 + ξ 2 2 + ξ 3 3. 

      А —  1,  2, 3: 

 =  1 1 +  2 2 +  3 3 

 

 
     А  

 д a1, a2, 3}: 

 
,  ,     , 

   ,  
 А   
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. .   . 

       μ     {a1, a2, 3} 

              

 
 1, 2, 3 -   ,     

{a1, a2, 3} — .       
) . 7.20. 

      ,      
    μ     

 ,       
       

      , 
  . 

    ,     L2    
μ    А   L2  

     1  2,   
,       (   

,    ),   
     : 

 
 

7.22.      
-  

 
    1.   ,  ,     

      L2   

L3         
.  ,      

    А    
 . 
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—     .  

 
  —   А —   

,     А. 
 (А)     , 

    А.   —  
  А   ,         

   (А)   

 
  —  . ,  (А) 

  А        
.       

     . 
      ,       

  ,     
   . ,  

  

 
 . .       . 

  (А)  Q(А),   
        А,  

 : 

P(A)Q(A)=Q(A)P(A). 

     2.   А      ( ),   

                       
,   . .      P(A) = N.  

               ( ) —        
  А, . . 

                                ( ) = 
 3
 — I 1 

2
 + I 2  — I 3, 

 I1, I2, I3 -    .  

 ,          
— . 

     .   А    
 , . . 

P(A) = N. 
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                         ,    
      ( )   А 

  L3     .      
        

  ( ). 

    ,  1, 2, 3 -     
 ( ).         

( )=(  - 1)(  - 2)(  - 3). 

   

(А) = (А — 1 )(А — 2 )(А — 3 ), 

 ,     ,    
 .                                                               

     ,  P(A)=N,  ,   
 P(A)       , . .  

P(A)  = 0. 

      1, a2, 3 —     
А,   

А 1 = 1 1,       А 2 = 2 2,       А 3 = 3 3. 

  

1 ≠ 2, 2 ≠ 3, 3 ≠ 1, 

  1, a2, 3  ,     
 L3        

μ 

 
 

 
 

 
  ,  

(А) 2 = 0,       (А) 3 = 0. 

 

(А)  = 0, 

    . 
      γ.   -  ,   , , 2, 3

 

 ,   

                                         
3
 — І1 2+І2  — I3E = N.                          (7.57) 
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  ,       Ak
, 

A
k+1

, 
k+2

, A
k+3

   , , 2, ...   
.     (7.η7Ψ   Ak

. 

       -       
   -1

     .    
 ,       (7.ηγΨ  -1,  

                                         
2
 — І1 +І2  — I3 

-1
  ≡ N.                           

 I3= | е≠0,          
.  

 
 

7.23.     
    

 

 
         А.  

,   ,   

А  = А , 

    —   .   ,   
     

,    ,   
. ,      

    L2    Ln  
,        

   . 
            

     
 L3.       

         
   . 

      1.     
,    

,   . 
    ,      1  2 —      

            А,  1  2— 

   .   
А 1 = 1 1,       А 2 = 2 2. 

                  2,  —  
1  
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2А 1 =  1( 1 2), 

1А 2 =  2 ( 1 2). 

       А     
,      μ 

 1( 1 2)=  2 ( 1 2), 

 

( 1 — 2)( 1 2) = 0, 

,   1 ≠  2,  

1 2 = 0, 

    1  2. 

       2.   -    
 А      ,     А  

   . 

        ,      .   = 0. 

   —  ,  

А  = . 
 

А  = А  =  = ( ) = 0. 

     ,      А    . 

      ,     1  β    
 ,    L3  .  

       Ln,   
   L2. 

       β   L2 ,    
 А    ,   
     .   

L3    .   —   
   L3  π—  

  ,  ,     π,  
 А    , . .  π  

   А. 
            .  
          3.        

      .  
       μ  =α+ і  —   

  ( ) = 0.      
 ,   *= α-і ,  , 

    ( )=0.     * 

 ,        *,  
 

А  = ,      А *= * *. 
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   *,    ,   
 μ 

x = xkek,     x*=x*kek, 

 xk  x*k —   . 
       ≠ *,    1,       

  ,    *    
  * = 0. ,   , 

 
   . 

        ,   γ       ,  
,  =2. 

         4.    
 L3      

. 
       1 —     

 А ( ,   Ψ  1 — 

   .   π, 
  1,     

   А.   π  А 

    .  2 — 

     2 -   
   .  2  

 a1.    3    π   

 2.   2 ,      
   А.  ,   

      
 А,   . 

 

7.24.      
   

 
     1.  А —     
L3.   4      

 1, 2, 3   А.   
,  

 
 і' = і. 
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        і'         
       А, ,    ,     

 .    

А 1'= 1 1';      А 2'= 2 2',      А 3'= 3 3', 

          А   
  

 
         { 1, 2, 3}    { 1', 2', 3'} 

 ,       
         =( і'іΨ,   

і'= і'і ei. 

   А       

  
′= -1

. 

    . 
      .     

        
 . 

          ,    
     

       
 ,   1', 2', 3',   

      
. 

       β.   μ      
  { 1', 2', 3'},     

  А   ?   
  . 

1Ψ   1≠ 2, 2≠ 3, 3≠ 1,     
   (       

   Ψ,      
     1', 2', 3'.   ,    

,             ,        
     А. , , 

a=α 1' + 2', 

    

Aa=α 1ei' + 2 2' 
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        ,     α≠0,   ≠0,   1≠ 2 , 
,     . 

     βΨ   1≠ 2, 2= 3=     1', 2', 3' —   
,        .   

,         π,     2', 

3',      А.   , 
 

a=α 2' + 3', 

 

 
      , 
   π,      2', 3'. 

        А    
    μ   

   ,   1,    
   1   . 

        ,    
    .    π  

 - ,      (7.49)  

    = 2= 3      
  (     Ψμ 

                           ( 11 — 2) 1 + 12 2 + 13 3 = 0.                             (7.58) 

       
,     2= 3.  

(7.η8Ψ ,       
   1 = д 11 — 2, 12, 13ж. , 

 1 ≠ 0,   (7.η8Ψ     
  . ,  1 — 

 ,    1.  
      1,  

    2'     
 (7.η8Ψ   2'     1'× 2'. 

    γΨ , , 1= 2= 3= .      
  . 

        А            
 .    { 1, 2, 3}    

     . 
     γ.          

   L2      μ 
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    1) 1≠ 2.  ,    ,  
 А    

 
   А      

   . 
    2)  1= 2= .       L2  

.      
А,   ,   

 
 

7.25.     
  

 
    1.     . 7.1θ,     

     
 . , ,     
     

   ,   
  φ. 

        φ= А =aikxixk.  
     =А   

 .      { 1', 2', 3' ж,  
       

.   ,   ,   
 μ 

 
   1,   2,   3 —    ,  

  { 1', 2', 3' }. 

       φ,        

                                  φ= А  = і' і'=  2
1' +  2 

2
2' +  

2
3';               (7.60) 

  і', і'—       =А    { 1', 2', 3' }. 

      ,    φ   
    ( ,   ,   
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)      ,  

      
 А,   φ. 

      1', 2', 3'     
φ,      1,   2,   3. 

        . 7.βγ μ 
       1≠ 2,  2≠ 3, 3≠ 1,   φ     

; 

       1≠ 2= 3,   φ    , 
 1,     , 

 ; , 

       1 = 2 = 3,      —  

  φ.                                
                  φ   

 1  2.                                                        
     β.   φ( , )   

( ) ,     ≠0  
   ( ) . 

             , 
 ,  ,        { 1', 2', 3' },  

      (7.θ0Ψ.   , 
  ,   (7.θ0Ψ   1', 2', 3'  

 ( ),   ,   
  1, 2, 3   

( ). 

       ,     
,       

  φ( , ),    
  { 1, 2, 3 }.  (aij)-   

    .    
  

 
         φ( , ),  

 ,     

 . 
        .      φ( , )  

 ,   ,    
      . 
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          ,    
φ( , )    L2.  φ    

φ( , ) = a11x
2
1+2a12x1x2+a22x

2
2. 

              

 
  φ    μ 

φ( , ) = x
2
2 (a11t

2
 + 2a12t + a22). 

  2   φ     
 D  ,    . 

  2 > 0,  D < 0         
  t.  1 = 11> 0,     

     t. ,  
1>0  2>0   φ( , )   L2  

  .  ,  , , 
 φ( , ) > 0,  1 > 0  2 > 0.   ,  x1 = e1              

x 2 = - 12e 1 + a11e2.  

 
   φ( 1, 1) > 0  φ(  2,  2) > 0,  1 > 0  2 > 0.  

                 
   .          φ( , )     { 1, 2, 3 } 

    μ 

 
     { 1', 2', 3'},   , 

     ,    
 μ 

 
         3    І3  , 

 3 = 1 2 3. 

      ,   φ( , )  . 

 1>0, 2>0, 3>0,   3 > 0.    
 2  M1,     φ( , )   

3=0        
 L2. 

     ,      φ( , ) . 
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3 = 1 2 3>0, 

    μ     
 і ,     ,   

 .      φ( , ) 
  ,    . 

         і - ,    
, μ  2 > 0,  1< 0,  3 < 0.    1', 

3'   φ( , )  . ,   ,  
 e1, e2  φ( , )  

11
2
1 + 2 a12x1x2 + 22

2
2 

,       ,  
    .  ,   

,     e1, e2  1', 3',               
φ( , )      . 

  ,   і   
.      . 

     ,      
 φ( , ) = aik i k        

  

— φ( , ) = — aik i k, 

      

   φ( , ) = aik i k   

 
 

7.26.    
     

    

 
          ,    

      

      .  
  А   ,   

   .   
  . 
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     .      
       

 . 
      А —    , 

     {e1, e2, 3}.  
 А*А,  А* — ,  А,  

.   ,     
 А  В 

(АВ)*=В*А*, 
   А*  А   

(А*А)* = А* (А*)* = А*А 

     А*А.  
 А*А      

   1', 2', 3',   

                                                                 (7.61) 

     ,    1, 2, 3  
  . ,   

    (7.θ1Ψ    і',  

 
     , 

           
 А  В 

[А*(В )] = (А )(В ). 

    ,                   
{ 1', 2', 3'}   

 
,  ' —   ,  

' —  . ,  2
                      

{ 1', 2', 3'}    
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. .   ,      
 А*А.  

А*А = *. 
 ,  

A=A*
-1

H
 2

 = (A*
-1

H)H. 

       ,   A*
-1

H   
.  S=A*

-1
H.   S*, 

  S: 

S* = (A*
-1

H)* = * (А*
-1

)* = А-1
. 

   ,  (А*
-1

)*=А-1
,   

 .  ,  

SS* = А*
-1 А-1

 = A*
-1

H
 2
A

-1
 = A*

-1А* А А-1
 =   = , 

. . S —  .  ,  
 А    

A = SH, 

  - ,  S -   . 
  . 

           ,  
     
,      

    1', 2', 3'    
     . 

      ,         
 L2. 

      , ,       
      

,      
  .     , 

   ,   
 S =А-1

,       

 {e1, e2, 3}   

= -1 ′  

  —     { e1, e2, 3}   { 1', 2', 3' }. 
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  20. 

    
1)                

 ,                
{ 1, 2}  

 
.         

 
 

2-5  -14 = 0, 

    

1= — β,    2. = 7. 

  1 = — β       

 
 

 
  2 = 7    

 
 

 

 
 ,     

 
    . 

   2)             
 ,           { 1,  2, 

3}    
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.        

 
 

 

                                     3-5 2
 + 17  —13 = 0. 

  μ 1=1, 2 = 2 + 3і, 3 = 2 — 3і.  
,     

1=1,    

 
     1= 3,     

 

 
 ,       

    = {1, 2, 1}. 

    3)   А  L2    
  

 
                         

  (   Ψ. 
     .    (  1ΨΨ,    

    1=—2, 2=7  
  1 = {4, —5}, 2=д1, 1ж.   1  2 

  ,       А  
  

 
    4)   А  L3    
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  (   Ψ. 

     .    
 А: 

 
 

 
3
-6 

 2
+ 11  -6=0. 

     1=1,   2 =2,  3 = γ    
.       . 

1) 1=1. 

 
            2 = 1 + 3,       

  1 = 3.  1={1, 2, 1}.  

2) 2 =2. 

 
               ,      x1=x2.   

 ,  3 = 0.  2={1, 1, 0}.   

3) 3 = 3 . 

 
          3 = — 2x1 + 2x3,              

 2 = 2x1.  3 = {1, 2, 2}. 

           { 1, 2, 3},      
 А   μ 

 
   ,            А        

 = ξ 1 1 + ξ 2 2 + ξ 3 3     = ξ 1 1 + 2ξ 2 2 + γξ 3 3. 

5)        { 1, 2}     А 

 L2   
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   ,    

 А  ,    . 
      .   А ,  

    .  
 μ 

 
   1=4, 2=—1.    

     . 
1Ψ    = 4  (7.ηβΨ   

 
      2=1, 2=2.   , 

   ,  

  1 = 4: 

 
βΨ    =-1   

 
 1 = —2, 2=1   

 
         { 1', 2'}              

     
і'= і'і і, 

 

 
      { 1', 2'}         А   
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     ,   '        

,       
   .  А   
   1'   4   
   2'   -1. 

    θΨ      { 1, 2, e3} Ш  
 А  L3,   

 
   ,    

 А  ,    . 
      .                 

  .   μ 

 
 

3
-7

 2
 + 36 = 0. 

   1 = 3,  2 = 6,  3 = —β.    , 
  А   .    

,                 
   μ 

 
     1 = 3,  2 = 6,  3 = —β   

    ,   eі′,  
 μ 
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,       e3′           

e1′× e2′.        

 
    { e1′, e2′, e3′ ж  А    

 
 А     

    e1′, e2′, e3′,    

  γ, θ, —2. 

7)    { e1, e2, e3 ж   

 
   А  L3.   

 ,    А   
 . 

     .               
.         А: 

 
 

3
-9

 2
 + 108 = 0. 

   1=— 3, 2= 3=θ,     

 ;      
  ,   
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 2= 3=θ.        

μ 
                                            - 1+ 2 2+2 3 = 0.                                    (7.59) 

 ,   1={—1, 2, 2} —    
  1= —γ.   1 

   

 
     (7.ηλΨ,   

1 = 2, 2 = — 1,   3 = β;    ,   e2′: 

 
,   e3′,   μ 

 
      μ 

 
     { e1′, e2′, e3′}  А   

 
,  А  ,  

    e1′   —γ,  
 -    θ     e2′, e3′. 

8)                       
φ = 4 1 2 + 3 

2
2. 

      .      
   

 
      , 

   η.    1 = 4, 2 =—1. 

,    д 1', 2'ж,    , 
   φ   μ  
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φ =4 2
1'- 

2
2' 

9)                                              
φ = 2

1 + 5 
2

2 + 
2

3 +2 1 3+ 6 1 3+ 2 2 3. 

      .      А, 

  ,   

 
    ,    

 θ.  
       1=γ, 2= θ, 3= —β, ,     

   д 1', 2', 3'},    
 φμ 

φ = γ 2
1' + 6

2
2' -2

2
3' 

10Ψ       А      L2,   
   д e1, e2}  

 
             

. 
       .     А*А  

    .     

 
    

 
 

2
-η  + 4=0. 

      1=1,   2 = 4.       
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    { 1', 2'}   А*А   

 
           { 1', 2'} 

 

 
   д 1, 2} —  

 
        S= А*-1

.   . 

 
 ,   S      

 
,   А  , 

     1'   1,  
   2'   β,   

     2, , ,   
      

                                           α = КrММШs (β4/βηΨ≈1θ○
. 

11Ψ   А  L3    
  дe1, e2, 3 }  
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          А             
  . 

    .     А*А                    
{e1, e2, 3 }  

 
             

 
3
-15

 2
 + θβ  - 72 = 0. 

       1=1,    2 = 4,    3 = 9.  

         

 
    А*А   { 1', 2', 3'}   

 
   -   ,   

   А, -   { 1', 2', 3'}  
 

 
   { 1, 2, 3} —  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 154 

 
            S=A*

-1
H -  

  ,     А: 

 
 

 ,   А   
      1', 2', 3' 

  1, β, γ    
 ,   S. 

 

 

      20. 

   

 
       1. ,             L1  

     L1.      
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  β.             
   L3: 

 
        γ.                

 ,     

        Ψ  1, 2, 3    2, 3, 1, 

       Ψ   1, 2, 3      2+ 3, e3 + e1, 1+ 2. 

4.        
  L2   L3,    

   

 
 

η.   ,  

Ψ              А  

     А* ; 
Ψ      —          А    

  1   А*     
  2,   1 =  2. 

θ.     1, 2, 3 —         
 А. ,  

 
7.      θ,   ,    

    А         , 
  А   . 

8.   ,                 
   A

-1
            

  А. 
λ.  ,             
АВ  ВА   . 
10.  ,              

 3,               
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                 α  

 . 
  α       . 

11.     α        (  
     10Ψ,  

 
 1β.   ,   

   - α    ,   
    

 
    α. 

1γ.   ,          —      
   А        0,         

           А2
  

  2
0

.
 

14.   ,          А2
  

              
2,        А           

  . 
15.  ,        

   А    L3            
   ,             L2, 

       А   (    
Ψ.       ,  

  β  20 «    »). 
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1θ.     ,                           
C [ , Л]          [ , Л]  ,   

        ,       
 . 

17.  ,      [ , Л], 

       ,    
   . 

18.                  
             

,   . 

1λ.           
               

          L2,          
 . 

β0.   ,                          
    ),    ),    )     . 7.β0      β Ψ,  4 Ψ - Ψ, Ψ   
              . 

    ,         
. 

β1.           А        

  

 
         

  ?      
 . 

ββ.  ,            —    
   А             1  

2,        α + y (α≠0, ≠0Ψ      
 А. 

βγ.          4,   ,        
      L3          

    А,    А=    ( . .  А    

  L3). 

β4.  ,               
         2       
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  -   

 
25.  ,               3    

   ,          
      μ 

 
βθ.   φ(А),  

 
β7.    ,    

 
  

2
 — (  + Н)  + Н — Л  = 0. 

β8.     f(A) -              А. 
,  

Ψ              f(A) 

     А; 

)      —           А,      f ( ) 

    f(A). 

βλ.     -          L3, А—  
     

1 = А ,      2= А2
,      3= А3

. 

,  

  Ψ  3 = I1 2-I2 1+І3 ; 

  Ψ       ,  1,   2     ,         1 

 ,  ,       , 
              А   (    

 Ψ. 
,   ,  1,   2   ,   

       А   
. 

γ0.  ,          — =            
    . 

γ1.              
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. 
γβ.    γ   L2   

                
 А. 

γγ.  ,             А    

L3        ,   
   . 

γ4.  ,               
  L3             ,      

              
. 

γη.     А —          
 L3. ,  

Ψ      —          А,      
              

 ; 
Ψ           А          

 ; 

Ψ    1  2   А (    

 Ψ,    1 

 2 ,   1 + 2≠0,  . 
γθ.     L2  

 L3      
μ 

 
 

        ,          
     ,   . 

37.        
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γ8.        А      

,  А ≥0    . ,  

Ψ             
; 

Ψ               В 

,  В2
 = А; 

Ψ           А = А,   
В  = В (  В2

 = А); 

Ψ              
    ; 

Ψ          
      ; 

Ψ          

              
  ; 

Ψ                   
    ,  . 

γλ.  ,        ,       
     

 
 ,            

 В ,  В2
 = А. 

40. ,   А -    
,       

         μ 

 
41.   ,     

     ,  
  μ 
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4β.   ,   

    ,    
 μ 

 
4γ. ,            

    μ 

 
44.  ,        1  2 —     

   ,    

  φ( , ),    L2,   1≤  2,  

 1
2
 ≤φ( , ) ≤  2

2
. 

4η.  ,              
         [ , b],  

    φ   -        

   <       >Л. 
4θ.      φ( , )=1 —      

     А.    
,      А 

  μ 

 
47.   ,       . 7.βθ,  

 L2. 

48.            ( . 7.26) 

,   ,          

               
    ? 
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4λ.               
        
,       

 

 

 

 8. 

    
є  .   

  

 
 21. 

    
 

 
8.1.     

.   

 
     1.    ,     

           
 

                        aij i j+2ai i + a = 0,    aij= aji, i, j= 1, 2, 3.                   (8.1) 

  x1,  x2,   3 —         
 -   . 

         ,    

 ,    (8.1Ψ   

  ( ) ,      
    . 

    ,    aij, ai,   

       
,      ,   

   , . .  . 
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 ,        1, 2, 3  
 (θ.1Ψ,       

 μ      . 
  Ψ   .    ,  

     і     
  і′    

                                              і = іі′ і′ 

 іі′ —   -1
,      

= ( і′і),         

. 
        (θ.1Ψ   

                                    (8.2) 

,    (8.βΨ    , 

  (8.1): 

 
,  ,     іі′ = і′і   

                                                                   (8.3) 

  ,   aij   
 ,  ai—   ,  

        (   
 Ψ. 

       ,   (8.1Ψ     

                                           φ( , ) + 2l( ) +  = 0,                               (8.4) 

 x = ieі — -   , φ( , ) —  
,  l( ) —     - . 

      Ψ    .   
          

       1, 2, 3   
,    '.   -

 '  '   { 1, 2, 3 }   

 
       ,   ′і    і   

  і= ′і+ i.   (8.1Ψ   
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                 (8.5) 

     ,      aij 

  aij i j  .   ,  
   aij  

 
    ij , ,  

    ,      
  , . .        

      
   .  

    2.  (8.1Ψ       

  .    

 

 
        І4.     

,   І4       
       

                                                  І4 = aІ3 — Aijaiaj,                                 (8.7) 

 Aij -    ij    І3. (  
    Ψ.   

 ,     , 
   

                                                    Aijajk = І3 ik.                                       (8.8) 

  (8.7Ψ     
,   —     
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 , ,    .  
 І4   . 

        І4  
 .     І3  Aij 

  , , 

І′4= ЛІ3 – іУbibj. 

  (8.ηΨ   (8.8Ψ,  
  ,  І′4=І4.  ,   

І4  . 

    3.  ,       
 (8.1Ψ    : 

 
    

                             (8.9) 

        
  ,      

.  І4,    , 

   , І4 = І4( Ψ, ,     

,      .  І 4( ) 

     ,     2
  

   3  2.     , 

       , . .  

    .              
     ,    3

       

,              
.             І4, 

   . 
     3  2,  ,     

   ,     (8.6) 

      .   

  ( ). 

            ,   

         
 ,     
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     ,   
   , ,    

       
. 

     4.      L2  

 (8.1Ψ,    і, j    1 

 β.       
 

 
 

 

 
     ( . .  

).   ,  

,    ,   

. 

 

8.2.          

     

 
    1.         

 1, 2, 3        
   

                                               aij i j+2ai i + a = 0,                            (8.10) 

 aij = aji   i  j   1, β, γ.   

  ,        
 

                                           φ( , ) + 2l( ) +  = 0,                             (8.11) 

 x= ieі — -   , φ( , )=aij i j — 

 ,  l( )= ai i —    . 

        ,   , ,    

  { 1', 2', 3'}      ( . . 
   Ψ,    

 φ( , )   μ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 167 

   і'     
   і=aij j,  

  φ.     

   
3
 — І1 

 2
 + І2 - І3 = 0, 

  I1, І2, І3   (θ.θΨ.    

 і'     (7.50) 

 7. 

         

   { 1', 2', 3'}  (8.10Ψ    

                                (8.12) 

 і' -    l( )   { 1', 2', 3'}, a — 

 ,      . 
      2.    ,    

   ,      
  (aij). 

   I.  

 1≠ 0,     2≠0,     3≠0. 

    (8.1βΨ      

      (8.13) 

  

 
           

 

 
   і'    

 
  (8.1γΨ   

                                              (I) 
   ' і'     

 .      . 
 '    . 

    II.      (8.12) 
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 1≠ 0,     2≠0,     3=0,    3'≠0. 

  ,   l=aі' і'   

 3'.  (8.1βΨ         

 
 

 
   

 
   , . .     

,   

 
   (8.12)   

                                                (II) 
   ' 3'    ,   ' 

—    . 

    III.      (8.12) 

 1≠ 0,     2≠0,     3=0,    3'=0. 

     l  3'. 

 (8.1βΨ       

 
 

 
                    

 
. .      

 
   (8.2)   

                                                       (ІІІ) 
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    , 
    ' 3'.     

   . 
IV. , ,   (8.12) 

 1≠ 0,     2=  3=0,    
2

2'+
2
3'>0. 

  ,   l    1'. 

   { 1', 2', 3'}   1'   φ,  

  

 
  (8.1βΨ   

 
     

                                 
                 

 
     

                                                               (IV) 

 

 
 

 
      

  ,   ' 3',    
   ,  ,   

    —    

 '   2', 3'. 

       V. , ,   (8.12) 

 1≠ 0,     2=  3=0,    2'= 3'=0. 

 

  ,   l   1'. 

 (8.1βΨ         
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. .      

 
   (8.12)   

                                                     1
2

1'′+R = 0.                                           (V) 

   ,     
    ( ,   
),     

' 2' 3'. 

       γ.        . 
      (I) - (VΨ    

    . 
     .   (8.10)   , 

     
,        

         
 : 

 
        

 . 
     ,        

 L2 

 
                

        : 
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  ,    

     ,    

. 

 

8.3.     
       

 
    1.       I1, I2, I3, I4  

 3  2      

        
   . 8.2   ,    

  (I) — (V)   . 
     ,   3    

 III, IV, V ,   2   
    V . 

        ,   
III, IV  V   ,     

   3.     
     (    , 

,  ,    , 

 Ψ.    , 
    (   3  Ψ,  

    III, IV, V    

 
 

 
      

     ,  ,   
  .8.1  І4   . 

           ,  
     V   

2  3,   ,     
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 (   2  Ψ,     

 V    

                                            a11x
2

1 + 2a1x1 + a = 0.                            (8.14) 

,    

 
              '( 1, 2, 3) 

 xі    

xі= б′і+ і 

   (8.14Ψ   

 
 

 
      β.            

              

  . 8.2 . 

       .       
 I, II, III, IV  V ,    

  : 

 
      ,      

,        ,   
        

. ( ,  I3=І4=І2= 3=І1=0,    
         

        

.Ψ                                                                                    
             

.      -   
 ;        

,     .  
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   ,           

         ( .    (IΨ - (VΨ   . 8.2).   

         
         . 

          ,    

     μ      

      I3, І4, І2 , 3 , І1. 

          ,     

         

. 
       γ.        ,   

        

      . 

       I.     

 
    ,  1, 2, 3    

  

                                                           
    I4= 1 2 3R, I3= 1 2 3,  R 

 μ  

 
     I    

                                                (1′Ψ 
      II.     

 
 1  2 -       

                                                  
2
- I1 + I2=0 

(    ,  3 = 0  I3 = 0Ψ. ,   , 

 
   

 
    ,        II  I 

  

                                                (II') 
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       III.  

 
 1  2—      

                                                  
2
- I1 + I2=0. 

  R ,  І2= 1 2;  ,   

K3,      III ,              
3 =R 1 2.   

 
    III   , 

                                                         (ІІІ') 
    IV.     , 

1x
2
1 + 2hx2 = 0, 

,  2 = 3 = 0, 

1=І1. 

  3      2 = — h
2І1. 

 ,   

 
       IV   

   

                                                      (IV′Ψ    
   V.        

1x
2
1+R=0 

,     IV, 1=І1.  2,   

   V ,   1R,  
  

 
 ,           V    

   μ 

                                                                       (V′Ψ    
   4.   ,        

,                  
.   III   ,   
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 .     

          
 I1, І2, І3 ( . . 8.1Ψ    

 : 

 
        
     I1, І2, І3   2 

(         
Ψ,     

 
  1   2 —   

2
- I1 + I2=0. 

 
         

 . 

 

8.4.    
 

 
             . 8.2  

   - ,  
          

,    ,   
     . 

      I.         

 
       

μ 
      I1. 1, 2, 3  ,    R, R≠0. 
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                                                                    (I1)  

  

 
 (I1) ,  ,   

. 
     I2. 1, 2, 3, R   .   (8.14Ψ   

                                                                (I2) 

  

 
 (I2)     

 (  «  »   
 (I2)   (I1)). 

           ,  
    (I2). 

     I3. 1, 2  ,  3  R  ,      

1   2.  (8.14Ψ        

                                                              (I3) 
  

 
                

. 
 I4. 1, 2  R    ,   3. 

 

 
      

2
1,   

2
2,   2

3,   

                                                            (I4) 

       

. 
     I5. 1  2    ,   3,  R=0. 

 (8.14Ψ     
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                                                                    (I5) 

 

 
 (і=1, 2, 3).    (I5)           

   . 
     I6. 1, 2, 3    ,  R=0.   (8.14Ψ  

   : 

                                                                      (I6) 

   -   

 
 (і=1,    2,    3).        (I6)    

 (0, 0, 0Ψ.  ,   (I6)   

     . 
       II.               

   

 
 3≠0.          

μ 
     ІІ1. 1  2  .  ,  3  , 

  1  2;      
,    3. ,  

         

    q,    

                                                                   (ІI1) 

       
. 

       ІІ2. 1  2  . ,  ,   1 

    3,   ,         q 

(  > 0, q > 0),        

                                                                       (ІI2) 

   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 178 

     III.       
μ 

 
    μ 

    ІІІ1. 1  2  , К R   .  
 (IIIΨ     

                                                                        (ІІІ1) 

  

 
          . 

      ІІІ2. 1, 2  R  . ,  

 
  (III)   : 

                                                                        (ІІІ2) 

   ,            

    .         
     .  

       ІІІ3. 1  2  , R ≠ 0. ,  1  ,   
      R,   ,       

 
  (III)   : 

                                                                          (ІІІ3) 

           

   . 
      ІІІ4. 1  2  , R= 0.  

 
   

                                                                             (ІІІ4) 
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       ІІІ5.   1  2    ,   R= 0.     

 
    (III)     : 

                                                                           (ІІІ5) 

 (ІІІ5Ψ   ,    
 1 = 2 = 0.  ,   (ІІІ5)  

  ,     
. 

       IV.         
   

 
      μ 

                                                     
2
1 = 2px2,                                      (IV1) 

  

 
  (IV1)        

. 
     V.        

 
   μ 

    V1.    1    R        .      (VΨ 
  

                                                        
2

1 = 2
,                                (V1) 

  

 
                  

. 
    V2. 1    R     .   ,       

 
    

                                                  - 
2
1 = 2                                                                       

 (V2) 
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       . 
        V3. R = 0.  (VΨ   

                                              2
1 =0                                              (V3) 

         
. 

      ,    17 ,    
            . 

               ,      

μ                                                       
I1. μ 

 
I2.  μ 

 
I3. μ 

 
I4.    :  

 
I5.     ,      

 
ІІ. μ 2

1 = 2 2, ≠0. 

ІІІ1.   : 
2
1= 

2
   (  ≠ 0). 

ІІІ2.    : - 
2
1= 2( ≠0). 

ІІІ3,   : 
2

1 = 0. 

           
       . 

 

8.5.     

    

 
            17   . 8.4  

      
 I1, І2, І3, І4   3  2,    

    III, IV, V ,   -  
 V .      
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    17 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 182 

  

 
     

    ,       

     

 ,   I1, І2, І3, І4    

, 2  3      

   ,     . 
      ,      

       
  s≠0,       I1, І2, І3, 

І4, 2  3    s, s
2
, s

3
, s

4
, s

2
  s

3
.  

,       
       

  . 
     , ,     

   ,  , 
 ,   , 

     .  
  

1. μ 
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 ,       І2>0,   І1 І3>0,   І4<0. 

                                                                   

3.  μ  

 
 

 
 І2>0,  

 
  

 
,  І1 І3>0,  

 
 

 
  І2>0  І1І3>0     , 

,  І 2≤0,  І1 І3≤0. 
       8.  μ 
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       10.   μ 

 
 

 
14.     μ  2

1=2 2 ( ≠0).    

І 2 = І3=І4 =0,    3 = -
2≠0. 

    15.       μ  2
1= 2

 ( ≠0).  

І 2 = І3=І4 = 3 = 0,    2 = -
2
<0. 

          

,     . 

         ,    

,         17 

    ,      
. 

             
,      ,  

   «  », «  

 », «  », 
«  »   « », «  

», « », « »,    « » 
  « ».    ,   

 
      

,   3,   ,   

 (e1, 2)    ,    

 . 
      ,      

       І'1, І'2, І'3, І'4 
  '2  '3,  ,   І'3=І'4= 0,  І'1, І'2, '3  '4 

    І1, І2, І3   

2,   . 
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8.6.     
  

 
     1.     ,   

       
μ 

                                                         ij i j + a= 0.                               (8.15) 

            ( 1, 2, 3),  
        (- 1, - 2, - 3Ψ,   

    .  ,  
       

.  
     ,  , ,     

    ,    

  (8.15). 

         ,   
   ,     

 . ,  ,   

    (8.1ηΨ,   
  . 

            

       

                                           aij i j +2ai i+a = 0.                                (8.16) 

     ,   ,    

(8.1θΨ,  , ,     ,   
    (8.1ηΨ.     

,   ,   

i = ′i + i, 

 1, 2, 3 -      .   

     

      (8.3).  

       

    μ 
                                             bi = aij j + ai.                                            (8.17) 

            
 ,       

 bi.      
      

                                                       aij j + ai = 0,                                   (8.18) 

    μ 
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                                         (8.19) 
      ,       

        
,     . 8.β  8.3.  

   (8.19),   
,      

 
     r  r1.  ,  

  ,   (8.1λΨ     
 ,  r = r1      r < r1.    

   r=γ    ,  r=2   
     ,                        

r =1- .           
      ,   r  r1     

  .   ,    
       , 

, ,     .     
       

 ,     .  , 
  r . 

       A1,         

     ,      
(8.17Ψ,  ,   ,    .   

 ,    =( і′і) 

  1    (8.2),   

     

aТ′У′ = і′і aТУ′,       aТУ′= j'j aТУ′. 

   1   ′′1=(aТ′У′, aТ′)  
    ,    

  1   ′1=(aТУ′, ai),    —  ′1  

′′1.   ′1    
  1,     r′1   r1.  

 ′′1      ′1,  
   r′′1    r′1.  , r′′1≤ r1.    
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    ,  

  -1,  ′′1   1 , 
, r1≤ r′′1.  r1 = r'1,    

  r1. 

    β.   ,      
        

,   8.β,    r  r1    1: 

      I       r = 3,    r1 = 3; 

    II       r = 2,    r1 = 3; 

    III      r = 2,    r1 = 2; 

   IV       r=l,    r1= 2; 

    V       r =1,    r1=1. 

       ,      
,       , 

      1   
 . 

            

  .     
,  r = r1 = γ   (8.1λΨ   . 

,    .  
   ,  r = r1 = β,  (8.19) 

   ,   - 

    ,          
.       .   

  ,  r = r1=1     
  -  . ,    

 II  IV  r < r1,      
. 

            
,     .  , 

  . 
     .      

    ,     I;  
 ,     III;   

,     V.      
  ,    II  IV. 

    ,  ,     
,     

. 
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 21. 

    
          

 . 
    1.        , 

        
 

          2
2

1+2 
2

2 — 5 
2
3 + 2 1 2 — 2 1 — 4 2 — 4 3 + 2 = 0. 

     .  І3 =—1η≠0;   ,   
 I       .  

 І4=-12<0, І1=-1.  І1І3>0. ,  
     ( . 

Ψ. 
         І2: І2=—17.  

 
3
 + 

2
-17  + 15 = 0, 

  ,   1=1, 2= 3, 3 =— 5. 

,       
2

1+3 
2

2-5 
2
3 + 4/5 = 0, 

   - 

 
       

 

 
  1 = 0, 2=1, 3 = —(2/5), . .    

  ′( 0,  1, —(2/5).   

        1′, β′, γ′,    

  .   1′  

   

 
    x1:x2:x3=1 :(—1Ψμ0       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 189 

 
  

 
    2.        , 

        
 

 
     

     .  

І3 = 0,      І4 = —125<0. 

,     

 ( . Ψ.   

І1 =7,      І2=10,     
2
-7 +10 = 0,      1 = 2,      2 = 5. 

         μ 
2

2
1 + 5 

2
2 — 5√2 3 = 0, 

       

 
. .     

 
 3',    3=0, 

      ,   
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     1'  2',    

 ,      
,   μ 

 
            

1 — 2 = ,   .   
      ,      

    .   

     

             (*) 

              

,  ( . . 8.5) 

 
 100  — 4η = 0,   = 0,45. 

    2  3      

 (*): 

 
  

 
   (ΩΨ   

 
 ,     

 
    3.       , 

     {e1, e2, 3}   
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       .    

І3 = І4 = 0,    І2 = — 36<0,    3=7β≠0. 
,          

 ( . Ψ.   

І1= 0,    2
-36 = 0,    1= θ,    2 = — 6. 

     

6
2
1—6x

2
2—2 = 0, 

  -  

 
  ,       

 
     ,      

      .       
      

 
   '       .  

1′  2′    ,  

  1= θ,    2 = — 6: 

 
       , 

    . 
     4.       , 

     {e1, e2, 3}   

 
       .    

І3 =0,  І4 = 0,    І2 =0,    3=-18,  І1 = 6. 

      
 .      

 
  —  
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. .     

 
      ,     

    ,        
.      

3
-6

2
 = 0,     

   2 = 3 = 0,   1= θ.     
     μ 

 
 2 = 3 = 0    : 

1 + 2+2 3=0. 

     ,      2'      3'         ,  
     .   1'   

       

 
   2'    

 
  

 
 xі′  xі   μ 

 
        xі′      

 
    μ 
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      1′,  

 

 
     2′ 3′,   

2" = — 3',        3" = 2'. 

       

 : 

 
 i"      i  

 

 
    ,    

   1" = 0,     μ 
 1+ 2+2 3—1=0.  2"=0    

   ,       
.        

  1+ 2- 3=0.  3"=0   . 

  : x1 — 2 = 0.  "   
   .       

 μ x1 = 2 = 1/6 ,   3 =1/3.   

    3"= β′       ,   
1"= 1′  —   ,   2"=- γ′   — 

    . 

     5.     ,    

       {e1,  e2, 3}  

 
      .    
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,      , 

   

 
             

, ,   ,    
  ,    ,  

      

 
       ,  

 
         μ  

 
    ,  

   ,     
   

 
 

 21 

   

 
1.         .   8.1—8.5   , 

        L2. 

β.  ,           
  -  . 

3.                    
,                   
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4.   α  

 
    ?  

η.   α  

 
  ? 

θ.   α    

 
   ? 

7.                
,        

 

 
8.    μ 
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λ.     α    

 
  ? 

10.    (    Ψ       

  ,               
   

Ψ   ; 
Ψ   ; 
Ψ  ; 
Ψ   ; 
Ψ    . 

11.             ,    

 . 

12.            

.                    

  . 
13.                 

.         
. 

14.     α    

 
   ? 

1η.     α  

 
  ?   . 

 

 22 

  .  
  

 
8.7.     

 

 
     1.    ,    

                 

1, 2, ..., .             
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  = || aik || 1 —  . 

         ( 1, 2, ..., )   
     

                                                             (8.20) 

  μ 
                                              ( , ) = ' .                                       (8.21) 

(  '  .   (8.21Ψ  
      μ  ', 

    ). 
      = || aik || 1 —   ,   
(8.20Ψ  .       

    . 
        е  | = | aik |

 
1   

   ( , ).   ,   
  . 

           

                                                        (8.22) 
 

          (8.23) 
 1

, 
2
, ..., 

l
, 

1
, 

2
, ...,  —  ,  1, 2, ..., l,          

d1, d2, ..., dm — ,       ( , )  

                            (8.24) 
           А  -  

       

  1, 2, .. .,     =||aik|| 1  

(А k =

1і
  aikei   (k= 1, ..., ),     

 
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 198 

( , )=(А , ) = ( , ). 

(  ( , )     ;  (А , )  
 ( , А )    ). 

 , 
 ( , ) = (А , ) = ( , А ). 

   

aik = (Aei; ek)     (i, k = 1, 2, ..., ). 
        β. ,       

 : 

                                            (8.25) 

      μ 
                                           = ξ.                                                      (8.26) 

   ξ, —  μ  = ( 1, 2, ..., )  ξ= (ξ1, ξ2,…,ξ Ψ,  
 —  :  = || tik || 1. 

  (8.21)   ,  (8.26) : 

 
 

                                       Ã = T′AT.                                                  (8.27) 

 (8.β7Ψ   Ã=||уіk|| 1  
    

 
        = || aik || 1  

   = || tik || 1. 

        (8.27) ,      
     : 

                                       | Ã | = |  | |  |2.                                            (8.28) 

            
   (|  | ≠ 0Ψ.   

,     (8.β7Ψ,   
   (      

 Ã).       
. 

         1.      Ã,   

 (8.β7Ψ,   |  | ≠ 0,  . 
        ,       

    .    
 ,        -  .  

     .   
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 « »  .    

   . 
 

8.8.      
.   

 
           ( , )   

     

                                                               (8.29) 

 і≠0 (і = 1,2, ...,rΨ  

 
—                        

1, 2,...,  (  r ≤ ). 

        ,   
 r    ξ1, ξ 2, ..., ξ    1, 2, ...,  

  
ξi=Xі     (і = 1,2, ..., r ). 

(   ,    
 1, ..., r   Xr+1, ...,  ,    Xj  

(j = 1, 2, ..., )  ,   ξ j= Xj (j = 1, 2, ..., )). 
    

 
 

, ,  Ã   μ 
Ã =дК1,a2, ...,ar,0, ...,0}. 

       Ã  r. ,    
 (8.29)    . 

     ,      

  ( , )   (8.29)      , 
    (  ,    Ψ 

. (    ( Ψ   
 (8.βλΨ     

(  Ψ  і). 
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      1 (    ).    

         ( , )          
  

 
       

        . 

(         (8.29), 

   і≠0   1, 2, ..., r  ). 

     .     (8.βλΨ   
    ( , )     

 

 
  

 
,  С ≠ Р,  h < g.    

                                                       (8.30) 

  1, 2, ...,  ,    
r — (g—h)  

                   X1 = 0, X2 = 0, ..., Xh = 0,Yg+1 = 0,...,Yr = 0                      (8.31) 

          h+1, ..., Xr. 

(   ,        

h+1=0, ..., Xr = 0,  ,   r  1 = 0, ..., r = 0   

 r — (g — h)  (8.γ1Ψ.  ,  
  1, 2, …, r ). 

             (8.γ0Ψ  

 
   

 
     ,  С≠Р    . 

 . 
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      2.     π   
 v      ( , ) 

    ( , ).     
       r       π  v,   

r = π+v,            = π-v. 

        ,    (8.29)   

 
    Xі (i = 1, 2, ..., r).   (8.29) 

  

           (8.32) 

 ξі = Xі (i = 1, 2, ..., rΨ,   ( , )   

  

               (8.33) 

    1 ,    

     ,  

    +1,-1  0: 

                   (8.34) 

             
    . 

 

8.9.     
   .   

 
        ,      

   -     
    . 

           . 

       1.  .     

 
       μ 
     1Ψ       g (1≤g ≤ )      agg ≠ 0. 

,  

                                   (8.35) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 202 

    ,   
 1( , )     xg.    

     ,     

 = || aіk || 1   ,   . 
     βΨ   agg = 0, ahh = 0,  agh≠0.    μ 

(8.36) 
 

                                                             (8.37) 
 ,     xh,    xg,  

, ,  xg,    xh.   , 
     (8.γθΨ,   Д   

     (8.37)]. 

      ,     ( , )   . 

     xg  xh,                    
2 ( , ),   ,    . 

        1Ψ  βΨ   
      ( , )   

.      ,   
      ,  

   . 
      ,    (8.γηΨ  (8.γθΨ   

 μ 

                                         (8.38) 

       (8.39) 

       . 

 
          (8.38) (g = 1): 

 
 

A2 (x, x) = 2x2x3 + 2x2x4 — 2x3x4. 

  (8.39) (g = 2, h = 3): 
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     2.   .    r    

 
 ,  

                         (8.40) 

 a1l = D1 ≠0, ,                     
( , )  , : 

        (8.41) 

   

            (8.42) 

   1.   (8.41) ,  
  1( , )   

                                    (8.43) 

          

    

 
 

      = || іk || 1  

        (  
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 (8.4γΨ     = || іk || 1  

    = || іk || 2). 

      ,       

,  ,      . 

    G1    
 ; ,   11,  

  .    G1 

   1( , ).    
        . . 

     = || іk || 1   
,   r   (    

  (8.40).    ,  
),   

 
      ( , )   

  

 (8.44) 

             
 

 
(8.45) 

,   

  (8.46) 

(  (8.46)    
  Dk-x  Dk    A  Gr;    
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) 

  (8.44Ψ    

                                        (8.47) 

     ,                   
( , )     ,    

. 

       ,      

  k    ( .  (β.1ηΨ  

(8.48) 

       G     
,    r     

  Gr,       , 

   ξ = Gx (ξ=( ξ1, ξ2, …, ξ ))  

   

 
     
D̂ = {1/D1, D1/D2, …, Dr-x/Dr, 0,....., 0}    ( , ).  

   

A=G' D̂  G. 
            

       (β.ηλΨ. 
           . 

 k (k = 1,2, ..., r)     

                          Yk = Dk-1Xk       (k = 1,2, ..., r; D0 = 1).                        (8.49) 

   (8.47Ψ  μ 

                                                        (8.50) 
 

 
 (8.51) 
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(8.52) 

   . 

 
  

 
   

 
 r=2, 11 = 1, 

(1)
22 = —1. 

 (8.44Ψ μ 

 
        (8.50)  . 
      2 ( ).     

 
 r    

 
(8.53) 

    π    
 Я   ( , )     

      V    

                      1,D1,D2,...,Dr,                                                   (8.54) 

. . π=  (1, D1, D2, ..., Dr), v = V(1, D1, D2, ..., Dr)   

                             =r-2V(1, D1, D2, ..., Dr).                                  (8.55) 

    З  1.  ,     1, D1, ..., Dr≠ 0  , 
     ,     

  

=r-2V(1, D1, D2, ..., Dr),                                        
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  Dk,  Dk-1Dk+1≠0,      
Dk =Dk+1= 0 

 
(8.56) 

           . 

     З  2.      ,    

D1, D2, ..., Dr-1       
     .   

   Dk    . 
     : 

 
 

 
    

 
   D4 < 0. 

    З  3.  D1≠ 0, ..., Dr-x ≠ 0, a Dr = 0,   D1, D2, ..., Dr-1  

   .    

   

 
       
 ,      Dr ≠ 0. , 

 s-   (s ≥ r)                   
r — 1 .      r  xs. 

        r ,  
 (    Ψ   r , 

 .     r -   ∆r 

        r 

,     —     
 r .    ,   ∆r  

  r-  ,     ,  
 ∆r     Dr   

 μ ∆r = cDr.    ∆r   

  ,   r —   .  Dr≠0. 
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8.10.    

 
           ,    

  . 
          3.           

 ( , ) =
, 1

n

i k
  aik ixk 

  ( ),    
   

                                       ( , ) ≥ 0     (≤ 0).                                      (8.57) 

            
  (  ). 

          4.            

 ( , ) =
, 1

n

i k
  aik ixk 

     (  

),        

   (  ≠ 0Ψ 
                                                   ( , )>0     (<0).                               (8.58) 

              

 (  ).  

       (  ) 

      

(    Ψ . 
         ( , ).     

  μ 
                                             ( , ) =

1і
  і

2
і.                                   (8.59) 

            : 

                                      і>0       (і = 1,2, ...,r).                                  (8.60) 

     ,   -  і  <0,     

   1, 2, ..., ,   

1= ... = Xі-1 = Xі+1 = ... = r = 0,     Xi ≠ 0. 

       ( , )   

 ,    . ,   
,  (8.ηλΨ  (8.60)    ( , ). 

      ,    
   = r (π= r, v = 0). 
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        ( , ) —   .                        
 ( , )   .      

(8.ηλΨ,   і (i = 1, 2, .. .,r) .   

  ,  r= . ,   r<  

        1, 2, 

..., ,    Xі    .     (8.59) 

 ( , ) = 0  ≠0,    (8.58). 

      ,   ,   (8.59) r —    1, 2,...,  

,   ( , ) —   . 
   ,       

  ,    . 

           

   ,    
 .      

    ,   
   : 

 
      3.       

 ,   ,  
  

                                      D1>0,   D2>0, ..., D  >0.                                (8.61) 

      .   (8.61)  

    (8.η0Ψ.   
(8.61)   .   

   ( , ) =

, 1

n

i k
  aik ixk   

 « »  (  ( , )   

  ( , ),      +1 =…= =0  ( = 1,2. ..., ))  

 ( , ) =
, 1

n

i k
  aik ixk      (  = 1, 2, ..., ). 

       , . .  
DP = |A |≠0     (  = 1,2, ..., ). 
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(8.η0Ψ (  r — ).        
   ,  

D1 > 0,   D1D2 > 0,   D2D3 > 0, ..., D -1Dn > 0. 

   (8.θ1Ψ.  . 

             

       , 

    

      .                

  

 ( , ) =
, 1

n

i k
  aik ixk 

             : 

 
 (8.62) 

(  ,     

     

    Ψ. 
     З .     

 

D1 ≥ 0,   D2 ≥ 0,  ..., Dn ≥ 0 

     ( , ). ,  

 
  11 = 12 = 0, 22 < 0,   D1 ≥ 0,   D2 ≥ 0, 

   . 

          . 

       4.      ( , )=
, 1

n

i k
  aik ixk 

 ,   ,    

     : 

 
     .    
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, 

 
 

      ( , )   

   ( , ) , ,  ( . 
   γΨ 

 
    →0,   (8.62). 

    , ,   (8.62).    : 

 
  (   γΨ A (x, x) —   

 

 (x, x)>0     (б ≠ 0). 

    →0,  μ 
 ( , б)≥0. 

 . 

           
     (8.61Ψ  (8.θβΨ,  

     - ( , ). 
       5.      ( , )  

 ,   ,   
  

                            D1<0, D2>0, D3<0,..., (-1)  Dn > 0.                        (8.63) 

        6.      ( , )  

,   ,    
 

 
(8.64) 
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8.11.      

 

 
           

 ( , ) =
, 1

n

i k
  aik ixk 

       =||aik|| 1   

.   -   
   Λ, . .   
   ,  

 
 (8.65) 

 1, 2, ...,  —    . 
        -1

= ',   (8.65) , 

   ( , )     

                                     = ξ       ( ' = )                                (8.66) 

     

 
 (8.67) 

   

                                                                (8.68) 

      7.      ( , ) =
, 1

n

i k
  aik ixk 

       
    (8.68);   1, 2, ...,  — 

    = || aik || 1. 

     ( , )    
    (8.θ8Ψ    

 .     ,    
  , 

                                     (8.69) 

    (8.θθΨ  
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(8.70) 

         1, 2, ...,     

   -   

,  ξ1, ξ2, ..., ξ      

    ,  « » 

    (8.θθΨ. (                   
| |=—1,    (8.70Ψ    

   .     

         
  (| |=1Ψ.    , ,    

,     

).   
      (8.69) 

      . 
      (8.68) ,   r  ( , )   

      ,   

        

    . 
     ,  ,   : 

           
    ,     

     . 

         ,    

     
.     ,  -  

   .    -  

     

  ,     . 
        (8.θ8Ψ  ,   

      

(  Ψ       ,   
     ( ) 

(   ,      

  (  ) 

 А    (  
Ψ  Ψ, . .      
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 (8.71) 

  ( Ψ  

                                                      (8.72) 

      

( )  : 
                                              F = √ .                                                (8.73) 

 

8.12.    

 
           

  ,     ,  
 -   .    

  . 

             . 
         

 
    ( , ) — B ( , ) (  - Ψ. 

       ( , ) —  ,    
 ( , ) — B ( , )   .  

    

|  - B | = 0                     
                           

 ( , )— B( , ).  
       0 -    .  

  — 0  ,    z = (z1, z2, ..., znΨ ≠ 0 
,  (A — 0B) z = 0  

Az = 0Bz       (г≠ 0). 

 

     0        
( , )—  ( , ), a z —     

«  »  .     
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 8.   

е  - е=0 

   ( , )— ( , )     

 k (k = 1, 2, ..., ),                

z
k
 = (z1k, z2k,... ...,znk)   (k= 1,2, ...,n): 

                                Az
k
 = kBz

k
   (k = l,2,...,n).                                   (8.74) 

Э    гk
    ,  

   

                                  B(z
і
z

k
) = ik     ( ,k=1,2,..., ).                             (8.75) 

(  ,   (8.7ηΨ   

  z1
, ..., z

n
  - ). 

     . ,   (8.74Ψ   
 μ 

                               
-1

Az
k
 = kz

k
     (k = 1, 2, ..., ).                             (8.76) 

 ,   ,   

                                          D = B
-1

A                                                   (8.77) 

μ 1°  , β°   
 1, 2, ...,   γ°   ( Ψ z

1
,z

2
,..., z

n
, 

      
 (8.75). 

      D,                            
-1

  ,      ,  
D = 

-1
,  D'=

-1
.   ,    F=√  (F —  

 ,  е F е ≠ 0Ψ,   (8.77Ψ  
: 

                                          D = F
-1

SF,                                                (8.78) 

 

                                                      S=F
-1

F
-1                                      (8.79) 

—  .  ,   D  

  S,    1°  β°. 
  

k
 (k=1,..., )    

   S: 

 
(8.80) 

  

                                           
k
 =Fz

k
    (k=1,..., ),                                     (8.81) 

   (8.78), (8.79), (8.80), (8.81Ψ μ 
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 k, l = 1, ..., , . .   γ°,   8  

. 

     ,   (8.75) ,   z
1
, z

2
,..., z   

.   ,  

                                                                     (8.82) 

   і (1 ≤ і ≤ )  (8.75) 

 
 ,  (8.82)  і (і = 1, 2, ..., )  ,   

    z
1
, z

2
, ..., z

n
  . 

      ,     z
1
, z

2
, ..., 

z ,   (8.75), 

 
        ( , )— B ( , ). 

  Г -  (е Г е ≠ 0Ψ,    

 . 

     (8.7ηΨ    μ 
                                  z

і'
z

k
 = ik     (i,k = 1,2,...,n).                               (8.83) 

 ,     (8.74)    
 zі'

, : 

 
 (8.84) 

   Z = (z
1
, z

2
,..., z

nΨ,   (8.8γΨ  (8.84) 

    

 
 (8.85) 

 (8.8ηΨ ,    

                                             = Zξ                                                    (8.86) 

    ( , )  ( , )   
μ 

                                                            (8.87) 

       (8.8θΨ    
Г. ,   (8.8θΨ   

 ( , )  ( , )    (8.87Ψ.   
  (8.8ηΨ,  ,    Г, 
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(8.8γΨ  (8.84).  (8.85)    Г (е Г е ≠ 0). 

  (8.84Ψ  μ 
                           z

і'
(Az

k
 - kBz

k
) = 0     (i = 1, 2, .... );                           (8.88) 

 k     (1≤k ≤ ).  
 (8.88Ψ     : 

Z' (Az
k
 - kBz

k
) = 0, 

,  Z' -  , 
Az

k
 - гk

 = 0, 

. .   k  (8.74). , Z -  . 
   

     9.  Г = || zik || 1 —     
  ( , ) — B ( , ),   

                                           x = Zξ                                                     (8.89) 

   ( , )  ( , )    
  

                                                                 (8.90) 

 1, 2, ..., n —     ( , ) — B (б, ), 
  z

1
, z

2
, ..., z   Z. 

       ,    (8.89)  
   ( , )   ( , )   (8.90),  Г = || zik || 1 — 

      ( , ) —  ( , ). 
          (8.89), 

   λ,     

    8.     

   = ,     ( , )  

    

 
 

 (   ,  ( , ) —  

 Ψ.    ( , )    
 1( , ).   1( , )     

 
     = ξ, (   

 !Ψ.  ,  (   

    ,  ( )'  = ' ),  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 218 

 ,   = Zξ,,  Г = ,   

    (8.8λΨ.    (    
 Ψ,   z

1
, z

2
, ..., z

n
  Г  

 (8.74Ψ  (8.75). 

       ,   ( , ) —  , . . 

 
, ,  = ,                     
 ( , ) —  ( , )     

 ,       
  .     (8.7ηΨ  

μ z
і′
z

k
 = ik (i, k = 1,2, ..., n),    
 z

1
, z

2
, ..., z . 

      8  λ    
.    R   1, 2,..., 

      ( , ). 
       R    , 

  

                                                   (8.91) 

        = Гξ,  Z = || zik || 1 —  

  ( , ) —  ( , ),    
  z

1
, z

2
, ..., z

n
,      

   Г, . .   .  
   ,    

 (8.λ1Ψ   

                                                                        (8.92) 

,    z
1
, z

2
, ..., z

n
   

     (8.λ1Ψ,  
   1, 2, ...,    

: 

 
        ,      

     ( , ) — ( , ) 
       (8.91) 

      ,  
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  ( . .      

   Ψ,   «  »  
  ( , )= 1. 

      . 

           

           2
2
 — 2

2
 — 3z

2— 10yz+ 2xz — 4=0                                     (8.93) 

    ,    

  

                      2
2
 + 3

2
 + 2z

2
 + 2xz = 1.                                             (8.94) 

  (8.93)    . 
   

 
   е  —  е = 0    

                                          (8.95) 

    μ 1 = 1, 2 = 1, 3 = —4. 

      ,  

  1,   , v, w.  , v, 

w     ,  
     (8.ληΨ   = 1μ 

 
       

v+w=0. 

  =1    

  .    

 ,     v+w = 0.  
 μ 

 = 0, v, w,  w = — v. 

         
', v', w ',  w' = - v ', 

    [  (z
1
, z

2
) = 0]: 

2 ' + 3vv' + 2ww' + uw' + 'а = 0. 
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 μ ' = 5v'.  ,    

 

' = 5v', v', w' = —v'. 

,     =-4,  
   μ 

", v" = - ", w" = —2 ". 

      v, v'  "   μ   

                     
[ ( , )= 1], . .  (8.λ4Ψ.  : 

 
          

 
    (  — ГξΨ   

 (8.λγΨ  (8.94)    

 
      μ 

 
     —      

 ,   β,  ,   1. 

       

 Z, . .   

 
         

 . 
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8.13. Э   
    

 

 
       1.     μ 

 
  ( , ) —  . 

      ( , ) —  ( , ) 
 ,      μ 

                                          1≤ 2≤ ... ≤ n.                                          (8.96) 

      
(     «  »    

 ,     ,     
,      Ψ   

    z
1

, z
2
, ..., z

n
: 

z 
k
 = (z1k , z2k , …,znk);     k = 1, 2, ....., . 

        ( Ψ    

 
    ,    

  (  ≠ 0Ψ.       
 ξ1, ξ2,…,ξ     

 
 Z = || Zіk || 1 —    A(x, x) — (x, x).   

      Д . (8.90)] 

                                       (8.97) 
           1, 2, ..., n.   

    

 
    (8.97)  

 
     .  
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        , ,   

     .     (8.96) 

   : 

                       (8.98) 
           1    , 

       , . .  

 
        

   (   = Гξ : ). 

      , 

 1,       ( Ψ   = 1. 

        

      10.     
  ( , ) —  ( , )     ( , ) 

 ( , ) 

                                                       (8.99) 

      ,  

     1. 

    2.      « » 
     2, 

    ,   z
1
, . . 

   

(z
1
, )=0. 

(        ( ) ,   
    - , . .  ( , )= 0. 

       
,    .   

 1, 2, ...,         
 ,     ( Ψ  

    

 
     z

1
, z

2
, ..., z

n
   

.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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    zk

,   ξk= 0). 

        

 
, , 

 
        , 

  z
1
,     

  2. 

          ,    
   μ 

       11.    (1≤p≤n) -    

               (8.96)       

      

                                                             (8.100) 

 ,         — 1 

    z
1
, z

2
, ..., z

 -1
. 

                               (z
1
, x) = 0, ...,  (z

 -1
,x) = 0.                             (8.101) 

           ,  

  (8.101)     

    . 

   3.   ,    11,   

,        z
1
, 

z
2
,..., z

-1
 , ,     , 

   .  ,     
  . 

           (  = 1, 2, ..., ), 
   ,     , 

   1, 2, ..., . 

            1, 2, ..., : 

    (8.102) 

    ,    1, 2,. ..,   (    
Ψ     h  L1, L2,..., Lh,  
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   ,  

  

                                 Lk(x) = 0       (k = 1,2,...,h).                               (8.103) 

     (8.10βΨ    ,  
    «  

»      z1
, z

2
, ..., z

n
: 

                     L k (x) = ( z
k
, x)       (k = 1, 2, ..., ).                              (8.104) 

(  

—    zk
' (k = 1, 2, ..., )). 

      ,  ,       

(8.10γΨ,    μ 

 
    (8.100Ψ  μ 

                 (8.105) 

  

                                                 L1(x)=0,..., L p-1 (x)= 0                          (8.106) 

 

                              L p+1(x) = 0, ..., L n( ) = 0.                                    (8.107) 

   (8.10θΨ  (8.107Ψ  ,   
 (1)≠0,     .  

  (8.107Ψ       

 z
+1

, ..., z
n
,    

(1)
              

ξ +1 = ... = ξ  = 0.    (8.97) 

 
  

 
         (8.10ηΨ ,   

  L1, L2, ..., Lp-1    ≤    
,     L 1, L 2, ..., L p-1. 

         

         12.         
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   — 1  L1, L2, ..., Lp-1    

,       : 

            (8.108) 

       1β  « - »  
 1, 2, ...,     « » ,  
     11. 

     4. ,     ( , )   ( , ) — ( , ) 
  — ( , )      ,  

    .  
,    — ( , ) — ( , ) 
   —  ≤ — -1 ≤ . . . ≤— 1. 

      ,   

                                    (8.109) 

 ,       L1,L2, ...,Lh,  
 μ 

 
 

 
,     

 
 

 10, 11, 1β,    (8.99), (8.105), (8.108)  

 

 
         « »  
« - »   1, 2,. . ., ,   

    μ 
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   13.      

1 ≤  2 ≤ . . . ≤  

   ( , ) — ( , )   
    г1

, z
2
, ..., z .  

        1)       

   

                                                              (8.110) 

        
,     . 

2) -  (  )   - +1 (β≤ ≤ )  

     

                                                         (8.111) 

 ,       : 

              (8.112) 

. . 

                                 (8.113) 

       , 
   n-p+1  

  (8.112). 

3)       

 
  

L1(x) = 0,...,Lp-1(x) = 0 

(β≤ ≤ )  ,    ( )  
  n-p+1: 

                                (8.114) 

5.   С   

                    L
0

1 ( ) = 0, L
0

2 ( ) =0, ..., L
0
h ( ) = 0.                            (8.115) 

(  (8.115)  ,    
 L

0
1( ), L

0
2 ( ), ..., L

0
h( ),      

Ψ. 
          h   1, 2, ...,   

 ,     v1, v2, ..., vn-h. 
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    (8.115)                   
 ( , ) —  ( , )    A

0
 (v, v) — 

0
 (v, v),                  

0
 (v, v) —     (   -h 

).                
 — h    

                                                
0

1 ≤ 
0
2≤…≤ 

0
n-h ...                                           (8.116) 

       (8.11ηΨ  -    
   — h  v1, v2, ..., vn-h.  

  (8.11θΨ       
   .      

-     

                            (8.117) 
 

  

 
(8.118) 

    (8.118Ψ    L1, L2, ..., Lp-1. 

        

     14.  1≤ 2≤…≤ n —   

    ( , ) — ( , ),  0
1 ≤ 

0
2≤…≤ 

0
n-h — 

       h 

 ,  

                           ≤ 
0 ≤ +h    (  = 1, 2, ...,  - h).                          (8.119) 

     .   ≤ 
0

  (  = 1,2, ...,  - hΨ  
   (8.108Ψ  (8.118Ψ. ,   

    

 
 

    .  
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        (8.11λΨ      

 
        L1, ..., Lp-1,   
 L , ..., L +h-1;        

  L
0

1, ..., L
0
h. 

       . 

      6.       

                         (8.120) 

     ≠0 

 
, , 

 

,    1 ≤ 2≤…≤      1 ≤  2≤…≤     

    (8.1β0Ψ,  μ 

 p≤  p     (  = 1,2, ..., ). 
      ,   

    15.        ( , ) —  ( , ) 
 ( , ) —  ( , )    

 1 ≤ 2≤…≤      1 ≤  2≤…≤  ,   

  

                                                             (8.121) 

: 

                          p≤  p     (  = 1,2, ..., ).                                   (8.122) 

         ,    (8.121)  
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 ( , ) ≡ ( , ).      ( , ) —  ( , )  
       

      μ 

 
   r   

                                           1( )=0,   2( )=0, ..., r( )=0 

  ( , )   ( , )  ,    ( , ) —  ( , )   

 ( , ) — ( , )         
0
1 ≤ 

0
2≤…≤ 

0
n-r... 

  14      ( , ) —  ( , )   

 ( , ) — ( , ),  μ 

  ≤ 
0 ≤ +r     (  = 1, 2, ...,  - r). 

   (8.1ββΨ,   μ 

       16.  1 ≤ 2≤…≤ n   1 ≤  2≤…≤  n — 

                             

 ( , ) —  ( , )   ( , ) — ( , ),  

 
a Xі ( ) (і = 1, 2, .. ., r) —   ,   

  

                                         ≤  ≤  +r (  = 1, 2, ..., ).                 (6.123) 

(         ≤  — r). 

          

      17.  1 ≤ 2≤…≤ n   1 ≤  2≤…≤  n — 

      ( , ) —  ( , ) 
  ( , ) —  ( , ),   ( , )    ( , ) 

 r  ,    
 

                           -r ≤  ≤      (  = 1,2, ..., ).                               (8.124) 

(       > r). 

  З .   1θ  17  ,    

   <   (    <  , , r≠ 0). 
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8.14.     п  
 

 
            

        
. 

         
         

.       
      q1,q2, ...,qn. 

       
  μ q1 = 0, q2 = 0, ... ..., qn = 0.  

       
    q 1, q 2, ..., q n (   

   ): 

 
  bik (q1, q2, ..., qn)     q1,q2, . ..,qn, 

bik (q1,q2, . ..,qn) = bik+ ...     (i, k = 1, 2, ..., n) 

  (    q1,q2, . ..,qnΨ   

 bik,  μ 

 
        

    q 1 = q 2 =- ... = q n = 0.    

 
-   . 
            μ  

(q1,q2, . ..,qn).   ,    
0 =  (0, 0, ..., 0Ψ = 0. ,     

   q1,q2, .. .,qn, : 

 
 

           
  ,  
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      q1,q2, ..., qn,  

 μ 

 
     ,        

   μ 

                                   (8.125) 

   -  . 
            

   : 

                            (8.126) 

              (8.125), : 

                         (8.127) 

      

= || іk || 1;      = || bіk || 1 

   q = (q1, q2, ..., qn),    (8.127) 

     μ 
                                        B q  +Aq = 0.                                          (8.128) 

        (8.1β8Ψ    
  

 
   

                                  q= v sТЧ ( t + αΨ.                                            (8.129) 

 v = (v1, v2, .. .,vn) —    (« »Ψ, 
 -   α -   . 

       (8.1βλΨ  q  (8.128),   
  sТЧ ( t + αΨμ 

                                                 Av = Bv     (  = 2)
. 

      (8.74). , 

     ,   
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  = 
2
 —    

    ( , ) — ( , ). 
           

, ,    (q1, q2, ..., qn)   

    ( . .   0  

         

   Ψ. 
         -    

  .   ,   
 ,    =A(q, q)   

 . 

      8    ( , ) —  ( , )  
    1, 2, ...,    

                                  
v

1
, v

2
, ..., v

n
 [v

k
 = (v1k,v2k, ..., vnk); k = 1,2, .. .,n],  

 

              (8.130) 

    ( , ) ,   
    ( , ) —  ( , )  (  

     (8.90). 

           (   
 αk (k = 1, 2, ..., ) —  ). 

                   (8.131) 

   v
k
=(v1k, v2k, ..., vnk) (k = 1, 2, ..., ) 

  « » (8.130). 

        (8.128)    
     (8.131): 

                                             (8.132) 

 k, αk (k = 1, 2, ..., ) —  . , 
      (8.132)  

  (8.1β8Ψ.   ,    

     μ 
q|t=0 = q0 , q | t=0 = q  0. 

   ,  (8.132) : 

                       (8.133) 
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   v
 1
, v

2
, ..., v

n
   ,  

  (8.1γγΨ    k sТЧ αk   
k k МШs αk (k = = 1, 2, ..., ) , ,  

 k  αk (k = 1, 2, ... ..., ). 
       (8.1γβΨ     

(8.1β7Ψ      μ 

                                           (8.134) 

     ,      (8.132), (8.1γ4Ψ  , 
      λ.    ,              

    V = || vik || 1,  

    ( , )   ( , )    

(8.90).  

                                          (8.135) 

    

                                               (6.136) 

 ,  q =V  ,  μ 

                   (8.137) 

      1, 2, ..., ,      
    (8.1γ7Ψ,   

. 
           (8.127), 

         (8.137). : 

                                        (8.138) 

  A (q, q) —  ,    

1,  2, ...         

                                   (8.139) 

 (8.1γ7Ψ  (8.138) : 

                          (8.140) 

          k   (8.135),  

  (8.1γ4Ψ , , (8.132).  vik                             

(і, k = 1, 2, ..., )       ,  
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  λ  V = || vik || 1    (8.136)    
    ( , ) —  ( , ). 

           14  1η.                         
  1,  2, ...,      

 μ 

 
         

  k=
2
k (k =1, 2, ..., )   ( , )—  ( , ): 

 
         h   

  (     
  f(q1,q2, ..., qn) = 0,  f(q1,q2, ..., qn) —   

  Ψ.   q1, q2,..., qn 

  ,      

  q1, q2, .. .,qn: 

 
            — h  

.    

 
    

0
1≤ 0

2≤ ... ≤ 0
-h   

( , )—   ( , )    L1, L2, ..., Lh                
0
j = 

02
j (j = 1, 2, ..., -hΨ.    14  

: 

 
     ,   h     

 ,      У-   0
j 

     (j + h)-   j +h. 

           1η  ,   
  , . .    A (q, q) 

   [     (q, q)],  
  ,     , . . 

    (q, q)    [  
   A (q, q)],    . 

      1θ  17      
. 
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8.16. Э   

 
               

.          
 . 

       . .8.7—8.1γ  ,   

   ,     
 .  

     ,      

            (8.141) 
. .,         

 . 
      (8.141)    

 : 

                                                        (8.142) 

   

                                                                    (8.143) 

,  , 

                                                           (8.144) 

. .   ( , )    . 
          =||hik| 1   

, . . *=   (  Ω     

 Ψ. 
        =||hik| 1,   ( , ) ,  

, ( , )      — , 

  : 

                                     (8.145) 
(  

 
 '  ). 

 

                                               (8.146) 
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 і
, v

k
 —  , і, dk —   (і = 1, 2, 

..., ; k = 1,2, ..., ),  

                                         (8.147) 

  1,  2, ...,    

                                         (8.148) 

    

                                                       (8.149) 

     ( , )   

 

    = || h  ik|| 1    
   = ||hik|| 1  

                                                                        (8.150) 
         

(8.145)   ξ. 
   =W  ,   (8.1η0Ψ    μ 

                                                                        (8.151) 

  (8.150) ,       ,  
 (8.148) —  (| |≠0Ψ.    

    ( , ). 
     е  е      

 ( , ).  (8.150)     
    : 

 
      ,    

 . ,      
   (8.148). 

         (б, )    

    

                                                            (8.152) 
 і≠0 (i = 1, 2, ...,r) -  ,  
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 —       1, 2, 

...,  (  r≤  ). 

          (8.1ηβΨ     
 (     ,   Xі i 

    Xі(Xі  i=| Xі |
2
),      

 —      
  ,  і > 0  < 0.    

 ,  r  (8.1ηβΨ    ( , ). 
       18 (    Ψ.   

  ( , )      

 
         

  . 

            1. 

        π    v 

   (8.1ηβΨ    
 ( , ):  = π — v. 

             
       ,   

   (8.γηΨ  (8.γθΨ    

 

                                  (8.153) 

(8.154)  

(  (8.1ηγΨ   ,  hgg ≠0,   

 (8.154) —  ,  hff = hgg =0,  hfg≠0). 

       

 
 r   
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                                                  (8.155) 

   ,     ,  

    μ 

 
(8.156) 

 

 
 (8.157)  

 

 
(8.158)  

       (8.156)     

   ( , )      1, D1, 

D2, ... ...,Dr 
                                         v=V(1,D1,D2,...,Dr)                                   (8.159) 

, ,      ( , )  

 
                                                =r-2V(1,D1,D2,...,Dr).                       (8.160) 
         ,    

,     ( . 8.9), 

    . 
       5.    

 
  ( ),    

   

                                          ( , ) ≥ 0     (  ≤0). 
        6.    

 
    (   

),        1, 2, ..., ,  
  , 
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 ( , ) > 0     (  < 0Ψ. 
        19.       

 
    ,   ,  

    

                      (8.161) 
       20.       

 
 ,   ,    

   = || hik || 1  : 

 
                                                                                                            (8.162) 
        1λ  β0   

  γ  4   . 
          

  ( , )     
(8.1θ1Ψ  (8.1θβΨ,      - ( , ). 
      21.         , 

  -      

  μ 
=U|| i ik||

n
1U

-1
   (U*=U

-1
; i=  I; i=1, β, …,n) 

  β1        

 μ 
       22. Э     

 
                       

      

                                         = Uξ     (UU*=E)                          (8.163)                              
   

                                                              (8.164) 
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  1,  2, ...,  —                  
 = || hik || 1.       

        ββ    

   (8.165) 

             

 
     ( , )- G( , ) (  –  

Ψ.     ,    G ( , ) — 

 .     =|| hik || 1 

  G = || gik || 1   

|  - G | = 0. 

           
 .     

  . 
     0 —   ,     

z =(zl, z2, ..., zn) ≠ 0 ,  

г = 0z. 

     г        

  ( , ) — G ( , ),  

  0. 

        

     23.     
   ( , ) — G ( , )     1, 

2, ..., . Э       г1
, z

2
, ..., 

z
n
,    « ». 

G (z
і
, z

k
) = іk (і, k = 1,2, .... ). 

           8. 
           

         

. 
     10-17   ,      

«  »    «  ». 
     . 

 

8.16.   

 
        2  — 1  s0, s2,..., s 2n-2.     
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                                                      (8.166) 

       (8.1θθΨ  . 

    S = || si+k ||
-1

0  
 . 

    

 
    S    

D1,D2, ...,Dn: 

Dp=| si+k |
-1

0   (p= 1,2, ..., ). 
        

      . 
         . 
       1.     || si+k ||

-1
0  С  

 ,   h + 1   ,  

                                                                Dh≠0. 

      .   1, 2, ..., h, h+1   h + 1 

  S.     1, 2, ..., h  
,   h+1     μ 

 
    

                  (8.167)                       
      ,     h  1, 2,..., h 

 S: 

 
 (8.168)                       

    h.   ,   (8.167)                            
       h  
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. ,     
  h  .  ,    

(8.168)  h,   h   (8.1θ8Ψ   
 , . . 

Dh≠0 

       . 

       2.    S = || si+k ||
-1

0    h (< ) 
                                      Dh≠0,   Dh+1 = ... = Dn = 0                           (8.169) 

 

(8.170) 
   = ||tik||

-h-1
0       ,  

      ,   ,  . .  
    tn-h-1,…,t2n-2h-2,  

                      tik = ti+k     (i,k = 0, 1, ...,n — h- 1; t0 = t1= ... = t n-h-2 = 0). 

      .     

 = || tik ||
 -1

0  (p = l, 2,...,n-h). 

    = Tn-h. 

      ,      (  — 1, 2, ...,  — h)  

     tik = 0  i + k ≤p — 2.   
   . 

      1   ,   2  
,   

 
t01 = t10 (     S)     

 
    ,        

(  <  — h),       +1 = ||tik|| 0.  

     tp-1,tp, ..., t2p-2,    
t0 = ... = tp-2 = 0 

 = ||tik||
-1

0. 

  

                                                |Tp| = ±t -1                                       (8.171) 
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  ,    , 

μ 

                                                             (8.172) 

  (8.171)  (8.172) : 

                                                       tp-1= 0.                                                  (8.173) 

      (8.170): 

                 (8.174) 

     (8.169) ,  (h + 1)-  

  S=|| si+k ||
-1

0     h μ 

                    (6.175) 

     i, k ≤ ≤ i + k≤β  — 1.      i  k  . 

   , ,  i< . ,   
 (8.17ηΨ     ,   

   (8.174Ψ,     

(8.174Ψ,  μ 

           (8.176) 

       (8.17γΨ,    

(8.176) i < , k — g  i + k — g≤2p — 2,  tі, k-g  = tі+k-g. , 

 i + k <   tik = 0,   ≤ i + k≤β  — 1  tik   (8.176) 

   i + k. 

     , Tp+1 —        
 t0,t1, ..., t p-1,    ,  . 

     . 

       β,   μ 
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        24.    S=|| si+k ||
-1

0   r  
  h(<r) 

Dh ≠ 0, Dh+1 = ... = Dr = 0, 

   r-  ,   С   
r - С   S,   : 

 
     .      

 
  ,       

  .  

 
   (     

)  

 
, t0,n-h-1= 0,      

 
         r - h. (    

,     ,    > r - h,  

.   ,  S   

 Dh  r-  ,   .  
,      r — h   

  ).   r <  — 1                  
ur-h+1 = ... = ur-h+1 = 0       
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   .                                                           

       (    1, β   β4 
         

 ,  ,        
 )   

 
 r.   π, v,     

,       μ  

 
             

    

                               D0 = 1,D1,D2,...,Dr-1,Dr                                (8.177) 

   

 
(8.178) 

          ,   
   (8.177)       

  ( . . 8.λΨ.    ,   
,   ,    

(8.178Ψ    μ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 246 

       25  ( ).     

 
 r  π, v,       (8.178), 

 

1)  

                           Dh ≠0, Dh+1 = ... = Dr = 0 (h < r)                           (8.179) 

    Dr  D(r),  

 
    2)          

               (Dh ≠ 0) Dh+1 = Dh+2 = ... = Dh+p = 0 (D h+p+1 ≠ 0)              (8.180) 

       

                                           (8.181) 

   , V,  — V,   (8.180), 

   

 
(8.182) 

(  (8.181Ψ  (8.182)     (8.17λΨ,  
    = r — h — 1   Dh+p+1   Dr = 0, a 

D
(r)

 ≠ 0Ψ. 
   .   ,  Dr≠0.   
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        r,        . 

,  

 
 Zі —   ,  і = ±1 (і = 1, 2, .. .,r). 

 r+1 = ... =  = 0.   S ( , x), Zі  

  Sr ( , ), ˆ
iZ ( і = 1, 2, .. .,rΨ,     

 
     ( Ψ  

,    S ( , ) (   Ẑ 1, Ẑ 2, ..., Ẑ r 

 ,    

 
 

  r    (Dr≠0ΨΨ. 
     ,     Sr (x, ). 
       s0, s1, ..., s2r-2 ,   

   s*0, s*1, ..., s*2r-2 (     Ω 
     Ψ    

 
            

    (8.177Ψ    . (  
   ,    

 s0, s1, ..., s2r-2   Dі = 0   
 .    

  ,      
    ,    

 ). 

            Sr (б, ),   
   .  

                        (8.183) 

   і Dі ≠0,  

signDі* = sign Dі. 
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 Dі*,   Dі= 0. ,    
 (8.180)   

 
  : 

 
 

  β   
= ||tik|| 0 

    ,    ,  
, . .     

 
(8.184) 

           D̂ 1, D̂ 2,..., 

D̂ p+1: 
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(8.185) 

 ̂ * -   

 
         * ( , )   

 
 **    ,     

  ,     . 
  ( , )  ** ( , )    ̂  

 ̂ **.     *( , )  **( , )    ( , ) 
  ,      

   

 
      ( , ),   *( , )  **( ,- )   

: 

                                 ̂  = ̂ * = ̂ **.                                          (8.186) 
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     α   α≠    

   

 
           ** ( , )   

 ,  

                                  (8.187) 
  ,  (8.184) 

                                         (8.188) 

 (8.185), (8.186), (8.187Ψ  (8.188) :  

 
(8.189) 

 

 
  

 
(8.190) 

  (8.18λΨ  (8.190)   (8.182). 

       Dr = 0.    h < r 

Dh≠0,Dh+1= ...=Dr = 0. 

     β4 
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 μ 

 
(8.191) 

   

 
              

    

 

,   1, D̂ 1, D̂ 2,..., D̂     1,D1,D2,...,Dn 

   Dr  D (r)
. 

       , ,       
 (8.182). 

     ,     [  —    
  (8.180)]   (8.188) : 

                                                      (8.192) 

       ,  ,   (8.182) 

     , 
   (8.181). 

      . (  ,   β4, 
     βη,     h=0,   

D0=1). 

      .   = 1   (8.192) : DhDh+2 < 0. 

    , . .                  
V(1, D2, ..., Dr)  Dh+1 .   = 2   (8.182) 

  . 
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 9 

     
  

 

 23  

  

 
           

,    , . . 
  ,   

 

S' = S,     ' = - ,     ' = 
-1

 

(  '     Ψ.  

,          
  ,     

   , . . « »  
,    , 

 -  -   
  . 

             

,    . , 
      ,   

   .      

 ,      

 .   . θ.17  
   ,   

 ,   
 . 

 

9.1.    

   

 
       . 
      1.   G      

 (G' = G = G
-1),      

                                          G = I і
,                                                 (9.1) 
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 I —    ,   — 

     : 
        І = І  = І',     І2

 = ,      = = - '.                          (9.2) 

     2.   G    

  ( . . G —    

  Ψ,    (9.1) І =   

                                           G = 
і

.                                                 (9.3) 

    .  1.  

                                                  G=S + iT,                                       (9.4) 

 S   —  .  

                        G  = S-iT         G' = S' + iT.                               (9.5) 

  G  = G' : S = S',  = — ', . . S — 

,   —  . 
      ,   GG =      

  G  G   (9.4Ψ  (9.5Ψ    

 μ 
                                   S

2
 + 

2
 = , ST = S.                                     (9.6) 

        ,  S   . 

        

      .      
      R,  

       
 бk,yk,xl. 

             (9.7) 

         μ 
       .     

  , , , ...       
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(9.8) 

      .  -    А, В, , ... ( -  

  , , , ...),  А( ),   
( Ψ,     (9.7) 

Д  (  9.8)]  v  .     
   .  ,  А —   (  — 

 Ψ,  k = cos φk, vk = sin φk , l = ±1 (k =1, 2, ..., q; 

l = 2q +1, ...,n). 

           S   

       
     . 

 

(9.9) 

 (  si  ti  Ψ.  

 
(9.10) 

     ,   (9.9)  S      

 (9.6Ψ, μ 

 
(9.11) 

  ,     

 
 s2

 — t
2
= 1     
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   (9.10)  (9.11) μ 

 
(9.12) 

. . 

 
 

   (9.13) 

 

 

IK=KI. 

 (9.13)   (9.2). 

     β.   ,  G —  

  ,   ,   
   G .    

 (9.12Ψ      

 
(       (9.12)). 

        (9.12Ψ     (9.13Ψ ,  
  ±,   +. , 

І=  {1,1.....1}
-1

 = , 
   . 

        . 

            μ 
       1.      

   

                                        O = Re
iK

,                                                  (9.14) 

 R —  ,   —  

   

                R = R  = R'
-1

,      K=  = - '.                               (9.15) 

        . ,   (9.14Ψ  . 
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* =   = e
iK

R' 
  

*  = eiK
R'Re

 iK
 = e

2iK
. 

             

       

                                      *  = e
2iK

,                                                (9.16) 

  *  —     
 . (     

  ,     ' =  ,                 
|  е = ±1Ψ.        (9.14Ψ,   

R  (9.10): 

                                          R = Oe
-iK

.                    .                             (9.17) 

 

R*R = e
-iK

O*Oe
iK

 = E, 

. . R —  .   ,  (9.17) ,  
 R       

: R' R = .  , R   
   , ,  

.  (9.17Ψ     (9.14). 

     . 

       μ 
        2.     D   

   (D=D'=
1

D
 ),    

   

                                         D = e
iS

,                                                     (9.18) 

 S —    (S = S = S').  
     .  

                                   D= U+iV     (U=U  ,V=V  ).                        (9.19) 

 

D = U - iV,     D' = U' + iV. 

       D = D'    : 

U=U',     V= V'. 

 , U  V —   .  
      D D  =  : 

                                  U
2
+V

2
 = E,     UV=VU.                                   (9.20) 

           U  V . 

     (   Ψ, : 

                           U= {s1,s2,...,sn}
-1

,     V= {t1,t2,...,tn} 
-1

 .     (9.21) 
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  = = '-1, a sk  tk (k = 1, 2, ..., ) —  . 

    (9.20Ψ μ 
s

2
k + t

2
k=1     (k=1,2,...,n). 

     φk (k = 1,2, ..., ),  

sk = cos φk,     tk = sin φk  (k = 1, 2, ..., ). 

    sk  tk  (9.β1Ψ   (9.19), 

μ 

 
 

                                         S=O{ φ1, φ2,..., φn}O
-1                              (9.22) 

 (9.22) : S = S = S'. 
     .                                                                                     
       ,   μ  
      2.   U     

                                           U = Re
iS

,                                                (9.23) 

 R —  , К S —  

 : 
                   R = R  = R'

-1
,      S = S = S'.                                 (9.24) 

     .   (9.23) : 

                                      U'= e
iS
R'.                                                     (9.25) 

  (9.23Ψ  (9.25),    (9.24): 

U' U =e
iS

R'Re
iS

 = e
2iS

. 

       β    S  
   

                                  U' U = e
2is

,                                                     (9.26) 

  U'   .   

  S ,    R  

                                        R = Ue
-iS

.                                                  (9.27) 

 

                                       R' = e
-iS

 U',                                                (9.28) 

   (9.26), (9.27Ψ  (9.28)  

R' R = e
-iS

 U' Ue
-iS

 = , 

. . R —  . 
     ,  (9.27) R    

  , , R —  . 
 R     , R — 

 .  (9.27Ψ     (9.23). 

     . 
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9.2.     

 
       μ 
      3.  =|| aik || 1 —     

,  

                                            = SO                                                  (9.29) 

 

                                          = S1 1                                                  (9.30) 

 S  S1 —  ,    1 —  
 .   

 
 f ( Ψ, f1 ( Ψ —    . 

         (9.29),     (9.222)  
S   (  1  S1)       

   ,    і '   
. 

       .    (9.29Ψ,  
,      '     

  ,     (9.30). 

          (θ.β9Ψ,  

 = SO,     A' = O
-1

S 

   

                                                    ' = S
 2
.                                      (9.31) 

      ,  ' —   (е ' | = |  |2 ≠ 0), 

  √       (   
   √    ,  

     '    

 0), , ,    
 f( Ψ,  

                                                                  (9.32) 

  (9.32Ψ   

 
   (9.31Ψ , , | S | ≠ 0.   

   (9.29) 

O= S
 -1 , 

 ,     .  
  (9.29) . 
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        (9.29Ψ  S     
,     

 = SO          ' = 
-1

 S, 

  

' = S
2
,     '  = 

-1
S

2
. 

     ,  ' = ' ,  

S
2
 = 

-1
S

2 , 
. .     S

2
= '.     

    S =f(AA'). 

          . 

        ,  μ 
       4.    ,                         

,                

                                          = 
-1

,                                              (9.33) 

   - , . .   
  ,  

                                        = 
-1

.                                               (9.34) 

     .      

  q ( Ψ,  

                                ' = q ( ),       ' = q( ).                                  (9.35) 

  q( Ψ      
 ,         

— .      —  ,  q ( Ψ — 

   1/         . 
      (9.35Ψ,     

.  (9.33) :          

q(B)=T
-1

q(A)T 

   (9.35) 

' = 
-1 ' . 

 

 = ' '-1 
          (9.33Ψ,  : 

                                                ' = '.                                      (9.36) 

              
T=SO     (S= S' =f( '),      O'=O

-1
). 

         (9.36Ψ  '   ,   
 S=f(TT')    . ,   

(9.33ηΨ     SO,   μ 
 = O

-1
S

-1
ASO = O

-1
. 

       . 
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9.3.    
  

 
         . 
        5.      

    . 
       .    -  ,   

    ,    

  . ,    

 S,   : 

                                            S = 
-1

.                                            (9.37) 

           ,   μ 
S = 

-1
 = S' = '

-1 ' '. 

    μ 
                                                VH=H'V,                                          (9.38) 

 V —  ,      

                               ' = — 2iV                                                         (9.39) 

(         

 — 2i). 

        F = ',  ,   
 V   (9.38Ψ   μ 

                                             (9.40) 

 0, 1, ..., -1 —   . 

           
,       0 = 1, 1= ...= -1= 0   

 V  (  V   
  Ψ 
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                                                       (9.41) 

 ,        
 μ 

                                                   = ′.                                            (9.42) 

  (9.39Ψ    μ 
                                           

 2
 = - 2iV.                                             (9.43) 

          V. 

 V2
= ,        

 μ  = α  + V.   (9.43Ψ,   

V
2
 = , μ α2

 + 
2
 = 0, 2α = — 2i.    

,  α = 1,  = - i.  

                                                              T=E-iV.                                (9.44) 

 —    (    
,  ,  (9.43Ψ,  V —  Ψ. 

     (9.43):  

 
. . 

                                                                (9.45) 

      ,   S    

 

(9.46) 

      S   (9.38Ψ  V
2
= ,  

 (9.46Ψ     μ 
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(9.47) 

 (9.47)    S  . 
      ,   —   , = ( ),  

  , V  S     : 
( )

, 

V
( )

  S( )
.  

         μ 

                                (9.48) 

    

 

   H
( )j

    
 S

( )j
.  

 
:   

 
,  

        (9.49) 

                                                  (9.50) 
  μ                

S = J -1
. 

S —     J.  S  

  J       (9.48Ψ,   
 J.       . 

         1.                    
 =|| ik || і   . 

         4, : 
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        2.    

 S =|| sik || і -   , 
   S , . .   

  ,  

                                       S = O S  O
-1                                               (9.51) 

           
і і   

       (9.52) 

  S
( )

   ( . (9.46), (9.47)): 

 
(9.47) 

 

9.4.    

  

 
    ,      

   .      

  μ 
      6.      

. 
     .       
r.       r    

 i1, i2,…,ir;      
  .      

  ,                      
—1,          
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   i1, i2, ..., ir.    r-  

        

 
 α - . 

      ,  

 
       

. , r —  . 

      . 

      7.1°  0 —   

      

  

 
 — 0        

        

       

 
     2°       

   ( . .  е  | = 0.    

 е  | = 0),        
    ,  

   ,  
  . 

       . 1°   '    

 ,    .  ' = — ,   

  —      
 ,       1, 2, ... 

  — 1, — 2, ...      . 
      β°        1 

   ,  2 —  
2
  . .    

       (  = 1, β, ...Ψ.  
,   2,  4, ... -  . 

       d       
 ,    

 ,    ,                           

, 
2
, 

3, ...  
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                                d = 1 +  2 +  3 + ...                                         (9.54) 

       θ    —  , a  

d= -r,   d    ,    .   

     d3, d5, ...  
3, 5

, ...,      
   .    

d1 = d, d3, d5, ...      . 

      ,         

       <     

  (  Ψ,   ≥m —   
 .     

 , 3
, ...,   ,    

 
 (9.55) 

 (9.54)  (9.55Ψ  ,    d1 = d, d3, d5, ... 

     ,  ,  2, 4, ... -  

.   

        . 

       8.      
   ,  

  1°, β°  . 
      .      

   2 : 

                                           (9.56) 

     (  — 0)   (  + 0) ;              
 = 

( )
,  = 

( )
. 

         ,   

 
 , . .     

 
 

 

                                                      (9.57) 
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 W —  ,      
 

                                           '  = - 2iW.                                           (9.58) 

  W    ,   : 

 
 (9.57Ψ   μ 

 
(9.59) 

             
   (9.59Ψ,     

   : 

 
(9.60) 

      —  = 0,     —     

 ,     X=0. 

     (9.60Ψ μ W11=W22=0 (  
0≠0  1Ψ  4Ψ,  ,    .  
0=0    ,     

Ψ.       , ,   
    η,    

,  

                                            (9.61) 
  

VH- H' V =0. 

    W ,  

W21 = А′12 = V. 

     3).  
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 , 

                                                      (9.62) 

 ,    ,  (9.58Ψ , 
 : 

                                                           (9.63) 
  

                                                   (9.64) 
,      

 

 
(9.65) 

(     (9.57), (9.62Ψ   [V
(2p)

]
2
=E

(2p)
. 

    

) 

  J
0

(pp)
  V(2p)

     

(9.56Ψ  (9.62Ψ, μ 

 
(9.66) 

 

. . 
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(9.67) 

 

        q-   
(q)

, 

    q
,  q —  . 

,       
 

                                      (9.68) 

         ,  

     ,   

 ,  - 1.  
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                                                                (9.69) 

    μ 

                                                         (9.70) 

                          

                                           '  = - 2iW1                                           (9.71) 

    ,   

 
  (9.70Ψ.     W1,   

(9.71),   ,  

                           (9.72) 

 
(9.73) 

  , μ 

(9.74) 

 

    ,  

   7μ 

(9.75) 

(   1, 2, ...,      .  ,  
    v   , . .                               

     ). 
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                            (9.76) 

   (9.75). 

     . 

    .    

  -   , 

    ,   (9.76), 

(9.67), (9.74), . .   ( )  
 ,  

                                                                (9.77) 

    З .   —   , 
       

 
(φj –  ). 

       ,   (9.76)  j = 1   qk = 1,  

     

 
 

9.5.    
  

 
       ,      

  . 
      9.1.  0 ( 0

2≠1) —   

       

   

 

  -        

      

 ,    0: 

 
     2.  0=±1     

 ,     ,  
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    0,  
  . 

      . 1.       
    

-1
    (  — 0)

f
 

   (  — 0
-1

)
 f 

.
 
(  

  

 

 
 ,            -1

 

   Ψ.   ,  

  '        .   

  '= -1
      . 

     2. ,   1    

 ,   —1    (|  - | = 0, |  + | ≠ 0Ψ.  
  ,       

 .     

                                   = (  - ) (  + )-1
.                                  (9.78) 

          ,  ' = — , . . 
  —  .   (9.78) 

 , : 

 = (  - ) (  + ) -1
. 

( ,   (9.78) : + = 2(  + )-1 , ,   

|E+ |= 2 |  + |
-1 ≠ 0). 

  

 
  

 
,                    =П(K)   

       .    
                      

(  — l)
2

    ,      
   

2
    ( .  7Ψ. 

     ,       
 — 1,      +1,   

       
— . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 272 

         ,    
    +1  

  — 1.   ( Ψ  

  .     , 
    ( Ψ   

 
      g ( Ψ  <  [  —  ( Ψ],  

 g (1Ψ = 1,     — 1     
  ,  :                                                                               

                                     P = g(O).                                                   (9.79) 

(    (3.86) 

 
,  P=Z11). 

   ,   [g ( Ψ]2
       

  ,    g ( Ψ.  

                                 (9.80) 
. .  —   . 

        h ( Ψ   Q  

                                        h ( Ψ = (  -l)g( ),                                           (9.81) 

                           Q = С ( ) = (  - ) .                                       (9.82) 

      

 
 

      ,     ( Ψ 
 .  : 

 
. . Q —      1.  

 (9.82) : 

                                                  Q' = (O'-E)P.                                   (9.83) 

(  ,   , , Q, ', '= -1
 

     ,     

  ). 

       

                                 R = Q (Q' + 2 ).                                             (9.84) 

 (9.80), (9.82Ψ  (9.83) : 
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                                 R = QQ' + 2Q=( - ') . 
    R ,  R -   

. 
  ,  (9.84)          

                          R
k
 = Q

k
 (Q' + 2 )

 k
       (k =1,2,...).                           (9.85) 

 Q ',   Q -   , , 

| Q ' + 2  е ≠ 0. 
  (9.85) ,    k  R

k
  Qk

  
    . 

       k   R
k
    

   . ,    

Q, Q
3
, Q

5… 

  . 
      ,     Q , 

  . 9.β0   ,   ,  
    Q   

2
 

   .     
2

  Q    (  — l)
2

  

  . (  h(1)=0, С′(1)≠0,      
   Q=h( )    (  — l)

2
  , 

 ,    2
).  

,         

(  — l)
2

    . 

         (  + ХΨ2
 

 ,       - . 
       ,   . 

         . 
         10.     

           (9.86) 

      
  . (  (   )   j 

  ±1.       , v, w  
 .      

   ).                                
     .   j - ,    j  

(j = 1,2, ..., )   
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   « »   

( .  Ψ 

 
     

 
       —  ,            

 =                                     
  

 
      (  — )    

   ( - )    . (    

,   f( Ψ =  μ f ' ( Ψ =  ≠ 0   Ψ. 
   

 
(9.87) 

      (9.86). 

      . 

       4, λ  10  

     .  ( )    
 -   ,  

 , . .    
 1,  

                                                                    (9.88) 

    .        

  ,    

     .   

 

 23 

    

 
             

 .      

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 275 

(«  »Ψ       

 («  »Ψ. 
 

9.6.   

 
        . 
       1.      

 

 = || aik ||       (i = 1,2, ..., ;k= 1,2, ..., ) 
    ( : ≥0Ψ  

 ( : >0Ψ,      
 (  ): aik≥0 

(  > 0Ψ. 
       2.   =||aik|| 1  

,       1,β, ...,   
   (   Ψ i1 i2, ..., i ; k1, k2, 

...,kv (  + v = ) 

 
          . 

      =||aik|| 1   
        
  . 

             
 μ 

      2'.  =||aik|| 1  ,  
        

 
 

   D —  .      
 . 

        =||aik|| 1    А              

-    R   1, 2, ..., . 

       
 , . .    1, 2,...,     

 
  (j1, j2, ...,j ) —    1, β, ..., .   

       Ã= 
-1

 (   
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 276 

          
 ,      ). 

       v-     R   
    R    

 
 (1 ≤ k1 < k2 < ... < kv ≤ ).    1, 2,...,   R 

 
v

 v-   .  

        μ 
          2".  =||aik|| 1     

    ,      А 

 v-      v < . 

        μ 
       1.  ≥0 —     —  

 ,  

                                       (  + ) -1
>0.                                             (9.87) 

       .     , 
    ( ) ≥ 0 ( ≠ 0Ψ    

(  + ) -1
>0. 

(            
   .         

     ,     
=||aik|| 1    Ψ. 

         ,    , 
   ≥ 0  ≠ 0  г = (  + )     

 ,   .  .   
  z        (     

,  z = +   ≥ 0;    
      гΨ.  
  ,  ,     z 

  

 
    v      .  

(         z    

(        zΨ  Ψ. 
       

 
 μ 
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21  = 0. 

  > 0,   : 

21 = 0. 

     . 
     ,  .  

         : 
q
 = ||a

(q)
ik|| 1, (q = 1, 2, ... ). 

    

     .  ≥0 —  ,    
  (1 ≤) i, k (≤ )     q 

,  

                                                 a
(q)

ik >0.                                            (9.88) 

   q      

                                             
1, ,

, .

q m Т k
q m Т k
   

  
                    (9.89) 

  —    ( )  . 
     ,   r( )    (X + 1)

-1
  

( Ψ.    (9.87) r( )>0.    r ( Ψ  ,   

  ,     (1 ≤) i, k (≤ Ψ  

      

 
  .  ik = 0  Т≠k, Ш     

 (9.89).   (  i=k)  

,   r( ) >0   r( ) >0.  

(      
     Ψ. 

    .     ,    

(9.87)     — 1   — 1,   —  
   . 
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9.7.    

  

 
     1.   1λ07 .    ( . .  

    Ψ  

. 
        1 ( ).   =||aik|| 1  

      
 r,      

       
. Э  « »   r 

   г = (z1, z2, ..., zn)    
  zі > 0 (i = 1, 2, ..., ). 

(   r    ,  
  r,   ,   

   .     
  z   ,    . 

  z  ±1      

.      ( ) z = (z1, z2, 

..., zn)    (    1ΨΨ. 
           

 .    , 

     
. 

       2 ( ).   

 =||aik|| 1     
 r,      

.       
  r. « »   r 

   г   

. 
         С   0= r, 1, ..., h-1, 

   r,          

  

                                   
 h
 - r

h
 = 0,                                                          (9.90) 

      0, 1, ..., h-1 

 =||aik|| 1,      

  - ,        
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    С > 1     
    « » : 

 
 (9.91) 

     . 
             

,      . 

    . 
       μ 

C≤D  D≥C, 
   D —     

  ×  

C = || cik ||,    D = || dik ||        (i = 1, 2, ..., ; k = 1, 2, ..., n), 

      ,  

                   cik≤Нik      (i= 1, 2, ..., ; k = 1, 2, ..., ).                         (9.92) 

        (9.92Ψ    ,  
  μ 

 < D      D > . 
     , ≥0 ( >0Ψ ,      

 (  ). 

     ,  
+
    ЦШН , . . , 

 ,        
. 

     2.   .   
   = (x1, 2, ..., )≥ 0 (  ≠0) μ 

 
        i, 
  і = 0. , r  ≥ 0  r      

  ρ,      

ρ  ≤Ax. 

     ,   r      
r    г ≥0: 
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                                       (9.93) 

        r  ,     ≥0(x≠0Ψ  
 >0  r   .     

 r      ,  

  ,   

 
        r      ,  

    .   r  

   « »  > 0,      

,      ,   

.        N, 

      

 = (  + ) -1
        (   ). 

     N,   ,       
 1   . 

        ,     

r  ≤  

 (  + ) -1
 > 0, : 

 
    ,    r , : 

r ≤ r  . 

         r      
  N,     

.     N  r  

        
  z > 0. 

     z≥0,   

                                             r  = r,                                                   (9.94) 

   . 

     , μ 1Ψ   (9.93)  r 

        

2)    г    

       r, 

. . 
                               r > 0,   z > 0,   Az = rz.                                       (9.95) 

    ,  
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  r  >0,        

    . ,  r > 0,   r≥ r . 

,  

                                         = (  + A) -1
 z.                                         (9.96) 

   1 >0.  ,  Az — rz ≠ 0.   

 (9.87), (9.94Ψ  (9.96)  μ 

 
      r,   

      — (r + Ψ  > 0   

  > 0, . . rx ≥ r +  > r. , Az = rz.   

 
 : z > 0. 

      ,       
 r.  

                                    = α    ( ≠0).                                             (9.97) 

         (9.97), 

: 

                                                    еαев+≤Aв+
.                                     (9.98) 

 

| α | ≤ ry+ ≤ r. 

     ,    r  

-    : 

 = r    (  ≠0). 

,   (9.97Ψ  (9.98) α=r, ,  +
 — 

  , , 
+>0, . .  = ( 1, 2, ..., ),  

yі ≠0 (r = 1, 2, ..., ).  ,    r 

    ,    
      г  z1  

      d ,                
=cz+dz1   ,     . 

          
   — : 
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 ∆( Ψ —    ,  ik( Ψ — 

   ki — ki   ∆( Ψ.  

,    r  (    
Ψ     z = (z 1, z2,..., zn),  z1 >0, 

z2 > 0,..., z  > 0, ,   (r) ≠0       

  (rΨ        .   

       (r), ,  
      

  '.      
   ,   ik (r) (i, k = 1,2, ..., )  

     .  

 
. . ∆'(r)≠0  r —     

∆( )=0.  

       r —    ∆( )=  + ...,  ∆( ) 

   = r.  ∆' (r) > 0   = 1, . . 
                               ik (r)>0   (і, k = 1,2, ..., ).                               (9.99) 

   γ.       ,  
  μ 

     2.  =||aik|| 1   =|| ik|| 1 —    
     ,   —    

                                                  
+≤ ,                                              (9.100) 

(  —  ,  ≥0Ψ,    
       
  r      

                                                |  |≤r.                                               (9.101) 

        (9.101)        

    ,  

                                             = e
іφ

DAD
-1                                         (9.102) 

  

 
 a D —  ,      

   (D+
 = ). 

      .      
 ,    : 

                                            =    (  ≠0).                                     (9.102) 

      (9.100Ψ  (9.103) : 

                                                  |  |
+≤ + +≤ +

.                             (9.104) 
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         е  |= r.     (9.104) 

,  +
 —      , 

, 
+
 >0  +

 —      
  r.   (9.104Ψ  

 

                                                       (9.105) 

   (9.100) 

                                           
+
 = .                                                  (9.106) 

      = ( l, 2, ..., ),  

 
       D  

 
 

y = Dy
+
. 

      (9.103Ψ     = re
іφ,  

μ 
                                                Fy

+
=ry

+
,                                          (9.107) 

 

                                                 F=e
-іφ

D
-1

CD.                                   (9.108) 

 (9.105)  (9.107), : 

                                    Fy
+
 = C

+
y

+
 = 

+
.                                        (9.109) 

   (9.108Ψ  (9.106) 

F
+
 = 

+
 = . 

  (9.109) : 

F +
 = F

+ +
. 

 +
>0,        ,  

F = F
+
, 

. . 

e
-іφ

D
-1

CD = A. 

 

 = e
іφ

DAD
-1

. 

      . 

      4.         
   ≥0,   h  

     r. 
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    ,     =   = k   k = 0, 1, ..., h — 1 

 μ 

                                                                   (9.110) 

 Dk—    Dk
+
 = . 

       г —     , 

    r: 

                                       Az = rz   (z > 0).                                          (9.111) 

,  

                                                             (9.112) 

 (9.111Ψ  (9.112Ψ μ 

                        (9.113) 

  ,   

 
  (9.112),     

    0, 1, ..., h-1. 

      (9.110) ,    0=r,     

  1, ..., h-1    . 

   
k

,  ,   Dk                        

(k=0,1,...,h — 1)      . 
    D0,D1, ..., Dh-1   

       

.  D0=E   

     ,  (9.110) : 

 
        ,   

 
    ,  

  re
i(φУ±φk)

. 

     ei(φУ±φk)
      e

iφi,   DjDk
±1—  

  Dl, . .   (0 ≤ Ψ l1, l2 (≤ h — 1) 
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 ,   

 
    D0,D1, ..., Dh-1  

      . 
       ,    h  

, h-       . 

 —  h-    .   
  h       φ0 = 0 < φ1 < φ2 < 

... < φ h-1  < βπ,  

 
 

               (9.114) 

                                         (9.115) 

 0, 1, ..., h-1      (9.90).       

   (9.114Ψ   (     
    D0,D1, ..., 

Dh-1): 

                    Dk = D
k
   (D = D1; k = 0,l,...,h-1).                                (9.116) 

  (9.110Ψ   (  k = 1): 

                                                                  (9.117) 

 ,       

 
   , , ,    

       

 
 

    . (  h    , 

  ,      h 

     r.  ,  

(9.117) ,      
   (  h   )    
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  .      

  (9.90): 0, 1, ..., h-1). 

       
D

h
=E, 

     D —  h-    

.     (    D)  
 ,   D    

: 

                                          (9.118) 

 0, 1, ..., s-1 —  ,  

 
 (  — ;  = 0, 1, ..., s — 1; 0 = 0 < 1 < ... < s-1 < h). 

,  s≤h. 

         [    (9.118)] 

                                                    (9.119) 
  (9.117Ψ    

                      (9.120) 

     q  

 
 

  Apq= 0. 

     =1.    12, 13, ..., A1s   
   ,      

 
  .     1 = 1.  

 
 

12= 13= ...= A1s=0.   (9.120)  = β,  ,               
2 = 2   21= 22= 24= ...= A2s=0  . .   : 
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  1 = 1, 2 = 2, ..., s-1= s — 1.     = s   

  (9.120)   

 
       

 
 

  ,  s=h  q=1 , , As2 =...= Ass = 0. 

 , 

 
     (9.91). 

         . 

      η.      . 

       З  1.      
 ,     ≥0,  

   r,   
B( )   = r : 

                                                  ( r)>0,                                           (9.121) 

. . 

                                   Bik (r)>0   (i,k= 1, 2, ..., ),                                (9.122) 

 Bik(r) —    r ki — aki  
 е rE -  |. 

           

 
 Dn-1( Ψ —    (   

 Ψ   Bik( ) (i,k= 1, 2, ..., ).  
  (9.122) ,  Dn-1(r)≠0.    D -1( Ψ 

  ,   r. (Dn-1( Ψ 
    Dn ( Ψ = е  - е). 
   Dn-1 ( Ψ  ,  ,  

 r.  Dn-1 (r) > 0,     (9.121Ψ μ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 288 

                                                         (9.123) 

(     ,      

 ( Ψ > 0,  ( Ψ > 0    ≥ r). 

    З  2.   (9.122)    

     r. 

        

 
     A≥0 

                                         s≤r≤S,                                                   (9.124) 

       r     

 s = S, . .   «  » s1, s2, ..., sn   
. 

      ,     

  

 
         

  . : 

 
        (9.122)   (9.124). 

     З  3.   A≥0     

    . 
,      

z>0,     r, 

      ≥0 (   

 z)    αμ 
 = α    (  ≠0;  ≥0). 

 r —                   

| λ  — | = 0,  

α≠r. 
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  '  λ= r. 

'  = r    ( > 0). 

 (   = ( 1, 2, ..., )   = ( 1, 2, ..., Ψ,   ( , )  
 «  » 

 
  ( , ' ) = ' '   ( , ) = ( )'  = ' ' ) 

r ( , ) = ( , ' ) = ( , ) = α( ); 

,  α≠r, 

( , ) = 0, 

     > 0, ≥ 0, ≠ 0. 

      З  4.      
     

 r   A≥ 0: 

 
 rx —     ρ,      

ρ ≤ .  ,   

 
  

 
      ≥0 ( ≠0) 

 r      ,  
 

≥ , 
. . :  

                                                                     
 ,    i    xі = 0,  

(Ax)i ≠0,    r  = +∞. 

        ,     r , ,  
 r

     r   
 v > 0. 

    ,   r ,    

                                            (9.125) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 290 

   r,   v≥0 (v ≠ 0Ψ,     
,        = r. 

, 

 
,    ≥    .  

  1 

                      (9.126) 

 

 

u = (E + A)
n-1

v >0, 

 μ 

 
, ,     > 0 

 
    r . ,  

Av = r v. 

  

 
   > 0  v > 0. 

       γ      

r = r 

 ,     r  μ 

                               (9.127) 

 

 ,        
    = r. 

    r   

                       (9.128) 

    З  5.   (9.127)      
      

 ≥ 0,    
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rz≤Az,   z≥0,   г ≠0 

 

rz ≥ Az,   г ≥ 0,   г ≠0 

 : 

Az = rz,   z > 0. 

 

6.8.   

 
      1.       

       
  . ,   

  ≥0      
      

  

                                  (9.129) 
        

       . 
          =|| aik || 1

 
 

 μ 
       3.   =||aik|| 1   

   r ,    
      r. Э  

« »   r  

   

 = r    (  ≥ 0,  ≠ 0). 

       .        

(9.129Ψ.   r
(m)

  (m)
   

        

 (       

 = ( 1, 2, ..., ),   )  

 μ 

(9.130) 
  (9.129) ,    

lim r
(m)

 = r, 

 r —    .  ,  r(m)
 > 0  

r
(m)

 >  е 0
(m)

 е,  0
(m)

 —       

(  = 1, 2, ...),   : 
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                                                       r≥0,   r≥ е 0|,                                (9.131) 

 0 —     .   
     (9.121) 

                                               (r) ≥0.                                                   (9.132) 

     ,     
 (m) (  = 1, β, ...Ψ    

( )
(  = 1, 2, ...),     ( , 

,   )  .     

   (9.130Ψ,     
 (  = 1,β, ...Ψ.  : 

Ay = ry   (в≥ 0,  ≠0). 

      . 

     З .    (9.129)  (9.124) 

.        
 .  ,    (9.124) 

   ,     . 

      β.        
 μ 

1°  =||aik|| 1 —     
  r,  

                      (9.133) 

,  >r ≥ 0   

                                                 (9.134) 

, , 

                                   (9.135) 

β°  =||aik|| 1 —     
  r,  ( Ψ  ( Ψ —    

  ,  

                             ( Ψ ≥ 0,   ( Ψ ≥0   ≥r.                                  (9.136) 

  
 

 

                          ∆ ( Ψ >0,  ( Ψ >0   > r,                                  (9.137) 

    (9.133Ψ    (6.136).                
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    γ°  =||aik|| 1 —     
  r, , 

                     (9.138) 

                               ( ) >0,   ( Ψ >0  ≥ r                                (9.139) 

     ,     1,   
  ≥0   (9.134Ψ  (9.135Ψ  

  .   ( ) >0,   ( Ψ >0  > r. ,  
   . 9.7,     (r) > 0,  (r) > 0. 

,   (6.139). 

     4°    r'   

 (  < )   =||aik|| 1  
    r  : 

                                                             r ≤ r.                                     (9.140) 

    ( —1)-   r'<r,   
  ∆( Ψ=е  — |   

                           ∆ ( Ψ < 0       r ' <  < r.                                    (9.141) 

  —  ,   (9.140)    

. 
        —  ,       

   (9.140)    . 

      ,    r' —  

   1=||aik||
-1

i,k-1,   
  ∆1( Ψ = ( Ψ.  (r

1
) = 0   

     (9.139) ( Ψ>0  ≥r. 

, r'<r.      

    (9.140). 

       r'< <r. ,   ∆( Ψ   
    , : 

                      (9.142) 
 (1)

 ik ( Ψ —    ik — aik  
 ∆1( Ψ =  ( Ψ (i,k= 1, 2, ...,  - 1Ψ.    

 (9.142Ψ  ∆1( Ψμ 

                     (9.143) 

        (9.133Ψ   , ,  
  > r'    —     (9.143)  

,   —  . ,  
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∆( Ψ/∆1( Ψ    >r'.     

  r'< <r,  ∆ (r) = 0.  ∆1 ( Ψ > 0   > r'. 

,    (9.141). 

        (9.140Ψ    
(  — 1)-  .     — 1   — 2,              

 — 2  — γ  . .     (9.140) 

(   =    Ψ    
 . 

        —  ,      
    

 
  r        

    D.  4° . 

      4°  

     η°  ≥ 0     

 
-        (   

),      « »  

 ,  ,     (  - 1)-   

11( ), 22( ),..., ( ). 

 4°  η° : 

       θ°  ≥ 0         
,      

іі(r) ≥0       (і=1,2, ..., ) 
   . 

 4°   

     7°  r —                 
≥ 0,     > r     

  ≡  —  : 

 
(9.144)  
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     , ,  ,   (9.144) :              

 > r. , 

 
 Sk —     k-   

  ≡ -  (k = 1,2, ..., ). ,   
       

  ,    ≥0 

∆(  + ) ≠0, 

. .   ≥       
. , 

r < . 
     ,  (9.144Ψ   

     ,     

       . 
    (9.144)   . 

      -       

 . (  ,  , , 
       

        — ,   — 

 ,   —  ). . . 
 ,    ,    

 ,     
     . 

       3 ( ).     G =||gik|| 1  

       

                                       gik≤0   (Т≠k;Т,k= 1,2, ..., ),                           (9.145) 

     

       (9.146) 

     G : 

 
     .     

   .   = β   ,   
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: g22 > 0.       < ; 

    G =||gik|| 1.    
  

 
 (9.145Ψ  (9.146) : 

                                       tik≤0   (Т≠k;Т,k= 1,2, ..., ) 
  ,    =||tik|| 2  , 

: 

 
(9.147)  

   (9.146) ,     
  =||tik|| 2 : 

 
     ,  (  — 1)-   =||tik|| 2  

 .       

   : 

 
   (9.147) ,      

 G,   μ 

 
(9.148)  

       (1 <Ψ i1 < i2 < ... < in-2 (≤ nΨ  
  (  — 1)-  : 

                          
(9.149)  

       (9.148) 

: 

 
   : 
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   (9.149Ψ   — 1.   

       
;  , 

 
(9.150)  

 ,       ≤ n — 2  G 

. 

       (9.150) g22 > 0,       

   ,   
 Р22 (   g11,  ): 

 
   *=||t*ik|| ,      

 ,   ,   

(9.148): 

 
(9.151)  

           G = || gik || 1   

 ,    ,               
≤ n — β,    (9.148), (9.150Ψ  (9.151) ,   

    .  . 

          (9.144Ψ   
      

μ 
      4.         

   r   = || ik || 1 ≥0, 
r< , 

  ,       
     

≡ -   : 
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(9.152) 

        .                      

= || cik  || 1    .   
  > 0   = + ≥0.   i                   

(i = 1, 2, ..., )        

μ 

 
  r     

.       

 i +  (i= 1,2, ..., ),  

  +  = r. 

    r <       < 0  
,         

  .   (9.152Ψ  
 — = - ,    (  = - , A≥0,  

   (     + =r,   
    

   :  =  (  ≥0,  ≠ 0)): 

       5.       =||cik|| 1  

   

cik≥0     (Т≠k; Т,k= 1,2, ..., ) 
      

,   ,    

      (9.153) 

        —    
,  ≥0 (  ≠ 0) —  ,    

     r 

(  ≥0 ,     

).     η .9.7   
i  j (1≤ i , j≤ ) ,    
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                               (Ax)і > rxі      (Ax)j < rxj.                                  (9.154) 

        —      
  r,    (9.154Ψ  

    .    
 ≥0   i  j (1≤ i , k≤ Ψ,   

                                             (Ax)і ≥ rxі      (Ax)j ≤ rxj.                        (9.155) 

          (9.155)     
   ≥0,      

     . 
      (9.155)    μ 
      6.      

      .  
 ,   —  . 

         . 

       6'.        1  
   r  r1,   

 A ≤ 1 (  ≠ 1)   r≤r1.    — 

 ,  r < r1. 

     .   —  .  1 — 

  .      
 1    r1: 

1  = r1    (  > 0). 

 

                              (r1- r)  =  - r  + ( 1 - ) .                             (9.156) 

 ( 1 — ) ≥0. ,       
     r,    (9.154Ψ  

  i (1≤ i ≤ ) 

(r1- r) і ≥ ( )i – rxі > 0, 

 r1 — r > 0, . . r < r1. 

       —      
  r,  — r  = 0,     

 i [( 1 — ) ] i  > 0,    (9.156) : 

(r1- r) і = ( і - ) і > 0, 

. .  r < r1. 

             
ε =  +   1ε = 1 + B,   > 0,  > 0.  ε≤ 1ε  1ε > 0. 

 rε < r1ε,  rε   r1ε —   
  ε  1ε.    →0  ε  1ε   

   1,   rε < r1ε —   r≤ r1. 

      . 
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9.9.     

 
         =||aik|| 1. 

       

                                                                  (9.157) 
 , D —  . 

    -      D ,     
  ,  (9.157Ψ,      

 

 
 

     -    , L,  ,    
 .       

     μ 

                                                   (9.159) 
   -   . 

       i (1 ≤ i ≤ s)   , 

 

Aik = 0     (k= 1,2, ..., і- l, i+ 1, ..., s). 

     (9.159Ψ   
        

,       
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         (9.160) 

 1, 2,…,As—  ,     

 
        . 

      (9.160Ψ      

 . 
       ,       

      . (   

 ,      

 g  .  ,    
   s — g  ,  

  ).     
 А,     -   

 R.      (9.160) 

   R   
 

                            R = R1 + R 2 + ... + Rg + Rg+1 + ... + Rs;                  (9.161) 

   Rs, Rs-1+Rs, Rs-2+Rs-1+Rs, ... —  

    А,   
        

  . 
    ,      (9.160Ψ   

   ,    
 R   μ  

                    (9.162) 

    ,    

  (9.161Ψ  (9.162)     
. 
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       t    

  Rk      Rk+1,…Rs...  t  

   Rk,      t  

 « »   —  t                 

Rk + Rk+1 + ... + Rs. , t    Rk,     

   t + Rk+1 +…+Rs   
                               

Rk + Rk+1 + ... + Rs  Rk+1 + ... + Rs.  Rk   t,              

Rk —  .    
   Rk       Rs. 

 ,      (9.161Ψ  (9.162):  

Rs ≡ t 

         t-1.   

    Rl (l< s),       

Rl+1 + ... ... + Rs.    t-1+ t  

   Rl +Rl+1 + ... ... + Rs,      
     

  t  t-1+ t.  t-1  Rl.  ,            

t-1≡ Rl,     t-1+ Rl+1 + ... + Rs   
    

Rl+Rl+1+...+Rs  Rl+1 + ... + Rs.  t-1≡ Rl  ,  Rl + Rs — 

 .  Rl     
Rs-1    μ 

 
       ,       , 

 s = t    (9.161Ψ  (9.162Ψ     
 .        

    . 
         ,   Р  s 

      . 
(    g= s= 1). 

        ,  μ 
      7.    r   
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≥0        
   ,     (9.159)  :  

1°    1, 2, .. .,Ag   r  
   (  Р<s) 2°                  

Ag+1 ..., As    . 

       . 1.    

 r     г > 0.  
      (9.160Ψ   г  

  z
k
 (k = 1, 2, ..., s).   

                                       Az = rz     (z>0)                                          (9.163) 

   μ 
                                      Aіz

і
=rzi     (і= 1, 2, ...,g),                                 (9.164) 

                            (9.165) 

 (9.164) ,   r    

   1, 2, ..., Ag.  (9.165) : 

                        (9.166) 

       rj    

 Aj (j = g + 1, …, s)...  Д . (9.128)]  (9.166) : 

 
  ,  rj= r    

(9.166) ( .  η . 9.7Ψ.  

                                  rj < r     (j = g+1,...,s).                                   (9.167) 

     β.   ,     

 Ai (i = 1, 2, ..., g)  r,    Aj (j = g + 1, ..., s)  
  (9.167Ψ. ,    (9.163) 

  (9.164), (9.165Ψ,    (9.164)  

   z
і
  і (i = 1,2, ..., g). 

   (9.165Ψ   z
j
 (j= g + 1, ...,s): 

                   (9.168) 
 Ej —     ,    Aj 

(j = g + 1, ... ...,s). 

   rj < r (j = g + 1, ..., s),  Д . (9.138)] 

                                    (rEj - Aj)
-1

 > 0     (j=g+l,...,s).                         (9.169) 

      ,     (9.168) 

 z
g +1

, ... ..., z
s
 .  ,     j   
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(Р + 1≤j ≤ s)    z
1
, z

2
, ..., z

j-1
 : z

j
>0. 

,    

 
    (9.169Ψ    (9.168Ψ μ 

z
j
 > 0. 

 ,    

 
          

 r.  . 

            ≥0, 
      '   

,      

  . 
       7'.    r 

 ≥0     
      

  '       ,  
        

  

                                         A = {Al,A2,...,As},                                      (9.170)  

 1, 2, ..., As —  ,    

  r    . 

      .     '   

    = r.    7   
    (9.159Ψ,   1, 2, ..., Ag 

    r  (  g<s)  

Ag+1,...,As     < r.  
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      : 

                                   (9.171) 

  A's, A's-1..., '1 ,    (9.171) 

      , 
        

.        A's. 

    '   
  ,    

  A's   r.     g = s. 

     (9.159Ψ   (9.170). 

   , ,   (9.170Ψ   ,   

                                      A' = {A'1, A'2,...,A's}.                                     (9.172) 

  (9.170Ψ  (9.172)     ,  
   '      

   r. 

       . 

      .     r 

 ≥0      

      ',   — 

 . 
    , ,     

,     ,    
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 . 
 

9.10.     

 
     . 

      3.    ≥0   h 

  1,  2, ..., h      
r ( 1 = | 2 | =  ... = | h | = r Ψ,       
h=1    h>1.  h   

  . 
       h  ,   

   

 
,    С     

 

                       — 1, 1 — 2, ..., t-1 — t.                                       (9.173) 

     ,        
  -         

(βπ)/h    = 0.   ∆( Ψ   

   g( )   

 
 ,  h —    (9.173). , h 

    d  ,   
       (βπ)/d,    

 h < d.  

          μ 
      8.  ≥0        

 ,      : 

                                                >0    ( ≥1Ψ.                                              (9.174) 

     .  >0,    ,    

      . , 
    h=1,       

    h (> 1Ψ   1, 2, .. ., h  
  r ,    . 

     , , ,   —  . 
     (γ.λ4Ψ  γ  
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                                         (9.175) 

 

 
-    

 
a ( Ψ —    ( Ψ = (  — )

-1
( ).  

    : 

                                (9.176) 

  (9.175Ψ   

 
     (9.176) 

 
  ,  (rΨ  '(r) > 0   (9.176Ψ.  

                                                                      (9.177) 

, ,    ,    

(9.171). 

     . 

    З .       >0,   >0   

 > ,        . 
     .       

 . 

          = ,     

 (9.171),    ,  

      : 
 ≤ β 2

 – 2 . 

   (  Ψ,     

                                            ≤ β 2
 – 2  + 2,                                 (9.178) 

   .     
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    (9.178Ψ   

  ,   . 

      .   —  ,     (  
 )  Т, k    

  i, i1, i2, ..., is, k(s≥ 0),  

1 1 2
0, 0,..., 0.

sii i i i ka a a    

    ,        i  k. 

 s + 1   . ,   , 
   i  k,    . 

          s≥0 ,   

 
 

 
      ,     

   .      . 
         (9.178). 

       lі    ,    

   і  i (i = 1,2, ..., Ψ,   

 
(l     ,   

 l
    ). 

        

                                12 >0, 23 >0,…, l1 >0.                                    (9.179) 

   
l
    l  

μ 
                                 (l)11 >0, 

(l)
23 >0,…, (l)

l l >0.                            (9.180) 

        і.  ,  

     і  -    1, β, ..., l, , 
, ,    — l.   (9.179)    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 309 

    1,2,.., l       — l. 

   

i, i1, i2, ..., i - l -1, j, 

  1 ≤ У ≤l. 

          k (   
  iΨ.    l

,    8, 
 ,     ,    

 — l,    
l
  j  k.   (9.180)    

    j       — l. 

   

j, j1, j2,…,jn-2,k... 

, 

 
 

 
 

 
, 

 
   і, k  

 
  

 
 ,  l ≤  — 1. ,                 

l =       l    μ 

 
. . .  , 

≤ (  - 2) (  - 1) +  = 
2
 – 2  + 2, 

   . 

         μ 
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       9.  A≥ 0 —     
 q

   ,   q
  

, . .   q
   

   

                                           
q
 =д 1, 2,..., Ad },                                  (9.181) 

 1, 2, ..., Ad —  . Э    
      .   
 d      q  С,  С —  

  .  
     .     ,  

     
 r        '. 

         
  q

  ( q
)'    =r

q
. 

,    q
  7',   (  

  Ψ     (9.181Ψ,               
1, 2, ..., Ad —        

   r
q
.     h 

     r: 

 
   q

  h    

  

 
  d   r

q
.    ,  d — 

    q  h.  . 

         q=h,        

.    —     
 С,   Ah

   С 
 ,        

 . 
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 10 

    

 
 25 

  

 
10.1.     

            

                                         S1,S2,...,Sn                                               (10.1) 

    

t0, t1, t2 … 

               

       (10.1Ψ,  pij  
     Sj    tk, 

 ,      tk-1  
   Si (i, j = 1,2, ..., ; k =1,2,...).   

,    pіУ (i, j =1,2,... ..., )  
   k (    tk). 

        

P=|| pіУ ||
n 

1 

,  ,        

 .   ,  

                         (10.2) 

    .   P=||pіУ||
n

1  
,        

     , . .   
 (10.2Ψ (     

   ). 
       ,       

    , ,  
       

     .  
      
 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

file://n
file://n
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.         

 . 
        

.     ,   
    1   

  г = (1, 1, ... ..., 1Ψ.  , ,  , 

  ≥0,    (1, 1, ..., 1Ψ  
  1,  .   

     

 ,    
         

,          

.  ,  : 

1°   ≥0     
 ,      (1, 1, ..., 1)  

  1.   1  

   . 
         =||aik|| 1,  

    r> 0  
           

z = (z1, z2, ..., zn) > 0: 

                                         (10.3) 

          Г = дгl, z2, ..., zn)  
 =|| ij|| 1 

 
 

 
   (10.3) 

 
 , 

     β°   ≥0,   

   r > 0   

     г = (z1, z2, ..., zn) > 0, 
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    r    

: 

                               (10.4) 

(  β°     r = 0,     ≥0, z > 0  

 = 0). 

         ( .  7Ψ 
   ,   
    =r.  (10.4) 

        
 . 

       μ 
     10.   1  

      
 . 

      .     =||pіУ|| 1  

 (9.159) : 

 
 1, 2, ..., As —    

Af1 + Af2+ ...+ Af, f-1 ≠0       (f=g+l,...,s). 

 1 2, ..., Ag —   ,   
        1.  

     Ag+1, ..., As,   
 β . 9.7     < 1, 

           
  (    1.....As    

 7Ψ.  ,      
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   Q1   1  

   ,    Q2  1  
  .    
     μ 

       4.      

                                                                 (10.5) 

 Q1  Q2 —  ,    0  

      Q1   
    Q2, 

|Q1- 0E| = 0,   | Q 2- 0 е≠0, 

      Q1,  

  0, . 

     . 1.   ,  Q1  Q2  
   . ,     

   Q1  Q2    

    , . .    
  (|  | ≠0) 

                                                          (10.6) 

      

 
(         ; 1  2 — 

 Ψ.  

(10.7) 
       (10.7Ψ    (10.6Ψ,   

 U  ,     

 

Q2U-UQ1=S. 

 ,  Q1  Q2     ,  
     S     

. 

     β.  ,   Q1  Q2     

 ,    (10.5Ψ  Q1  
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  J (       
,  Ψ.   J= {J1, J2},   J1   

     0.  

 
       ,  

 J1  
2Q̂     .  

,     (  — 0)    

   J1 , ,      Q1.  
.                                         

            
  0  | 0 е = 1,   0   

      10 ,   0  

    .   
    4,      

   .  ,  
. 

      1.  0 —   

   | 0|=1,    0  
     . 

  10   β°   . 

      2.     r 

      
,      , 

    0  | 0 | = r, 

  . 
       ,    

   . 
            
  | е≤1 - .     , 

   -   

 -  ,   . 

       

.      . .   . . 
    . . . ,  

         | е=1  
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  ,     
    . 

     ,     β°   

 =||aik|| 1≥0,      
=r,   r   r·  (r·   

  -   r ,   ).  
  =||aik|| 1≥0     

     , 
  r·    ,         

    =||aik|| 1≥0    
  r   r· .    

 

10.2.     

 
10.2.1.  . Э   

 
          S,    

    .   ,  
        

   .     
  ,      

  s        
.        

     s   
.       

   ,   
,       .  

       
  ,    - ,                            

(  —    Ψ.  
   ( . .    
    Ψ   , 

  .       
    .  

            
  .  ,     

 ,       
  ,   . 

           , 
    μ 
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E = {0,1,2,...}, 

        
    , . . 

T={0, 1, 2, ...}. 
        ξlE,   

,        l. 

  Eli ,   ,     l 
    i, . . Eli ∼ (ξl =i). 

         -     
    ,    
 l1, l2, ..., lk (l1< l2< … < lk)  i1,i2, ..., ik    

 
. .   k       

. 
    ,    

 
        

  μ 

         (10.8) 

             
.       ,  

        
.     . 

 

10.2.2.  .   

 
     ,    ,  

 (    ),     
         

         ,  
     .  ,   
  . 

            
    . 
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      ,       
      

    ,   . 
      ,  ,   , 

  .    
μ 

       s= (2, 3, ..., k) 

(10.9) 

 
 

 
 

 
    μ l-   (l+1)- .  

                                           (10.10) 
—          i 
   l   j    (l+1). 

         wij(l, l+1)     
,   ,   (i, j) E, . .  

wij(l, l+1)=wij,      
. 

      wij >0,     i   
j    ;    wij=0. 

       wij   (i, j) E  
  W,   . 
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            {P(ξl=i)}, iE, 

      
     l.   

    -    e  

 l    (lΨ,                                                                    

 
 

                                                  (10.11) 
          (0) = (P0 (0) P1 (0)P2(0) ...Ψ,  

       
,   . ,    

   (0Ψ    W  
  . , 

 
                                                 

                                                     P(1) = P2 (0)W.                             (10.12) 
 

                                                        P(2) = P(1)W                             (10.13) 
,  (10.12Ψ  (10.13), 

P(2) = P(0)(W)
2
. 

   
P(3) = P(0)(W)

3 

, ,                     
                                                        P (l)=P(0)(W)

l
.                        (10.14) 

       ,   wij
(l)

-  
     i   j  l 

.    i   j  l    
  .     wij

(l)
  

    i  j    .  
 ,  , 
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   ,  

                              (10.15) 
  (10.15Ψ    —

. 
            

μ 

 
           l     

 ,       l.   

 
 

                                            P (l)=P(0)W
(l)

                                    (10.16) 
 (W)

(l)
 —     l .  

 (10.14Ψ  (10.16Ψ,  
W

(l)
 = (W)

 l
. 

       ,    l   l-   
    . 

 

10.2.3.   

 
        . 
       j    i,    k, 

  
     C    E   

,         
,   ,  ,    , . . wij = 0 

  j . 
       ,    

        
,   . 

    i  ,   ,  
,    , -     , 

 .      ,   
 . 

       . 
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     1.  i       ,  
  

( )

0

l

ii

l

w



  

,  . . 

 
        ,   

     ,   

 
        

 i.   ,    

 
 

 
, ,              i  

 
       i. 

       ,     i  
,     1     
     i.    i  

,         
1        i,  , 

         
  i. 

      ,   i —    j  
 i,   i,   ,   j. ,  

 ,    i,    
 w

(l)
ij = α     j,   i 

;  ,    i    
  1— α,    i.  , 
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   j     i,   
 j  . 

      ,  ,       
 ,         

,     . ,  
    ,     

           
, . .        . 

         
    ,     . 

 i  ,    
        , . . 

 
   ,          

,         . 
,     0    
,    i, . . ξ0=i.   fi

(l)
 — 

 ,     i    l. 

  ,  

 
 

 
     ,  , 
   i, -     . 

    Fi=l,     .  
 

 
    .        

  i,      i=∞,  . 
   ,          
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  ,  d,    (   
d).  ,    ,  

,  . 

 
10.2.4.   

 
         . 1.2.β    w

(l)
ij    

 i   j  l .     
      w(l)

ij   l →∞. 
        {πk},    

,  

                                                        (10.17) 
 (10.17Ψ  -     

                                                          = W,                                  (10.18) 
 =( π0, π1, ..., πk, ...) —   (p  

{πk}      ( Ψ 
). 

         
  . 

      2.       
,      i  j 

 
     i,  πj=1/ j,  j—   

   j.  πj   

 
    

 
 { πj }    . ,  

     E = {0, 1, 2, .... nж,  
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                         (10.19) 
,    (10.14) 

 
     . 

    ,          
,       

. 
     ,        

,           
 ,       

.          ,    
lim
l

W
(l)  ,   , 

 (10.17Ψ,  . 
    , ,         

 
  ,   

 
        

 
         (10.17), 

   

 
    .      

,          
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     ,    , 
      (0Ψ,  

      W.                       

,     ,   
. 

 
10.2.5.       

 
          W  .  

  wij     ,   
 i   j    . 

            
    .   .             

   ,   . 
           

 ,   ,      
,  ,   . 

               
 , a    —    , 

   ,       
 .     ,  

      .  
,    W      

  . 
       , ,        

 
                  . 10.1. 
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. 10.1. 

 

10.2.6.      

 
     1 (  Ψ.   

,        i  
          

j=i+1    q —     j = i—1,  ( + q =1). 

,     

 
  W    

 
,                  

   .               ,   
 

 
  ,  k →∞  
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 4 q =( + q)
2—( — q)

2
=1—( — q)

2≤1,       
    p = q = 

1
/2. 

 ,  k→∞ 

 
 ,   

 
   . 

 p≠q,  4pq < 1    

 
        ,   

 
     i    

 ,       -

     (  p>q)   
 (  p<q),       
  i.  

       p—q,  4pq=1   

 
,     ,   ,  

     

 
,  , .      
       -
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     .     

    ,      = q,  

    ≠ q         . 
       2.       , -

 ,          .  
      ,     

 ,       .  
     .   

      ,   
    q=1— . 

         μ 
0 —  ; 

E1 —     ; 
2 —      ; 

…………………………………………………………… 

 —      . 
     ,  ,    ,  

.       
 +1 .      

 
      . 10.2. 

 
. 10.2. 

,        
 . , ,    
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  ,  ,     
  . 

   ,   
 = W 

 

                                                              (10.20)    
              (10.20)   

  

                                                          (10.21)    
    (10.21Ψ  

 
 ,       

 
       3.       

     . -  
        

      
  .    

       (  
, ,  q=1— ). 

          μ 
Ψ    ,     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 330 

   ; Ψ    -

,       . 
        .    

 μ 
     0 —  .     

       q    
 E1   ; 

    1 — ,    
.         

(     ),      
 2,    —     
 (     q). 

    2 — ,    
   (  Ψ.      

        3  
 q; 

       3 — ,    
   .      

 ,      2,  
  —     0.   

   . 10.3. 

 
. 10.3. 

    

 
            j 

  ,               
  .                                                                        

             

 = W. 
      =( π0, π1, π2, π3),  
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  ,       

 
   

 
 

10.2.7.       

 
           

 ,       

.   ,   ,    ,  
    . 10.4. 

 
. 10.4. 

            (i = 3  i = 4). 

,        ,   
  ,  .   , ,   

       ,  
 .        

 д0, 1, βж,   ,   ,     
 .       
 ,       . 
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     ,     
       ,  

        . 
           =(bijΨ,    

      
,        

, . . 

 
 i(bi1bi2 ... bi ) —     

,       i. 
            . 

      ,  
     (    

Ψ   .    
   k .   
   ,    

   k , , . 

 
   W     

μ 

 
 Q      

  ,   R —   
    .    (10.19)   

 

                                                               (10.22)    
      (       Ψ W  l-  

,  
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                                                            (10.23)    
e 

 
        l,    

    (10.24)    
 ,  (10.22) — (10.24Ψ,  ,  

 
,    Ω   

μ 
                                                     B* = R + QB*,                            (10.25) 

         
. 

      i       jT  
  .   i,   

  j         . 
  j-       

 wij.        -

    (   j-  
  Ψ     ,, 
 k-e (k Ψ,  .    

    j   bkj. , 

 
               (10.25). 

 ,  
                                                    WB=B.                                (10.26) 

, 

 
   (10.25Ψ  . 
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         (10.26Ψ    
  

                                            WPj = Pj,     j = 0, 1,..., n,              (10.27) 

 

 
— - ,     j-  

    . 
      -   (10.27Ψ    

 ,    e   
 

                            (10.28) 
  (10.28Ψ         ,         

 W  . ,   

 
  (10.28Ψ    

        (10.29) 
     ,    (10.29Ψ   j  
(j = n—k+1..... ),        .  
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        ,      
      

. 
          

,      . 10.4. 
       . 

 

 
 

   ,  

 
     ,  

 
 ,     
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   . 

    ,      
     k-     

—k+1        
.    ,    ,   

   ,    
   ,      

.        
   ,   

    .    
e    e     

       
,     α.    

        
    α.     , 

,  ,       
,   ,   . 10.5.  

 
. 10.5. 
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 . 

               
  -   

 

                                          (10.30) 
        

   μ 

                                                 (10.31) 
 (α)— - ,  —k+1 , 

   ;  
X (α) — - ,  k ,  

 . 
       ,     (α), 

     (10.30Ψ,  
   α     

   .   

 
(10.32) 

 ,   k ×1, ( —k+1) ×1,  
(n—k+1) × (n—k).   (10.31Ψ  (10.32Ψ  (10.30Ψ   
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                                   (10.33) 
 

 
—   ( —k+1)×1; T —  .  

   (10.33Ψ  

                                                       (10.34) 
      

                                                         (10.35) 
 (10.34Ψ  (10.35Ψ,  

                                        (10.36) 
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     (10.24Ψ,  (10.36Ψ  μ 
 

   
                                                                                       (10.37) 

 *0 —    *.  

          ,  

 
   

 
  , 

       ,      
        

  -   (10.30Ψ  
    α. 

       ,       , 
   .     

      
   .  

    ,     
. 10.4.      

 . 10.5. 
            μ 
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          (αΨ.    

   μ 

                                   (10.38) 

                                (10.39) 
  (10.38Ψ,    

                                        (10.40) 
    (10.39Ψ     (10.40Ψ  

 
  ,  

 
       

 
         ,    

       , 

 . 
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10.2.8.     

     

 
          

 ,     
        

  .        
       -

 .      
      , 

      
      . 

      ,     
     , 
    .   

       . 

 ,  —   , 
   А    . 

              
       

      
  . 

        .   
(s)  ,       

 ,     s. 

  ,     ,  
     si ,  si E(si).  , 

 ,     ,   
    si  sk ,  

 
               

,      .  

 ,       -

       ( . 10.6Ψ,  
      .  
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. 10.6. 

 

 

      , 
       

        
      

    , . .  
 .  ,   -   , 

         
       . 

,         
   ,   
   .    

    . 
            ,  -

  , ,       , 
      .  

          
   ,   

.       ,  
,  ,    . , 

,       
    ,    

 . 10.7. 
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. 10.7 

 
            

          
    
  .   -

       
    . 

               
        

,     (    
     Ψ . 

          (      
   Ψ    

    , . .   
  .      

      ,  -

        — -

    .  
      
 ,       
    ,  . 

       ,      
      , 

       . 1.2.7. 
           , -

      ,    
  .     

       ,   
  . 10.7: 
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. ,       -

       -

.        
     .  -

    
R = {r1, r2,....., r }. 

   [r] —   
  a     

                                                                 (10.41) 

              
 ,   ,  
     μ 

                              (10.42) 
  ,       μ 

                                       (10.43) 
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10.3.     
 

            
  . 

          — k×k- .         

     
k
   ,    

 

                                                        μ' = μА.                                    (10.44) 

       1.      (10.44)  k -

   E
k
    

  

 
  ,     . 

      . ,  A(k)
    

       k   .       - 

   ,                

 .   ,               

 
           μі = (0, ..., 1, 0, . .., 0Ψ        ∆(k)

 

  (10.44)   і, i=l, ..., k, 
, і i=l, ..., k,—     — 

 .  
         1  . 
      1.  s

, s = 1, ...,                     
μі = (0, . .., 0, 1, 0, . . ., 0Ψ           ∆(k) 

 

 -   і
(s),  і

(s)
  і-   s-   

 . 
      2.    u ,  

  ∆(t)
, 0<t≤k,     

           

 
   u   s
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     A
(t)

(x
s
)   ∆(t)   s( ). 

,   ∆(t)
(p)   ∆(t)  

,   ( ),   = x1 ...xs,  

A(p)=A(x1) ...A(xs). 

        3.  ∆(t)
(p1 2)    

∆(t)
(p1Ψ  ,   ( 2)    2 

   X*. 

      . 10.8     ∆(3) 

    
1
. 

 
. 10.8. 

 

       E
(k)

 

 

                                                (10.45) 
        2.   —  k×k-    

 E
(k)

    (10.45),     

 μ1, μ2   ρ ( μ1A, μ1 ) ≤ ρ (μ1, μ2). 

         .  

 
        β ,      

  ,    ,   
    . 

      m - . ,  , 
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        . 

,  ееm||  , . .   
 ,   ||mее= 0     m. 

          .   = (q1 .. . qn) — 

 ,   

 
       3.   = ( ij) —   × - , 

 
 m — ,   

|| m||≤ (Х-β Ψ ееm||. 

       .  m=b.     
 

 
   

 
,     b2  2  1,  

b2 ≥ 2 + a21( 1— m2). 

 ,  
|| m||= b1— b2 ≤ (m1 — m2)(1 — a12 — a21). 

  (m1 — m2)= ||mее,          ≤ 12,    ≤ 21,       
1 — 12 — 21 ≤ Х-2 . 

      1.  =< ( ), x X> —   

,      > 0,                 
 *, е е = k, 

|| ( ) ||≤ (Х-β Ψk-1
. 

       . -М   ( )  
 ||aj(x) ||≤1, j = 1, ..., , ( ) = (a1( ), …..., (x)).   β 
   ( ) ( )                

||aj(б ) ||≤ (1-β Ψ.      ,  

 .  
        × -   = (aіУ)  

 
,  | |    . 

         4.   —   ×  -   m — -

,  

| m- m | ≤ || m ||. 
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        .  (ai1, ..., ain) — i-      bi — 

i-   -  m.  

 
      2.   —  ×  -    — 

   ×  - ,  

| - |≤|| ||. 

      ,   ×  -      
W,         ,  

         

. 
      5.   —    ×  - ,  

 —  ×  -    А.    

| |≤|| ||. 

     .      іУ, i, j = 1, 

.. ., .   

 
         

                                                               (10.46) 

 

 
   . 
1) ckr ≥ 0.   (10.46Ψ     

 bkj  ajr       

   bkj           , 
  

 
   ,        W, 

 ckr ≤  —  ≤|| ||.    ckr≥0,      ckr ≤ || ||.   

βΨ   ckr<0.   (10.46Ψ    
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—        (     —    

,   —   

Ψ,         

 

—  (   — 

,        —                       

Ψ.    

 
     ckr ≤0,             W 

 |ckr| ≤  —  ≤|| ||.   

        3.    D-    
, ,     DA,   —  
, ,    |CA—DAе≤ееA||. 

       .   — D     W,  
   (  — D)A   4.    

        1.     ×  -   = ( ij) 

 Q(A) = ( ijΨ      ,  

  

1, 0,

0, 0.

ij

ij

ij


  

   (i, j=1, …,n)... 

     Q(A)         
 . 

          
        

        

  .  , 
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   ,       

1

1
n

ij

j

  

 

 
       6.  Q: →Q(A)   

 G  × -    Q(G) 
  ×  - - . 

 

      .   ,          

Q      = ( іУ)      B = (bjk)     μ  

 
  ,     j ,                

іУ >0  bjk >0.       -

 Q(A)  Q(B) ,  іУ= 1  jk = 1.        
іk -    Q(AB)   μ 

 
,      , ,  

     B    ,  
 

 
    ,    іУ  bjk (j = 1, ..., ) 

   B  .         
 іk -  Q(AB): 

 
 ,    Q(AB) = Q(A)Q(B)   

       G,     
.  

           ,    
       

.        
 .      
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   Q: A→Q(A).  , 
  ,     

      . 
       2.    , 

          ,  
       

. 
       1.  < ( ), x > —   

 × - .    

. 

   
 ІІ.   l1 ,    ( )   
е е =l1       . 

III.    l2 ,     ( ) 
 е е =l2   

 
 F-     ( ),    — 

 ,     ( ). 
      IV.    l2 ,    ( ) 

 е е =l2   . 
      . ,   I.    

( )  ,    ,               

1/ .  t ,  

                                                           ее ( )||<l/n                               (10.47) 

   , е е=t.  j —    ( ),  
  ,   Х/ .  (10.47) j-  

  ( )      

. ,  I  ІІ.    l2 

  ( ), е е=l2,   III. 
     ,   ( )     . 

 .       i  j 
,          

 ,    .    
 

 
 F' —    ,     

i-     .   ,   
  і( )  j( )  ( ): | і( )nF' - У(p)nF'е=1,  
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  III. ,  ( ) —  
,      III.  i  j — 

   ( ).  ( ) —  
,      k ,   

aik(p) > 0, ajk( )>0.  F—    
 ( ).       k F,      k F.    

   

 
  ,         

,          
.     ( )   

  i  j     F . 

,    = ( ( )),  
   III. ,  III  IV 

.       ,    II   IV, 
,  III. 

         IV, е е=l2.    (i, j)   
    .  

 
 F —    ,  

 
  —  ,    

 ( ) ,    

                                         (10.48) 

,   = (bij)  

 
,  

 
 r—  ,      i  j 

  ij( ).      ( )  
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  ,   

 

 
    t1  t2       

 
       (10.48) . 

     N≥Х2.    ( ), еpе=N,  
     

                                           (10.49) 

  

 
([N/l2]    ,    N/l2), 

 ,  ( ,), i = 1, ..., ,  . 
   ( ), еpе= Х2, . ,   

 
 ,   (10.49) [N/l2]       (10.48),        

 
,  

 
. .   IV   I. 

     ij( ) —     ( )   

 = < ( ),  >. 

      3.    ,    
       
 pі, i = 1, ...,      

 
          

    ,   

,            
  ,  | | →∞     .  
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,         
. 

     2.       , 

  ,     
 ( ),  *\{ ж,    

 . 
     . ,  ,  

   ( ),   . 
, ,   '( )     

t=1, ...    II  1.  
    . 

        ( ),  *\{ ж,   

  . 
      < ( ),  *>    

       ( ) —  

  ( ).      

      .  

    ,      

    (  Ψ.   

   . , , k     
       \ . 

        ,  

  B(x1) ... B(xk+1)   . , 
 B(x1)  ... B(xt)   t≤k   ,   

B(x1) ... B(xk+1)   .  ,   B(x1) 

... B(xt), t≤k+1,    .    

 l,m, Х< Ц≤ k+1, ,   B(x1) ... B(xi), B(x1) ... 

( )  ,       
.       B(x1)...B(xl)(B(xl+1)....B(xm))

d
, 

d=l, ...,    ,    
,     d  (B(xі+1) … ...B(xm))

d
 

  .  
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  =ее ij|| 1 -     ,  
     pіУ (i, j = 1, 2, ..., ). 

         p
(q)

ij     

 Sj    tk,  ,     
tk-q     Sі (i, j = 1,2, ..., ; q = 1,2, ...). 

, p(1)
ij = pij (i, j =1, 2, ..., ).     

  ,   μ 

 
    

 
,  q   1, 2, ...,  

 

 
(    ,   p

(q)
ij,     pij  

(i, j= 1,2, ...,n; q = 1, β, ...Ψ,     k   
 tk). 

       

 
    

 
  p

∞
ij  (i, j = 1,2, ..., )    

   (  ∞
   

    ). 

    ,       
,       

 . 

             
    ,      

 ,        

,  ,                 

     . 
         ,     

 (9.159)   1, 2, ..., Ag  .  
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     ,     , 

, , ,     
     , 

, , . 

          

  ,     

    . 
     ,      

     . 

    ,   ( ) —    
   =ее ij|| 1.  

 
 (10.50)  

  10 .λ.10  ,  

                                          1=1,   1=1.                                            (10.51) 

   (γ.λ4Ψ  γ 

                              (10.52) 
 ( ) = (  — )-1

  ( )  —     

 
  

 
  —  ,  

|  k | < 1        (k = 2, 3, ..., ), 
      (10.52Ψ  ,  

,  q→∞   .    
    ∞

,     

 ,  

                                                                       (10.53)  

  .    

                                                                    (10.54) 

        k,  
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  k ≠1,  е  k е = 1,        . 

[          

(10.54).] 

      ,    (    ) 

     ∞
.   

  (10.53). 

    ,     ∞ 
  

 

                             (10.55) 

   ( ) = (  — )-1
 ∆( )  .  

     

 
  (10.50), (10.51Ψ  (10.55) : 

 
  (10.53Ψ    

                                                               (10.56) 

        ,     

  ,  ∞
     

  (10.53), (10.56Ψ.    1=1   (10.56Ψ  

 

                                                                       (10.57) 
     2.      ( ). 
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            (10.58) 
 Q1, ..., Qg —   ,   

  Qg+1, ..., Qs,   
 <1.  

 
    

                                                
 

                                                (10.59) 
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     W   

 .  

                                             (10.60) 

 Q1, ..., Qg —   ,  
 Q

∞
1, ..., Q

∞
g   (10.57Ψ  (9.121) 

: 

Q
∞

1>0, ..., Q
∞

g >0, 

            
: 

 
     ,    (10.58)    

    S1, S2, …, Sn  μ 

                                  (10.61) 

        Σ  (10.61)      

(10.59Ψ.   . .   , 
    

 
 ,  ,     
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— . 
       (10.59)  P

q
 ,      

 q (   tk-q   tk)    
 Ψ        

 , Ψ      

  Ψ      
     . 

       (10.60)  
∞
 ,     q →∞ 

        
, . .      
    q→∞   .  

      

. 

    3.   (10.53) : 

(  - ) ∞
 = 0. 

(           
     P

q— •Pq-1
=0  

 q→∞Ψ. 
      ,     ∞ 

 

      
   = 1. 

          1    
       

 (     Ψ                         
(1,1, .. ., 1)  .    j -    ∞

  
        p

∞
*j: 

                (10.62) 

     ,      
     . 

     ,        

       
, . .    (10.62Ψ,    (10.60Ψ  

 ∞
  g = 1.   1 = 1    

. 
     ,     

 ,  —  .    

q > 0 P
q
 > 0 ( .  8 .λ.10Ψ.    ∞

 = ∞
P

q
 > 0 
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(       m→∞  

  = 
m-q· q

 (m > q). ∞—  ;  
∞≥ 0,     і ∞

   . 

 
∞ q

 > 0.   8    

 (10.394)   (9.171)). 

    ,  
∞
> 0 ,    q > 0 

q> 0,    
 8     , , 

    . 

           
μ 

     1. 1.        

    ,   
,    .     ∞

, 

     , 
  (10.53)  (10.56). 

   2.          

       
,   ,    .  

   ∞ 
  (10.57). 

     3.           
      , 
  ,    . 

( ,   
∞
>0  ,  ,  

 .   
∞>0  ,  

       
, . .    (10.62). 

    4.         

                          (10.63) 

  —      tk   Sі 
 (і = 1, 2, ..., ; k = 0, 1, β, ...Ψ.     

 , μ 

 
    

                                                  (10.64) 

 ' —     . 
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           (10.63)    
(10.64Ψ,     

 
     = || ij || 1. 

          

 
 

 
     (10.64)    k→∞, 

: 

                                                                       (10.65) 

,      

 ∞
     

  

 
     

 
 . 

       (10.65Ψ    (10.60)  
∞
 ,  

  ,  

 ,  . 

         

 

      (10.65) : 

                                                                           (10.66) 

. .       

   '                    

 = 1. 
       ,   = 1   

    '.    
     

  (10.66Ψ (  
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    .   (10.62Ψ   (10.65) 

: 

          (10.67)  

          

 
      

 

     ,          (10.65) 

   ,     ∞
 , . . 

 
  (   10.1)  —  . 

  —  ,  ∞
 > 0,     (10.76)  

 
,    

 
 (j = 1,2, ..., )      ,    

  ∞      (10.67) 
∞
>0, 

    1 ,   —  , . .  

 . 

       ,   1   
μ                

  2. 1.        

       
 ,   ,    

. 
     2.          

      
       , 

  ,    . 
     3.           

     

        

 ,   ,    
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. (    2   
,   —     

  ). 

     5.         

   . 
        (9.159)      

h1, h2, ... ..., hg    1, 2, …, Ag  (9.159). 

 h —      h1, h2, ..., hg.  
 h

    ,    

,    , . . Ph
 —  ;  

 h —  ,   h
 —  

.  h      . 

     Ph
 —  ,    

 
 ,   

 
    ,      

P , P
2
 , P

3
 ,  ... 

  h    r = 
r
(

h
)
∞
 (r = 

0, 1, ..., h-1). 

              

 (10.64Ψ,  ,   

 
  h    

                       
             

      

            (10.68) 
 

                                                     (10.69) 
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 іj (і,j = 1, 2, ..., )  j (j = 1,2, ..., )  

      
  . 

 

 
 

 

=  
, ,   (10.69) 

                              '  =  ,                                                (10.70) 

. .  —    '   = 1. 

    ,    (9.159Ψ  (10.68Ψ     

   

 
 

 
     W   

 ,  

 
, , W = 0. 
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                                           (10.71) 
 

      —  ,   
    1, 2, ..., g.  

              (10.65) ,  
   ,  

 ,   . 

             g = 1,    
'   = 1    . 

            (10.70Ψ,   
  1, 2,…,      

  

     ,     
0

 ,    (10.69Ψ   

  1.   (10.71Ψ    1  , 
 g = 1. 

             
 (       

     ):  

         3.         

 С   k
  

k

  k →∞   

    С;    
      
  

 
   (10.68)  (10.69). 

          

 ,   . 
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           g = 1 (     
),     1,  2,…,   

       
   (10.71). 
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     ,   ( Ψ    
μ 

     1Ψ    ( Ψ  ,   -

    ( , Ψ;  
     βΨ    ,   , 

  ,   ,    . 
           

    ,  
       (  

     
,    .Ψ. 

           
    ( ,  

,   .Ψ.     μ  
      ( Ψ  

 ,    
,         

      ( Ψ     -

 ( Ψ    -     
     ,   

   ( Ψ  . 
                

    ,   
 . 

           . 
     I.    
     β.  . 
     γ  . 

       -

  ,  β - 3 -  STATISTICA 

5.0. 

 
10.5.1.    

 
   .    

 ( × ) -     
( Ψ -     . 

 -    ,  
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   -   ,   
μ 

 
      -      h-  -

,     (   Ψ 
        

  h  ,    
     -    .   -

  μ  
    -   

 ,   

   ,   
    . 

         . 10.9.  

 
. 10.9 
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.  ,       . 

             

 
   .    ,   

  .    - 

       
  .    

    r/ 
      .   

      
 .  j - j-  .    

     .     
     ,  : 

   1Ψ   ( Ψ   , -

  ,      t 
(t -  Ψ  t→∞; 
   βΨ  ,     -

    ; 
    γΨ  ( Ψ        -

 ; 
   4Ψ    ,      

,     
    .         

  - 

  μ 

 
  α   . 

    c1-      

 
,   sj     j.  

  2 -   α(s): 
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    .       
       

 .    
  

 
  zjj  -    Z,  

 . Z  μ 
 

 I -  ,  -    .    
  .  

   3 –   :  

   4 -    μ  

        -    

   μ  
   7 -  μ 

 
    c8 -    μ 

 
     μ 

 
     : 

 
  , n       

  0≤ 10≤log2n,    
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 : ij=1/n,  i,j=1,2, ,,,.,n.

 

     V={cj, j=1, 2,…,10}       . 
       .   

       
    γ00 (n×n)-    , =5,  

  100     ( \ Ψ,  
  -       -   .  

  ij     
0,5*10

-5
  μ 

 
      . 

              
 - .    ,  
 -  ( Ψ    V.  

 i-  ,   j-  ,  
  ij j-  ,    i-  . 

    i-  , 
 Xі,    -  X   
     . 

 
10.5.2.   

 
       ( Ψ  ,  

  (  ,   
STATIS- 1 η.0μ 
1Ψ    ( Ψ ; 
βΨ    , 
γΨ        ; 
4Ψ     ; 
ηΨ   ( Ψ  . 

  1,β   STATISTICA 5.0        

   .  STATISTICA η.0   
«  » (  Ψ    

 ,    Д1, 10].   
   

  ,   .  
 μ 
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                  (10.73) 

  μ 

                                         
 (10.74)  

 μ
  

                                
               (10.75) 

   -  μ 

                             
                (10.76) 

    .  (10.74), (10.75), (10.76Ψ   
   (10.73Ψ.   (10.74Ψ  

 > 2   ,   (10.76Ψ,   
,   (10.75Ψ.   ,   

   ,   
  (1.74). 

           -

      . 
   « - ».   

        
.  ,   ,  

,      
 . 

     К .     
      ,    , 

  ,                        
« - »      -

,         . 
                
V,     ,   

    
        . 
    З  1 -       

 ,   -    (10.74). 
    З  2 -      V. 
     1.   -     

.      k = γ,4  η. , 
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. 10.12. 
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4 .        
    .  
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 dw,db -  -   , fw,fb -   
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10.5.3.   
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     . 
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  STATISTICA η.0     
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     W,     -

        , 
   4.    ,  W   

 0,7η      .     
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T a 4 
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 10.1γ 

 
        , 

    « » ,   
 -      

 
 10.14 
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     . 10.14      fih, 

       
 μ      ,   uj1,           

j=5,6,...,10,
 

    -  ,   uj2,            

j=5,6,...,10.      
   . 

        e   . 7. 
 7. 

 
  

     . 7 ,    c10   
  -  (Partial Lambda)                  

 -  ,       -

    . 
   ,      

       
    .  

        
 . 
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10.6.    

 
            

,     ,      
 .      

     . 
   1.   μ 
     5.   

A = ||aik||     (i=l,2,...,m;k=l,2,...,n) 

   (  ),   
      

(  ): 

 
            

     . 
       1.    

 
  .  ,  е V е ≠ 0.  

 ,   |V|= 0   ,    
       1, 2, 

..., ,   

 
      і= і (і = 1, 2, ..., Ψ,   —  

 .  =1  .   
,      ,  ,  

 ,  ,       
 f(x).  .      

f1(x)= [x 1  f(x)]',     — 1  ,  
  — 1  ,     

. 
     , | V е ≠ 0.   α1 = 0, α 2 = 1, ..., α  =  — 1  е V | 

     | і
k-1

| 1  
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.         

       

 α1, α 2, ..., α       

 (α1 < α2 < ... < α ),          
  ,   е Vе > 0   (0 <Ψ α1 < α2 < ... < α . 

        V    
    ,   

  V . 

      2.    

                                                (10.77) 

. . ,    ,    

,     ,  . 

 ,      
      Л, .  

 
 

 
 

(10.78) 

         ,   
μ 

(10.79) 

       (10.78) ,      

       J.  
,     J   , 

  ,        
b,   . 

     2.      = || aik || 1   
    : 
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 (10.80) 

(    (10.80)        
 μ 

1)       (10.80)  , 

βΨ   ik (i = 1,2, .. ., ; k = + 1, …, Ψ    ik  

(i = + 1, ..., ; k = 1, 2, ... , )  . 

 (10.80)     ,    

       
 ). 

           μ 
        5.      =||aik || 1 

-     ,     

« »  . 
      .   ,   ,   

   =||aik || 1  

                                               (10.81) 

 : 

                                                           (10.82)  

         μ 
1)   11 = 0.     

 
(i,k= 2, ..., ),    і1=0 (i = 2, ..., ),   1k=0                       

(k = 2, ..., ).      11 = 0  (10.82). 

2) 11 ≠0.     (1 ≤ p ≤ q) 

               (10.83)  

   

        (10.84)  

       D=|| dik ||
n

.  
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(10.85) 

  D —   . 
      (10.83) 

 
  D=|| dik ||

n
      1Ψ  

 
 

,   

 
 

 (10.82).  . 

   3.        

(10.80) ,         
,     η      

   ,  е  е = 0,     
 (10.80) . 

 =β   (10.80)  
μ 

 
 

 12≥ 0, 21≥ 0.    (10.80)  
>2, ,        < . 

 ,   ,  ,   > 1,    
          

       — . 
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          D = || dik || ,  dik (i, k = , 

+1, ... ..., )   (10.84),   
     (10.80)   

 < ,  

 
(10.86) 

      ,  (10.80)   . 

         
       6.  

                    (10.87) 

  = || aik || 1    ,   
 і1 – k1, і1- k2, .. .,ip — kp      . 

      ,     (10.80) (   
    Ψ   , 

  «  —   »   

  «         
 ». 

 

10.7.   

 
       1.       

      . 
        

       .   
       

 .        
     .   

  (      
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  Ψ,    

       

    .   
    « ».  

   ,     

      
    . 

     7.   = || il || 1  , 

  —        
 q > 0,  q

 —   . 
       .   J      

   ,  1°   b, c   β° 
   : 

 
(10.88) 

       1°, β°.  b, c , 

  J ≥ 0.       b, c   
 ,         

,     q > 0  J
q>0   

. ,   b, c .    
(10.88)    η,   | J|  ≥ 0  е Jq

 | > 0 

: | J | > 0. 

       1°, 2°.  еJ|,    
,   b,     | J|     

b1 1, b2 2 ..., bn-1cn-1.        
«  », . . ,    

(  Ψ   .     
 J       

.       J  Л   

   b1 1, b 2 2 ..., bn-1cn-1. 
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(10.89) 

            

 ,      J  J  

  .    (10.88Ψ ,  
  

J  (x,x) 

  .    
      
. ,    J    
.    1°   b, c , 

   (10.78Ψ    J , . . J — 

  . 
        J,   

  1°, β°,     
 . 

           =|| ik|| 1  

,   ,   

μ 
     1)  —   (е  | > 0), 

     βΨ    ,     

,       , 

   ( ik > 0  е і — k е ≤ 1Ψ. 
    2.       

     ,  

    . 

       ( ) 

 = ( 1, 2, ..., ). 

              1, 

2, ...,   ,    (   
)  .    ,    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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  ,     
   .    

        
  S

+
  S -.   ,  S

-
=S

+
,   

          Su. 

, S -
=S

+    ,  1°   
1       ,  β°  і=0 (1<Т< )  

  і-1 і+1 < 0. 

           μ 
       13.1. і   =|| ik|| 1    

    

                                       1 > 2 > ... >  > 0.                                   (10.90) 

 

     2.      
1

= ( 11, 21, ..., 1)  , 
    1,  

      ;    
2

 = ( 12, 22, …, 2),     

   2,       

         
k

=( 1k, 2k,..., k),    k  

  k — 1   (k = 1,2, ..., ). 
    3.       

 
    

                                                                       (10.91) 

     Р — 1  С — 1 

                                                 (10.92) 

     . 1.    1, 2, ..., 

   ,  

е 1е≥е 2е ≥ ... ≥ е |, 

    -     
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       , . . 
 

1 2... ,   1 2... -1 +1,... 

        ,     q  q
 

—   .    
, 

. .  —      
. (    -     

qΨ.                       

(  = 1,2, ..., ), : 

 
   (10.90). 

     2.    (10.90) ,  =|| ik|| 1 — 

  .      
 (  = 1,2, ..., )    . 

           U=|| uik || 1  
  (  k-    U   k-  

  
k

  ; k = 1, 2, ..., ).  
  1 2...     

     

                     (10.93) 

        (10.93)      
. 

   

 
 ±1,     (10.93) : 

            (10.94) 

        U=||uik|| 1      
   

                                                 (10.95) 
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                                            (10.96) 

 (10.95)  (10.96Ψ,  ,   

                                                 V=U'
-1                                             (10.97) 

     '   
   1, 2, ..., .    

      '. 
    V    = 1, 2, ...,    

                   (10.98) 

          . 
       ,  (10.97)  U  V  

 

U' V =E. 

  -   ,  μ 

 
,  , ,     

  , :   

                   (10.99) 

         
,   -      .  

,     , . . 

                (10.100) 

     ,   U=||uik|| 1  V=U'
-1

   
  (10.94Ψ  (10.100). 

        V     V-1
=V 

  , : 

(10.101) 

 i1 < i2 < ... < ip  j1 < j2 < ... < jn-p     
 1,β, ..., .     (10.94) | U е > 0,   (10.100Ψ  

(10.101) : 
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(10.102)  

   

 
 ,    (10.94)    

 (10.92): 

                                             S
+ ≤ С - 1,                                           (10.103) 

    (10.102) - μ 
                                                 S

-
 ≥Р-1.                                          (10.104) 

,  S+
>h—1.     h+1  

  

                   (10.105) 

 

 
      (10.105Ψ      

,   ,     
  

 
      

 
   1, c2, ..., ch;       

 

 
 (10.94)   . 

          

 
          μ 
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      ,       

   ,        
  .  ,  S

+
> h — 1    

,   (10.103Ψ   .  

        

 
 

 
   U* = || 

*
іk ||

n
1   (10.102Ψ  μ 

(10.106)  

  (10.106)   (10.94Ψ.  
 

                                                        (10.107)  

  ,   (10.103): 

                                                                       (10.108)  

(   (10.106Ψ        

  

 
     — g   ). 

  

 
 ,  

 
 

 
, ,   (10.108Ψ    (10.104). 

     (10.92) .       
g = h = k  β ,    . 
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    3.       
    1, 2, ..., ,     

 1 < 2 < … <     (   
  Ψ,  (   

Ψ   0 ≤  ≤ l   . 

     K( , s) (0 ≤ x, s ≤ lΨ    
 [K ( , s) —        

,    s],   kij —    
  μ 

kij =  ( i, j)     (i, j = 1, 2, ..., n). 

   1, 2,... ,     F1,F2,...,Fn, Ш 

   ( ) (0 ≤  ≤ l)    
    

 
   Fj    

 
    

                                  (10.109) 

       

                             (10.110) 

 ( ) -  ,  — , α —  . 
    ( )  (10.109Ψ                          

sin ( t + αΨ, : 

                                     (10.111) 

            
    μ 
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             (10.112) 

  (10.111)    і (  = 1, 2, ..., ),  

     : 

                      (10.113) 

 ,     

 
     

 
         ,   

  ||kij||
n
1    

  .      
 

 
 !    (   1γΨ 

     

1>  2>... > >0, 

. .        

μ 

 
            1  

 ,      .   

 ,      2, 

          
     j   j — 1  

 (j = 1,2, ..., ). 
      ,     ||kij||

n
1 

,      

μ 1Ψ   = 1   ( ),   
   (10.111Ψ,   ;  

   = j      j — 1    (j = 1,2, ... ..., ); 2) 

      . . 
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 26.  

   

 
10.8.      

 
      1.         

 3     ,     

.  ,       
    ,    ,  

       V   

3 (     3),  ,    
     V. 

             

 .        
,  ,     , 
     - .                                                  

               

  3       
   .    

   E3      

,  -    . 
      β.      .  

,    V  3 (  V  3 ,   V 

  3)   ,   
  V           

.     . ,  
,     . , ,  

        ,    ijk  

     (  -   ): 

aijk = aijk (M), 

  

aijk = aijk ( 1, 2, 3), 

 1, 2, 3 -      
  {e1, e2, 3}. 

          ,  ,   
 ,      

         . 
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          ,      
 , . .  ,        

. 

         . 

 Ψ  .      
.  ,     . 

          V   

  φμ 
φ = φ ( ), 

  

φ = φ ( 1, 2, 3), 

. .       . 

        μ   
  ,  і   , 

    . . 
     Ψ  .      μ 
                                                  ai = ai(x1, 2, 3),                            (10.114) 

,       ,        
   

a=aі i. 

     (10.114Ψ  ,            
    . 

         μ   
 (  )    ,     

           

 ,   ,  -  
 ,  . .                               

     Ψ     : 

aij = aij(x1, 2, 3).                                    
        . 

        
    .  

    ,         
,    .            

                ,      

   ,    ,  

              μ   ,   
         V . 

    ,    V      

aijk = aijk(M), 
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bijk = bijk (M), 

ij = ij(M). 

,          
  V   ,    V      

mijk (M) = aijk (M) + bijk (M)> 

    ,      

V        ,  

   

nijklm (M) = aijk(M)clm(M)                              
—      .             
            

       ,  

     ,    V   .                           

      γ.       ,              
          —   

     .     

 .                                
      , ,   V  3     

 

                                                         aijk = aijk(M).                            (10.115) 

,          (б1, 2, 3) 

      ′.   ′ 
      dx=   ,  

       

dx = dxiei. 

      і′= i'iei  
 dx    

dxі′= i'idxi. 

   =  +   ,   б′і  ′  
 μ 

б′і = xі + dxі. 

       ∆aіУk ,    
 aіУk        '.  , 

       
  ,       

 μ 

                                                          (10.116) 
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     ,    daіУk    
. ,     { 1, 2, 3} 

  aіУk    

aі'У'k' = i'i j'j k'kaijk. 

 

     ,   i'i  

 (       ,    

       Ψ,  
 

daі'У'k' = i'i j'j k'k daijk. 

  ,   daijk       
          .         

daijk      Кijk. 

       (10.116Ψ   ,          

     dxі  
 daijk.       ,  

       . 
                      

V ,    V     ,  

    aіУk.       
      aijk    

 
      l    

    l  ,    

,       

. 

        (10.116Ψ   μ 
                                                  daijk = aijk, l d l.                              (10.117) 

  ,     aijk 

    d l    aijk,l 

 . 
            

  .     

        
 l  ,     

,  ,      

   , —   
 .      
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 ,    ,  

  Нб    

   . 
         . 
        1.      

      
      

      

,       
,    . 

      2.   ,     

       
  ,    

     ,    
    . ,    aijk  

  

 
     aijk,  

   .    
   dxl  dxm     
    aijk: 

d
2
aijk = aijk, lm dxl dxm. 

,      ,  
        
     ,    ,   

    —  ,  
         . 

      3. ,  ,   

 ,     ( +1)-  

   ( 1, 2, 3)   .    

         . 

       
 .    aijk    

μ 
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,   , 

(10.118) 
 

 ∆бi = dxi  0< ijk<Х,  ijk,  ,   
  i, j, k.  ,      
     μ   

 
1,ijk la , 

1 2, ,...ijk l la ,    . 
     4.     -   

 μ 
φ = φ ( 1, 2, 3) 

       

 
   , ,  , 

  .     
    grad φ   φ: 

grad φ = φ,і і. 

      ,  
    .    

 ,         -

 ,        

        

. 
             . 
      Ψ      
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 = ( ) 
            ,          

h= —kgrad  

   ,     
      μ  k —  

,   . 

          h, 

   h  dS     
| h |dS  . 
    )       

 = ( ) 
    ,    

  V,   

dF=- grad P·НV 

   ,    
 dV. 

     )       , . . 
,         

,   ,  

=- РrКН φ, 
 φ —   .    

  ,    ,   
  

 
 r- -       .      ,   

 
    5.          

     
       

    .  

      

u = (x1, 2, 3) 

,        

                              

0(
0
1, 

0
2, 

0
3),      , . .   

                                    (10.119) 
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,  ,      

,    (10.118),    
  u(x1, x2, xs)  .  

 
    (10.119Ψ, ,   

,   u(x1, 2, 3)     

 
 ∆ i = i — 

0
,   [3]      

 .                                                            
         | ∆ i е         

   ,      

    

                 
     ,  ∆  > 0,  

 
   (

0
1, 

0
2, 

0
3)  (x1, x2, 3)  .    

  ,  ∆  <0, 

 
   (

0
1, 

0
2, 

0
3)  . 

             
   (∆ , ∆ ),     

-   .  ,   
,     (

0
1, 

0
2, 

0
3)   (x1, x2, 3)  

   ,    

 
   αΨ,   Ψ  ,    

μ   (∆ , ∆ ) — , . .   
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     ,    
 , . .    ,  

      ∆ 1 = ∆ 2 = ∆ 3 = 0 (  ,  
    ). 

              ,   

 -   ,     μ    
       

     ∆ і,     
    (  ,   ∆ і,   
        0). 

     З .   ( )    
   (∆ , ∆ )           

"( 0) ∆ 2
, 

 0 —  .     
  "( 0)>0     "( 0)<0. 

     ( )   0   ,   

 — . 
       (x1, x2)       

   0 (
0
1, 

0
2Ψ        

               ∆ 1  
∆ 2: 

 
     

 
  ,      

 0 ,  

 
 ,  

 
 2<0,    (∆ , ∆ )   

  (x1, x2)      0.   2 = 0,  
 (∆ , ∆ ) —       

    0   . 
     6.              - 

   μ 
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ai = ai(x1, 2, 3). 

      

 
    ai,k   

 . 
        ,    

 dai    ai,k: 

                                                daі = ai, kdxk,                                    (10.120) 

 dxk -   dx=  .     
ai, k,   ,    

 = А  

   , 
і = ai, k k. 

  (10.120Ψ     

                                                 da = A(M)dx.                                 (10.121) 

 da≈ ( ') — ( ),   a dx =  , Ш           
         А( ), 

            = dx,     
         ( ): 

                                 ( ') — ( ) = ∆  ( ) ≈ А ( ) Нx.                (10.122) 

  ,    

А( )       
    . 

              А ( ): 
Sp A (M) = ai,i. 

       ai,k      
,      ,   

    : 

ai,i = НіЯ a. 

     ,    
  V,        .  
  НТЯ       ( )   

,     
  ( ).  

         z,     

   aі,j    — 

εijk,    

                                                     zi=—εijkaj, k.                               (10.123) 
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  z     : 

z = rot a. 

   (10.123Ψ    z, 

 

z1 = (a3,2 —  2,3) ε, 

z2 = (a1,3 —  3,1) ε, 

z3 = (a2,1 —  1,2) ε, 

  ε  +1    -1    .  
 ,    rota    

 ε     

  aі, k.  ,              
 ( ),    V',    

  —   rШЭ a,      

V'. 

             
  .     

     .   
       

  . 
       ,    = ( )  

   V,     div a = 0;  
    V,    rШЭ a = 0. 

    , ,   ,  

     φ( ): 

 
     =aі і,   , 
      aі, k     

 i  k.    aі, k = φ, іk,   

 
 

 
   (  « »Ψ.   

     РrКН φ   
   

div(grad φΨ = ∆φ. 
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        φ( )    

∆φ = 0, 

    (  ) . 
  

 
      φ(x1, x2, 3), 

  .  φ(x1, x2, 3),  

  ,  . 

     7.       ,    

    ,      , 
    .    

 .        
    ,    ,   

 .   
     і     t. 

,       
 μ 

 
      
. 

                
               

 ijka

t




, ,   ,   

    ,    . 
 ,     ijk 

    ,   

  . ,     
ijk,      ,   

.       
 

i = i(t). 

     ijk,   
,   
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,

ijk

ijk l

l

a
a

x





,  lx

t




 —     

 ,     vl.  
   μ 

                                                       (10.124) 

        

  ajjk    ,      
   .    

. 
     ,    (10.124Ψ     

    .   
 φ = φ ( , t)     

                                                             (10.125) 

        v,  

 
    = ( , t) ,  

 (10.124),  μ 

 
    

 
 А( ) —  ,   ai,k. 

 

10.9.    

 
     1.  ,   . 10.8,    

 . 

          — , , 

   ,    ,  
   .     

      V  0 — -  

   0   .    
  0       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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 .   -     ,  
  

                                                     = ( 0, t),                                  (10.126) 

             
0   t         

           

( 0, 0) = 0. 

        0 ,   (10.126Ψ  
       . 

,    t,   (10.126Ψ  
      , 

      t. 
        v     .  

  

 
 v       , 

  0,   t.    t 

 ,   v     , 
. . 

v = v(M). 

 ,        
    —     

.  vi —   v               

{ 1, 2, 3},   v= viei. 

              
 .    ,    

 ,     . 

   ,    
,      ∆t.  

       ∆t 

 ,      ,         

 ,   v(M)∆t.      
   -    ' ( . 10.15).  
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. 10.15. 

      '  
   N  N',  

 

  ' -   ',   ∆  =   .  

 NN ,         
,    : 

 
       (10.122Ψ       

  ∆   

v ( ') — v(M)≈ V(M) ∆x, 

 V(M) —      

V(M) = (vi,j), 

     v   
 .        

 

NN  ≈ ∆x + V(M) ∆t ∆x, 

 ,   NN=∆y, 

                                           ∆y≈ [E+V(M) ∆t] ∆x,                            (10.127) 

  —   . 
       (10.127Ψ ,     = ∆    

 NN=∆y    E+V(M) ∆t, 
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 V(M) —  ,    
    V(M).  ,  

         
      ∆x  ∆t  

  . 
         ∆x  ∆      
{ 1, 2, 3}: 

∆x = ∆xieі,         ∆  = ∆ іeі. 

  (10.127Ψ     μ 

                                                    (10.128) 

      
∆ і=( іУ + eіУ) ∆xj, 

 ,   vі,j∆t    
    .   

,  

                                                   eіУ = vі,j∆t.                                     (10.129) 

    eіУ    ,   
    .    ,   

    . 

           eіУ 

       ,      
       —       

 .      іУ  
       

                                                        (10.130) 

 

 
   .  іУ, 

      , 
 μ 

 
,     ,   

 ω,  ,   ,   
  іУ  

 
    | ω |.   vі,j  ω  μ 
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 (     . іУk    vі,j 

  Ψ.    (10.123) ,    

— іУkvі,j        rot v.          
      

                                                               (10.131) 

            
 v:  v —     

 ,    rot v   
      . 

                 
іУ + eіУ,       

 
, ,         . 

,  ,     ,  
     N.  ,   
       

   ,   іУ = v(і,j)∆t, 

     

 
  ,   v∆t. 

           
  .    
     

 = vіі∆t. 

        ,  
        

 .   (10.130Ψ  ,  
v(i,i) = vi,i,   μ 

 = vі, ∆t. 

 vі,  = div v.  

                                                  = div v · ∆t.                                  (10.132) 

     (10.132Ψ     
  v:  v —    

 ,  divv     
       . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   
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      ,      

     

div v = 0. 

 ,       

 . 
      ,      

,        
.   (10.131Ψ ,   ,   

   ,   , 

 

rot v = 0, 

. .       .  
    β.       

.  ρ = ρ( , t) — , К v = v(M, t) —   

,         t.  ρ  v 

      

   .    

      .   ∆  

         
 —      

∆ ≈ρ( ) ∆V, 

 ∆V -   .    
  ,    ,  

   , . . 

                                      (10.133) 

 

 
 N- ,        ∆t.  

,    ,     
     : 

 
,    (10.132), 

 
         

,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 415 

 
      (10.133Ψ    ∆V, 

  

                                                                 (10.134) 

       

     . 

       (10.134Ψ      .  
- , 

div v = vі, , 

- ,            (10.125)    

 
     (10.124Ψ,  

 
 

                                                             (10.135) 

      μ 

 
    γ.       

 -  .      

,     ,  

 ,     .   
  ,       і,   

   2∆ і,  ,   , —  

∆sі,    —  ∆V.  

 
      ,        , 

   .   ,  
     —    .  

  F   ,     

,         

F∆m = Fρ∆V. 
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 ,    ,   
 ,     .  

    ij,    
  ,      ,   

ij= ij ( ) 
( ,      

     ).                                     
       σ( ) —  ,   

   .  ,     

   ,   
,    e1.  ′  " —  

,   ′ = " (б1 + ∆x1 x2, x3), " = "( 1 — ∆ 1 x2 x3).  
,       , 

  

 
   e1  -e1      . 

     

 
  ,    ,  , 

 

                (10.136) 

  1i     . 
  ,      
 . 

       w ,    
      .    

       

 
  (10.136Ψ      

∆ 2  ∆ 3    ∆V,   

 
  1і, 2і, M3і      

   .             ∆ і→0;     
  ij→ ,     

 
  ,     ,  

      . 
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           Fі         F.     

 
 

 
      ik.  

       

                                                          (10.137) 

      

.    (10.135Ψ    
    . 

      ,   (10.135Ψ  (10.137)   

         

   . 

 

10.10.        
 

 
     1.           

-  = = і і   

   {e1, e2, 3}     

;  x1, x2, 3 —      

. 
              

     x1, 2, 3,  -

    u1, u2, 3,      

 .  ,     
     u1, u2, 3,  , ,   

  u1, u2, 3    .   
      u1, u2, 

3,       
    u1, u2, 3. 

      u1, u2, 3      
(        Ψ. 
           u1, u2, 3,  

        

  1, x1, x3: 

                                           і = і (x1, x2, x3)    (і=1,2,3).                  (10.138) 
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   u1, u2, 3     ,   
    x1, 2, 3    

u1, u2, 3: 

                                         xi = xi(u1, u2, 3)    (і =1,2,3).                    (10.139) 

     ,    
 (10.138)    x1, x2, 3, . . 

       (10.139Ψ,   
,   

 
   μ 

 
          

 
            

    (10.138Ψ  (10.139),  

       , 
     . 

    β.       
 .   

1 (x1, x2, x3)= 1, 

 1 = consЭ.  ,     

 .    1  

  .      
 1 = α,   ,                       

1 (x1, 2, 3) = α  .   

2 (x1, x2, x3)= 2, 

3 (x1, x2, x3)= 3 

     .   

   1, 2, 3,   ,            
       , . .  

  ,      

 ( . 10.16). 
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. 10.16. 

 

                  
,                   

     . 

          
       1- ,  

2- , 3- . 

         

,    .     
   .   , 

   2- , 3- , 

   1,  2  3  .  
     1.  
   2  3.  ,  
  ,  ,  .  

   «  ». 
      ,      

  ,    

  .     
1,     0 (

0
іΨ,    

 
    ,       

 0   
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0

1       
2  3,     ,   

 
  ,  

 
   ,       

,      
 

     3.      
. 

     Ψ    .    
      . 

    ,  
   ( 1- — , 
  2 3,  . .Ψ.   

  ,     
( ,   1—  ,  1, 

 . .Ψ. 
      Ψ   .    

     { 1, 2, 3}   
 .    1, 2, 3,  1≥0, 0≤ 2< βπ,   

       ,     

3,     1 2    1  2 

( . 10.17). 
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. 10.17. 

 

 ,       1, 2, 3  

   , ,     

   ,  

 
(   ,       3,  1  3 

 ,   2 μ   
   Ψ. 

         1, 2, 3  
   . (   

   ρ,φ,z.)  ,   
      

x1, 2, 3    

                                                              (10.140) 

, , 

 
  

 
      : 
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 ,       ,  

  1 = 0,     3.   
,    ,    

      . 
          

 : 1-  —     

 3; 2-  — ,   3;                               

3-  — ,   1 2. 

 «   »    

,        
.      

 μ  1 — ,    

   3    1 2;  
2 —      3,    

,  3;  3 - ,  

 3 ( . 10.18). 

 
. 10.18. 

 

    Ψ       .          u1, 2,  

3,               , 

 μ u1—        

, 2 —    3  -   , 3 — 
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     1   -

     1 2 (  10.19).  

 
                                                      . 10.19. 

 

       . 
(                  r, , φ). 

   ,      
2


- 2      3 —      

             . 
     ,   ,           

      u1, u2, 3,  u1≥ 0, 0≤ u2≤π;  0≤ u3<βπ,  
,        

 (   ,     
  ,     3,  

  u3 Ψ. 
                       

   : 

                                                                  (10.141) 

 
 

, , 
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2
1sin 2.       

 3,       
      . 

             
: 1- —      ,  

2-  — ,   3,                         
3-  —    , 

      3.  

«   » -   ,  
    . 

            
μ  1 — ,     ; 

 2 —      ,  

  ,   3, , ,  3 

—      3,    

,  3 ( . 10.20). 

 
.10.20. 
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 ,      

,   .   
,   ,  

.  x1, 2, 3,    
   ,     

  .  
 

10.11.    
     

 

 
     1.     V    3, 

   -     

 u1, u2, u3.     V    

   .       
  1,  e2,  e3,    ,    

       
  .   

       V ,    
  V       

  1,  e2,  e3,      : 
eі = eі(M)       (i=1, 2, 3), 

 

eі = eі(u1, u2, u3). 

       
 ,     —   

. 
       1,  e2,  e3      ,  

,      . , 
,     1 2 3 (  

  ,    Ψ 
 .       

  (      ,   
    ), ) . 10.10). 

   ,       
  1,  e2,  e3    ,    

;  ,      
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  -       
 . 

           
( ,   Ψ,    1,  e2,  e3, 

    ,     
  ; , ,    

  1  2,     , 

  . 

     2.   -   : 

 = ( 1, 2, 3). 

 2  3 ,    1,   

-     1,    
1




 

 

        1 , , 

 
 

h1 = | 1|. 

 

 
 

h2 = | 2|,       h3 = | 3|. 

        
0
і    

.  

 
  

 
 

 
 , 
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                                (10.142) 

 h1, h2, h3   .  
(10.142Ψ       

      
. 

        -   =   

: 
dx = dM = iН i. 

      i    ei 

 ,    ,   

 
 (       ,      

 ,    ,  .)    

 

                        (10.143) 

 

                                                    dM = іei.                                    (10.144) 

      duі  
.      

.  і    
 dM   ei  , 

   . 
       і    

,    (10.143Ψ    
    dui 

 . 
       (10.144Ψ      

      .  
 , 

 
 eіej = ij.       

ds
2
 =  , 

 , , 
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                                                         (10.145) 

   (10.143Ψ   і,   
    μ 

                                               (10.146) 

     ,     dei  
  (і=1, 2, 3)   ,   

   j;     
 ij,   

                                       deі = ij ej       (i, j = 1, 2, 3).                     (10.147) 

,    ij   
 .     (10.147)  

   k,   

 
 

ij = eidei. 

  

 
 

 
,  ij   

    duk  
. ,   (10.143Ψ,   

    duk   
k,   

 
      

                                                                      (10.148) 

  ijk    

                                                               (10.149) 

     ,     
 α   .    
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 .       
    .    
        . 

 ijk    . 

       (10.144Ψ  (10.147Ψ   

   ,   
   . 

  k  ij   

    . 
       ,   k  

 .    ij,    
  .    , 

  

eiej = ij 

      : 

eidej + ejdei = 0. 

    dej  deі   (10.147), 

  μ 
                                                    ij + ji = 0.                                 (10.150) 

,  , ,  

11 = 22 = 33 = 0. 

       (10.150) ,    ijk  
   .   ,  

(10.150Ψ      

ijk k + jik k = 0, 

,               k, ,  

                                                           ijk + jik = 0,                           (10.151) 

. .  ijk     .  
, 

ααk =0. 

      
.  

 
     j≠α,   ααk = 0.  

 j  α        
   . ,  j≠α 
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TК   

 
  j≠       

 α  : 

                                                αj  = jα    j≠ ,    j≠α.                 (10.152) 

  j = .  

 
 2 =1,   

 
 

                                            
 (10.152Ψ ,    ijk   

j≠i, j≠k    .     
 (10.151)      

   ijk    i, j, k  

 
  ,        ijk       0: 

ijk = 0        i ≠j,   i ≠k,    j≠k. 

 ,       

27  ijk      12: 

                                              (10.153) 

    γ.     . 10.10 , 

      hi, 

   i,   ij, ijk   ds
2
 —        d . 

     )              

ei= МШЧsЭ,  і

j




 = 0,   ,  ,    (10.149) 

  ijk = 0. 
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     ,   -     ijk = 0,                   
ij=0, d і=0, і=МШЧsЭ      

 . 

        ,   (10.142) 

,     1: 

h1= h 2 = h 3=1, 

  і = і     (10.146)  

ds
2
 = du

2
1 +du

2
2 + du

2
3 

,  (10.143Ψ ,  i = Н i. 

     )                  

 (10.140Ψ   (10.142)    

  :  

 
 

h1=1,    h 2 = 1, h 3=1, 

   (10.146) 

ds
2
 = du

2
1 + u

2
1du

2
2 + du

2
3. 

          ijk,    ,    
  ,    (10.153Ψ   

   

 
    (10.143Ψ  (10.148) 

 
 ,  

. .      3  ,    
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1  2  (       

 Ψ. 
     Ψ        (10.141Ψ  

 (10.142)      
: 

 
 

h1 = 1,    h 2 = 1,    h 3 = 1 sin 2, 

   (10.146) 

 
   ijk,     

       ,    
   (10.153Ψ   

 
    (10.143Ψ  (10.148Ψ   

          i  ij: 

 
     deі≠ 0, . .         

      (   
       

Ψ. 
     4.       

, ,     ,  
    

 

                                        і′ = і′ ( 1, 2, 3)         ( ′=1, 2, 3),            (10.154) 

 1', 2', 3' —    . 
 (10.154)  ,   і′ ( 1, 2, 3) 

—   .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 433 

          і′    
      { 1', 2', e3'},  

     1, 2, 3  , 

     
,     

                                                  і'(M) = і'i(M)ei(M).                       (10.155) 

 і'i( )   ,  
    . (  ,      

      
.Ψ  і'i(M)      

   і

і




     hі  hі'    

  . 
            

   , ,    
 

ijk = ijk ( ). 
              

    ,  

   . 

            

      (10.154Ψ,   
        (10.155Ψ,  

 aijk      
: 

 
              

       . 

     ,     . 10.8,     
        

   ,      
        

 μ       

   ,     
    . 

      η.  ,       
       

i , ij, ijk. 
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        (10.143) ,  i —  
 dM   { 1, 2, e3},    

1, 2, 3         
        

    

                                                    Т′ = і'i i.                                   (10.156) 

     ,   (10.155Ψ     
 (10.147Ψ     e Т′, 

dei' = Т′j' ej', 

 

 
,  (10.155Ψ         і    j  

   ,   

 
      ej 

 
      k'j    j.  

 
,    ,       j'j k'j = j'k',        

                                               (10.157) 

 ,   jk      
 (    k'jd і'j ,  
,   ,    і'j     

). 

      ,             (10.143Ψ,    
 d і'j     

 
,    

 
  

                                                                (10.158) 

 (10.157Ψ,   (10.148Ψ  (10.158Ψ,   
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  l  Х′    

l = ll' l′ 

      (10.156Ψ,       ,    ll'= l'l    
 Х′   ,   

                                  (10.159) 

      ,   ikl    .  

    ,   ij  ijk   ,   
    .   

,        
   ,     

        .  
      μ    

      ,     , 
      ,   

          . 
 

10.12.       

    

 
     1.         

            . 
           . 

       
( 1, 2, 3),     V     3, 

   φμ 
φ = φ ( 1, 2, 3). 

         . 

 
 (       (10.143Ψ.  ,  

  α   φ,α: 

                                                                     (10.160) 

  

                                                         dφ = φ,і і.                               (10.161) 
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       φ,1, φ,2, φ,3   

( )     . 
      dφ,   φ,    ,  і — 

   ,   φ,і   

(10.161Ψ      .   

 φ,і   ,   
        V  

 3. ,      
   φ, . . 

                                              grad φ = φ,іei.                                     (10.162) 

  ,        

,   

 
 

 
    ,     

. 10.8.         
   V.       

  . 
             

    . 
     )           

h2= 1,  h2 = u1, h3=1, 

   (10.160),  

 
    (10.162) 

 
       )          

     
h1 = 1, h 2 = 1,

 
h3 = 1sin 2; 

    (10.160) 

 
   (10.162) 
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    β.       . 

    

( ) = і( ) і( ). 
    .         (10.147), 

 (        і( ), 
dai(M)  . .   і, dai  . ., ,   

    ). 

 
,      і      j  

   ij,   

da = (daj -Кі ji) ej. 

 

                                                   Daj=Н j— aі ji,                           (10.164) 

                                                                
                                                da = Dajej.                                     (10.164) 

      da — ,    (10.164) ,  Daj — 

   .    
     Кj. 

     ,    daі   
         

 .       
 (      ) ωij =0,     

       
    .  ,   

,    ( Ψ,     
 ,    ( . .    

    Ψ,   ,  
  

                                                               Daі = 0. 

     ,   ,  

 
 

 
  (10.163Ψ     
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      aj, α: 

                                                     (10.165) 

 

                                                  Daj = aj,k k.                                   (10.166) 

      Daj —      k — 

   dM,     

   ,   aj,k  

   .     
   Кj.  ,   
        

   ,     
  . 

       ,      
    .    

 (10.163)  (10.165)      
    . 

        aj,k   aj   
 j  k,   ,    

   ( ): 
                                          div  = aj,j = a1,1 + a2,2 + a3,3.                 (10.167) 

  ,  aj,j      , 
      

 
      (10.153),       

   

 
,    і,   
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(10.168) 

        aj,k    

 — ijk,      

rot a = — ijkaj,kei. 

        ,       
  

 
      (10.123Ψ             

        

(10.169) 

       (10.153Ψ      
 1   : 

 
        

 2  3.       

     

(10.170) 

 

             
  .   

∆φ = div grad φ, 

,   (10.160), (10.162), (10.168),  

(10.171) 

        ,    
 ,        
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  ,       
    . 

      Ψ       (10.165) 

 

 
  (10.167Ψ  

 
 

 
(        

 (10.168)). 

      (10.170)      

 μ 

 
, ,  (10.171Ψ,     

μ 

 
Ψ        

 
   (10.168Ψ  (10.170Ψ  
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,          (10.171Ψ          

    μ 

 
     3.      

   ,     
    u1, 2, 3: 

aij = aij(u1, 2, 3). 

        aіУ     
    

φ = φ ( , ) = ij i j 

    -   ,    
 ,     

,   i  j (i, j=1, 2, 3). 

       (10.163Ψ    
 ,    φ: 

 
(        μ  

  і  k  ,   -j  k  ). 

         ,   

  φ          

        .   
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 aij.  dφ — , aijDxiyj  aij iDyj — 

 ,     aij 

   Dxі,yj  xі,Dyj,     
   —    
    .    

                , 
    Кij  

 

                                              (10.172) 

,    

 
  (10.172Ψ     

 
 

 ,    ,  іj,α: 

                                   (10.173) 

                          

                                               DaіУ = aіУ,l l.                                    (10.174) 

 ,   aіУ,l     
,      aіУ. 

      ,     
       

         
 (10.172Ψ  (10.174). 

      ,    

       
,       
     ( >βΨ (    

   ,   Ψ. 
 ,      
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    ,    - 

    . 
           ,  

 (10.163), (10.172Ψ  (10.165), (10.173Ψ. ,   
  ijkl     

    

(10.175) 
    4.     , . . 

,       
   ,   ,  

      .  
         

 -        . 
     )        .  

      cij,    
   ij  bij   μ 

cij(M) = aij(M) + bij(M). 

    μ 
dcij = daij + dbij. 

,   (10.172),  

 
, ,  cij=aij + bij,  

 
      ,      

   . 
     )         . 

  

 

cijk(M) = aij(M)bk(M). 

  : 

dcijk = bk daij + aijdbk; 

,      Dcijk, 

Daij, Dbk   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



. .   -   

 

 444 

 
,   ijk = aijbk,  

D (aijbk) = bk Daij + aij Dbk. 

     ,     
    ,  

  ,      
  . 

   )    .  
 aijk     μ 

ck(M) = aТіk (M). 

  :                                             
dck = aТіk, 

,    Dck  DaТіk,   

 
         

,   l = aТіl.  , 

 
 

Dck = DaТіk 

      : 

 
. .      

 . 

    )      

. , , 

ci = aijbj. 

,     
    ,  

 
. .       

    . 

              
     μ 
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     .  

-    ,  .   

 
   Daij Dbk  D( ijbk)   

(10.174), (10.166Ψ      
   ijbk,   

 
   l  ,    l  

       ,  
     μ 

 
      ,  ,    

      
. , ,   ,   

  -  ,   
      . 

      

     
. 

      η.     ,   
        
       

 .        

    ,   
    (10.175Ψ,  ,    

 hі=1, ijk = 0.     

  ,     

 ,  . 10.8     , 
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         , 
      
. 

      ,    ,   

       

  ,     
       ,  

       
. 

      ,   . 10.9    
        

,     ,      
   .    

       
. 

 

 26 

   
1.         : 

 

 
2.   μ 

 
    ,   

      

  ; 
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В —     (aі,k)  (bі,k); 

 

γ.  r = і і, r = і і  , c, c1, c2 —     α -

. ,  

 
4.   Ψ    ,    r1+r2 = 2       

   φ = r1+r2,      r1  r2           
       F1  F2,   ,     

F1M  F2M       . 

Ψ                r1-r2 = 2      
 r —  = ,      . 

η.               v    w 

 ,             ,  
, μ 

v = ω× r,         w =  × r + ω× (ω× r), 

   ω -  . 
6.  ,    

 = 1
2
2

 2
3 1 + 

2
1 2

 2
3 2 + 

2
1

2
2
 

3 3 

 . 

         ( )     V,  
       φ,  = grad φ. 

7.  ,   

Ψ      ; 

Ψ      . 
8.   ,     НТЯ(  ×  bΨ = 0,        b —  

 . 
9.    ,                 

  . 

10.  ,     μ 
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11.  ,                 

    

 
        ,    

    μ ij= — ij,  
= ( ,t) -  . 

12.  ,                    

     μ 

 
 z=(zk ek)=rot v, v=|v| 

Ψ          ,     

 ρ=c,   

                                                     
Ψ         

 F= — grad U 

 
Ψ                

     

 
 φ -    v,   РrКН φ =— v ( .  7). 

1γ.     
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 , ,       
   ( ,  - Ψ    

 
    ,     

  

 
 
    'ij —      ,        

'Ті=0. 
14. ,         

 
15.                  2 

  ,                  3. 

1θ.     ,          
   2     

,   ,   

 
   ,              2      

     
       

    1, 2: 

Ψ       ,   

 (       
    ,     
   1, 2   
 1  2,      

     ). 

 
Ψ          ,    
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Ψ          ,       

 

 
Ψ           ,        

 

 
Ψ    ,   

 

 
17.                 , 

    

 
   ,       3   

     
     

   1, 2, 3  3: 

Ψ          ,  
  

 
Ψ           ,    

  

 
Ψ       ,       

 

 
Ψ           ,   
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Ψ         , 

   

 
  

 
       ,            

 ; 
Ψ         ,       

 

 
18. ,     ,  

   1θ  17,  . 
1λ.     hі, ,  іj, іjk     

 ,           1θ Ψ - Ψ  17 Ψ - Ψ. 
β0.   Ψ      (10.156Ψ   ,  
(10.155Ψ  ,  ′ =eі′dM,  = eidM. 

Ψ   (10.157Ψ  (10.159Ψ ,  
(10.147), (10.149), (10.154Ψ  ,   

 
β1.      i′i(M) ,  

                
 (u1,    2,    3)                   
  ( 1′, 2′, 3′,),    

 
        . 

ββ.          i′j,l,       (10.158), 

                
  ( .  ). 

βγ.    1λ,     
 ,     ,   
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,    1θ Ψ - Ψ  17    Ψ- Ψ. 

β4.    

rot grad і =0 

(   ?Ψ,   

 
 

     (10.170). 

βη.    

 
 ( .  β Ψ,   i, j, k   ei, ej, ek   

,   

 
     (10.168). 

26.    

 
β7.                 

 

 
,      ,    

. 
β8.      

∆φ=0 

   ,   φ   
   1, 2  3.    

. 

βλ.  Ψ    aij,k, aij,j, aУі,j. 

       Ψ    ij,k  (xiyi),k,    xi, yi —       
   . 

       )    
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  = | |  і -       
 . 

γ0.                  

       . 
 

 
 

     
   

                                                                                                                                    

1.   

 
    1.             

 ,          
.         

      ω   
,    .      , 

 -    , 
    

 
         .   

      .   
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