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1. ЗАГАЛЬНІ МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ 

1.1. Технічна механіка вивчає найбільш загальні закономірності, за-

кони механічного руху і механічної взаємодії матеріальних тіл. Вона є 

загальнотехнічною точною дисципліною – на її основних положеннях 

базуються такі інженерні дисципліни, як теорія механізмів і машин, де-

талі машин тощо. Тому глибоке вивчення технічної механіки необ-

хідне для успішного засвоєння і розуміння матеріалу усіх технічних 

предметів, а також для адекватного сприйняття і наукового тлумачення 

явищ природи. 

1.2. Запорукою успішного засвоєння матеріалу даного розділу дис-

ципліни є самостійне розв’язання практичних задач для самостійної 

роботи. 

1.3. Виконання завдань проводиться індивідуально: номер схеми 

вибирається відповідно до порядкового номера студента в журналі ви-

кладача (на початок семестру) та номера групи на потоці (визначає ви-

кладач). 

1.4. Самостійні роботи належним чином оформляються. Розв’язок 

завдання повинен містити назву, умову, розрахункову схему, викладки 

розв’язання з короткими поясненнями та виділені відповіді. 

2. ЗАВДАННЯ 

2.1. Завдання 1. Визначення реакцій опор балки 

Для зазначеної балки (рис. 2.1) визначити реакції опор та зробити 

перевірку знайденого розв’язку. Вагою балки знехтувати. Вихідні дані 

взяти з таблиці 2.1, номер схеми відповідає порядковому номеру в жу-

рналі. 

2.2. Завдання 2. Визначення реакцій в’язей у складеній конструкції 

Для конструкції (рис.2.2), яка складається із двох абсолютно твер-

дих ламаних стержнів, визначити реакції опор та зусилля в шарнірі С і 

зробити перевірку розв’язку. При розрахунку вагою конструкції знех-

тувати. Вихідні дані взяти з таблиці 2.2, номер схеми відповідає поряд-

ковому номеру в журналі. 

2.3. Завдання 3. Дослідження рівноваги тіла під дією довільної про-

сторової системи сил. За умови рівноваги вала (поворотної рами) ви-

значити силу Q (в окремих випадках – інтенсивність навантаження q) 

та реакції опор. При розв’язанні вал (раму) вважати невагомим. 

Вихідні дані взяти з таблиці 2.3. При необхідності прийняти R=0,5a,  

c = 0,2a. Номер схеми на рис.2.3 відповідає порядковому номеру в жу-

рналі викладача.  
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2.4. Завдання 4. Кінематика найпростіших рухів твердого тіла. 

Вантаж 1 (рис.2.4), рухаючись за законом x=x(t) (додатній напрям 

відліку – вниз), через наявні ідеальні нитки, що не ковзають по повер-

хнях барабанів, пасові передачі та зубчасті зачеплення приводить в рух 

заданий механізм. Для моменту часу t1 визначити швидкість та прис-

корення вказаної точки М, зобразивши їх на рисунку.  

Дані для розрахунку взяти з табл.2.4. Номер схеми (рис.2.4) відпо-

відає оголошеному викладачем номеру студента в журналі викладача. 

2.5.  Завдання 5. Кінематика плоского руху твердого тіла 

Для відображеного на рис.2.5 положення механізму, яке відповідає 

деякому заданому моменту часу t1, визначити швидкості та приско-

рення точок В і С, а також кутові швидкості та прискорення усіх ланок 

механізму. Напрямлені величини відобразити на рисунку; розрахун-

кові дані взяти з табл.2.5. 

2.6.  Завдання 6. Для балки з завдання 1 побудувати епюри попере-

чних сил і згинальних моментів по всій довжині балки (пару сил М 

прикласти до точки балки де вказані розміри). Визначити розміри по-

перечного перерізу балки в формі двотавра, прямокутника (h/b=2/1), 

круга, прийнявши [σ] =σadm = 160 МПа. Вказати раціональний пере-

різ. 

 

Таблиця 2.1 

Варіант 

(номер 

групи) 

Р, 

кН 

G, 

кН 

М, 

кНм 

q, 

кН/м 
=, 

град. 

a, 

м 

b, 

м 

1 20 30 10 4 60 3,0 2,0 

2 10 20 20 6 45 1,5 2,4 

 

Таблиця 2.2 

Варіант 

(номер 

групи) 

Р, 

кН 

G, 

кН 

М, 

кНм 

q, 

кН/м 
, 

град. 

a, 

м 

b, 

м 

1 10 30 10 2 30 1,0 2,5 

2 15 20 16 4 60 2,0 1,2 
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Таблиця 2.3 

Варіант (но-

мер групи) 

Р, 

кН 

a, 

м 

b, 

м 
, 

град. 

1 20 1,0 2,0 30 

2 10 2,0 3,0 45 

 

Таблиця 2.4 
Варіант (номер 

групи) 

 

𝑹𝟑, м  𝒙 = 𝒙(𝒕), м 𝒕𝟏, с 

1 0.10 1.5𝑡2 1 

2 0.20 2𝑡3 − 1.5𝑡 2 

 

     Таблиця 2.5 

Варіант (номер групи) 

 

, c-1 , c-2 OA, м 

1 2,0 1,0 0,20 

2 4,0 2,0 0,40 
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Рис. 2.1 
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Рис. 2.1 (продовження) 
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Рис. 2.2 
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Рис. 2.2 (продовження) 
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Рис. 2.2 (продовження) 
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Рис. 2.3 
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Рис. 2.3 (продовження) 
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Рис. 2.3 (продовження) 
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Рис. 2.3 (продовження) 
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Рис. 2.4 (продовження) 

 

7  8  

9  10  

11  12  



17 

 

  

 

 

  

 

Рис. 2.4 (продовження) 

13  14  

15  16  

17  18  



18 

 

  

 

 

  

 

Рис. 2.4 (продовження) 
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Рис. 2.5 (продовження) 
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Рис. 2.5 (продовження) 
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Вказівки до самостійної роботи 

Самостійна робота студентів над курсом теоретичної механіки є 

запорукою успішного його засвоєння та складання екзамену. 

Вивчення кожної теми доцільно проводити в такій послідовно-

сті: спочатку вивчити теоретичну частину курсу по конспекту та одному 

з рекомендованих підручників [1-3], пам’ятаючи, що головне – це зро-

зуміти, а не „завчити”; потім розібратися у розв’язаннях прикладів в кон-

спекті та підручнику, звернувши особливу увагу на методичні вказівки 

по їх розв’язанню. Якщо виникають труднощі з відповідями, то необ-

хідно знову вернутися до конспекту та підручника й розібратися у від-

повідному матеріалі. 

У випадку труднощів в розумінні якого-небудь питання необхідно 

звернутися на кафедру за консультацією: відповіді можна отримати 

лише на конкретні питання як з теорії, так і по розв’язанню задач. 

Питання, які розглядаються в статиці, носять переважно геоме-

тричний характер, тому для їх застосування треба знати з середньої 

школи функції синуса та косинуса, розв’язання трикутників за допомо-

гою теорем синуса та косинуса. З курсу нарисної геометрії досить по-

вторити проектування відрізка на площину (вісь), а з курсу вищої ма-

тематики необхідно знати основи векторної алгебри: правила дода-

вання, віднімання та множення векторів. 

Остаточний успіх в розв’язуванні більшості задач кінематики 

залежить від того, чи правильно студент показав напрями векторів 

швидкостей та прискорень окремих точок тіл, що рухаються. Тому з 

перших кроків вивчення кінематики необхідно звернути увагу на пра-

вила напрямлення відповідних векторів і докласти зусиль, щоб опану-

вати цими правилами і вільно користуватись ними. 

Слід зазначити, що велику допомогу в розв’язанні задач нада-

дуть студентам навчальні посібники [4], [5]. 

 

3. СТАТИКА НА ПЛОЩИНІ 

Система збіжних сил 

Сили, лінії дії яких перетинаються в одній точці, називаються збі-

жними. Для того, щоб система збіжних сил перебувала в рівновазі, не-

обхідно і достатньо рівності нулю рівнодійної цієї системи сил: 

  == 0kFR


 (3.1) 

Якщо система сил еквівалентна нулю, то кажуть, що система сил 

зрівноважена, тобто тіло під її дією знаходиться в рівновазі. 

Геометрично це означає, що векторний многокутник збіжних 
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сил замкнений: кінець останньої сили збігається з початком першої. У 

випадку рівноваги системи трьох не паралельних сил можна побуду-

вати трикутник сил (силовий трикутник). 

Якщо зрівноважена система збіжних сил лежить в одній пло-

щині, наприклад Oxy, то отримаємо  дві умови рівноваги: 

 







=

=




.0

,0

ky

kx

F

F
. (3.2) 

 

Рис. 3.1 

Умови рівноваги (3.2) називають також рівняннями рівноваги, з 

яких шукають невідомі величини під час розв’язання конкретних за-

дач. 

При складанні рівнянь рівноваги (3.2) необхідно проектувати сили на 

осі координат. 

Проекцією сили F


 на вісь називають алгебраїчну величину, яка 

дорівнює добутку модуля сили на косинус кута між додатним напря-

мом осі та напрямом сили (рис. 3.1): 

= cos11 FF x , 02 =xF ,
33 FF x = ,

( )  cos180cos 444 FFF x −=−= . 

Практично, при обчисленні проекції сили на вісь, її модуль мно-

жать на косинус гострого кута між вектором сили та віссю і подумки 

повертають вектор сили на цей кут: знак проекції вважається додатнім, 

якщо напрями вектора та осі збігаються (рис. 3.1 а) і від’ємним – якщо 

не збігаються (рис. 3.1 г). Проекція сили на вісь рівна нулю, якщо сила 

перпендикулярна до осі (рис. 3.1 б). Проекція сили на вісь рівна величині 

сили, якщо сила паралельна до осі (рис. 3.1 в). 
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Вибір напряму координатних осей, на які проектуються сили, не має 

принципового значення, але під час розв’язання задач доцільно осі на-

прямляти перпендикулярно невідомим силам: отримуємо більш прості 

рівняння, які легше розв’язати з точки зору математики. В цьому і по-

лягає раціональність вибору осей координат. 

Якщо тверде тіло перебуває в рівновазі під дією трьох непаралельних 

сил , розміщених на площині , то лінії дії цих сил перетинаються в од-

ній точці (це теорема про три сили). Ця вимога необхідна для рівно-

ваги трьох сил , але вона недостатня , бо необхідно також , щоб усі три 

сили утворили замкнений трикутник. 

При розв’язанні будь-якої задачі статики на рівновагу дотримуються 

наступної послідовності. 

1. Необхідно вибрати тіло (або точку), рівновагу якого (якої) бу-

демо розглядати. 

2. Прикласти до нього (неї) активні сили. 

3. Відкинути в’язі, а їх дію замінити реакціями в’язей. 

4. Визначити, яка система сил діє на тіло (точку) та вибрати раціо-

нально систему координат. 

5. Скласти необхідну кількість рівнянь рівноваги і розв’язати їх ві-

дносно невідомих. 

6. Провести аналіз отриманих результатів. 

При розв’язанні задач статики про рівновагу кількість невідомих не по-

винна перевищувати кількості рівнянь рівноваги – це означає, що за-

дача має бути статично означеною. Якщо ж невідомих більше кіль-

кості рівнянь рівноваги, то таку статично неозначену задачу немож-

ливо розв’язати методами теоретичної механіки: ці задачі розв’язу-

ють методами опору матеріалів, додаючи до рівнянь рівноваги зі ста-

тики рівняння деформацій. 
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Приклад 1. Визначити аналітичним та графоаналітичним способом) 

реакції в’язей абсолютно твердого тіла (рис. 1), якщо: а = 2 м, b = 3 м, 

F = 4 кН, β = 30. При розрахунках власною вагою тіла та його попере-

чним розміром знехтувати. 

Рис. 1 

Розв’язання. 

Розглянемо рівновагу абсолютно твердого тіла. На нього діє 

лише одна активна сила F


. Ідеальний стержень ВС та нерухомий шар-

нір А є в’язями для цього тіла. Звільняємося від в’язей, замінивши їх 

дію реакціями в’язей: зусилля S


 у стержні напрямлене уздовж нього, 

а лінію дії реакції нерухомого шарніра R


 визначаємо за теоремою про 

три не паралельні сили. Продовжуємо лінії дії сили F


 і реакції S


 сте-

ржня ВС до перетину в точці Д (рис. 2), з’єднуємо точку прикладання 
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реакції шарніра А з точкою Д і отримуємо лінію дії реакції R


 опори А. 

Щоб визначити дійсний напрям реакцій R


та S


 будуємо силовий три-

кутник (рис. 2). Його побудову починаємо з активної сили F


 , напрям 

якої відомий. З довільної точки С проводимо паралельно силі F


 лінію  

Рис.2 

СЕ довільної довжини, що зображує силу F


. Через початок С та кінець 

Е вектора F


 проводимо прямі, які паралельні прямим АД (лінія дії ре-

акції R


) та ВМ (лінія дії реакції S


, рис. 2) до їх перетину в точці L. 

Обходячи трикутник по контуру CELC, починаючи з сили F


, визнача-

ємо дійсні напрямки сил S


 та R


: початок наступного вектора співпа-

дає з кінцем попереднього. Зображуємо сили R


та S


 на рис. 2. Вибір 

осей координат xОy показаний на рис. 2. 

При аналітичному способі розв’язання задачі, складаємо рів-

няння рівноваги плоскої збіжної системи сил (1.2): 





=−+=

=−+−=




.0cossin,0

,0sincos,0

FRF

FSRF

ky

kx  

Розв’язуючи отриману систему рівнянь, визначаємо невідомі ве-

личини: 

( )


−
=+=




=

sin

cos
cossin,

sin

cos
FRFSFR . 

Визначимо кут α, який був введений нами для визначення на-

пряму реакції R


 нерухомого шарніра А. Робимо додаткові побудови 

на рис. 3.3 і знаходимо: 

−
=

−
==

tg2

2
arctg

tg
arctgarctg

2
1 baba

b

DK

AK
. 
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Обчислюємо: 

,3.69
322

32
arctg =

−


=  

( )
.31.3

3.69sin

303.69cos
4

,70.3
3.69sin

30cos
4

кНS

кНR




−
=





=

 

Перевіримо отримані результати графоаналітичним способом. 

Застосувавши теорему синусів для силового трикутника (рис. 3.3), 

отримаємо: 

 
( ) ( )( )

( )
,

sin

cos
,

sin

cos

,
90sinsin90sin



−
=




=

−−
=


=

−

FSFR

SFR

 

оскільки, ( ) =− cos90sin . 

Відповідь: кНSкНF 31.3,00.4  . 

Довільна система сил на площині 

Для рівноваги довільної системи сил на площині необхідно і до-

статньо, щоб головний вектор *R


 та головний момент MО цієї системи 

відносно довільного центра O одночасно дорівнювали нулю: 

 ( ) 0,0* ====  kOOk FmMFR


. (3.3) 

Виходячи з умов (1.3), отримуємо рівняння рівноваги довільної 

системи сил на площині, які можна записати в трьох альтернативних 

формах. 

Перша форма умов рівноваги: для рівноваги довільної системи 

сил на площині необхідно та достатньо, щоб алгебраїчні суми проекцій 

всіх сил на осі системи координат xOy та алгебраїчна сума моментів 

цих сил відносно довільної точки О дорівнювали нулю: 

 

( )








=

=

=







.0

,0

,0

kO

ky

kx

Fm

F

F



. (3.4) 

Друга форма умов рівноваги (вісь проекцій не ⊥ AB): 
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 ( )
( )









=

=

=







.0

,0

,0

kB

kA

kx

Fm

Fm

F



 . (3.5) 

Третя форма умов рівноваги (A, B, C довільні точки, які не ле-

жать на одній прямій): 

 
( )
( )
( )









=

=

=







.0

,0

,0

kC

kB

kA

Fm

Fm

Fm







. (3.6) 

Таким чином, незалежних рівнянь рівноваги три, будь-яке інше 

рівняння використовується для перевірки розв’язку задачі. 

Моментом сили F


 відносно деякої точки О називають добуток модуля 

сили на її плече відносно цієї точки, взятий зі знаком „плюс” або „мі-

нус”: 

 ( ) hFFmO =


. (3.7) 

Плечем сили називають найкоро-

тшу відстань від точки до лінії дії сили (до-

вжину перпендикуляра від точки до цієї лі-

нії. 

Момент сили вважається додат-

ним, якщо сила намагається повернути 

тіло відносно точки в напрямку проти 

ходу годинникової стрілки 

(рис. 3.2, сила 1F


) та від’ємним – у проти-

лежному випадку (рис. 3.2, сила 2F


). 

Якщо лінія дії сили проходить через точку – h = 0 і момент такої сили 

відносно точки дорівнює нулю (рис. 3.2, сила 2F


). 

Дві рівні за модулем анти-

паралельні сили, що не ле-

жать на одній прямій, ут-

ворюють пару сил (рис. 

3.3). 

Моментом пари сил 

називають добуток однієї 

із сил пари на найкоротшу віддаль (плече) між силами, що утворюють 

Рис. 3.2 

 

 

h1 

O 
 

h2 

Рис. 3.3 

а) 

d

1 

 

 

б) 

α 

 

 

α 

d
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пару: 

 dFM = . (3.8) 

Якщо пара сил намагається повернути тіло проти годинникової 

стрілки, то момент пари вважається додатним (рис. 3.3 a), в протиле-

жному випадку – від’ємним (рис. 3.3 б). 

Слід пам’ятати, що пара сил не може бути зрівноважена однією 

силою і що пару сил можна переносити в будь-яке положення в пло-

щині її дії; крім того у пари сил можна міняти модулі сил пари так, щоб 

алгебраїчний момент пари залишався незмінним. Зауважимо також, що 

алгебраїчна сума проекцій сил, що утворюють пару, на будь-яку вісь 

рівна нулю, і таким чином в рівняння проекцій сил момент пари сил не 

входить. 

При визначенні реакцій в’язей розподілене навантаження замінюють 

зосередженою силою; на рис 3.4 наведені два основні випадки такої  

Рис. 3.4 

заміни: 𝑄 = 𝑞𝑎 (рис. 3.4 a), 𝑄 = 1/2𝑞𝑎 (рис. 3.4 б). 

Силу, яка діє на тіло під де-

яким кутом , бажано розкла-

дати на складові, які парале-

льні координатним осям 

(рис. 3.5) та потім застосову-

вати теорему Варіньйона: мо-

мент рівнодійної відносно де-

якої точки дорівнює алгебраї-

чній сумі моментів складових 

сил відносно цієї ж точки. Та-

а) б) 

a 

q 
Q 

a2 

q 

Q 

a

3 a 

A 

a 

b
 

y 

x O 

α 

F 

Fx 

Fy 

h 

Рис. 3.5 
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кий підхід спрощує розрахунок, бо не треба шукати плече h, що добре 

видно для випадку на рис. 3.5: 𝐹𝑥 = 𝐹𝑐𝑜𝑠𝛼 , 𝐹𝑦 = 𝐹𝑠𝑖𝑛𝛼. 

( ) ( ) sincos abFaFbFFm yxA −=−=


. 

Приклад 2. На консольну балку АС (рис. 3 а) діє сила F


, пара сил з 

моментом М та рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю q. 

Визначити реакції опор А та В, якщо F = 2 кH, M = 5 кH∙м, q = 3 кH/м, 

а = 2 м, b = 3 м, с = 1 м. 

Розв’язання. 

Розглянемо рі-

вновагу балки АС: 

в’язями для неї є шар-

нірно-рухома опора 

В, напрям реакції BR


 

якої відомий (перпен-

дикулярно до пло-

щини опори) та шар-

нірна нерухома опора 

А, напрям реакції якої 

заздалегідь невідо-

мий, тому представляємо її у вигляді двох складових AX


, AY


. 

Відкидаємо в’язі і замінюємо їх дію на балку реакціями в’язей 

AX


, AY


, BR


 (рис. 3 б); прикладаємо до балки активні сили F


, Q


 (

кНaqQ 623 === ) та пару сил з моментом М. На рис. 3 б зображена 

розрахункова схема та вибрана система координат xAy. 

На балку діє плоска довільна система сил, незалежних рівнянь 

рівноваги три, невідомих також три ( AX


, AY


, BR


), задача статично 

означена. 

Складаємо рівняння рівноваги: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )








=−−+++−=

=−−++−+=

=−=







.02,0

,02/cos,0

,0sin,0

MFcbaQbaYFm

MQacbaFbaRFm

RXF

AkB

BkA

BAkx








 

Розв’язуємо отриману систему рівнянь, визначаємо невідомі ре-

акції: 

 

AX

 

a a 
2 2 

a 

q 

c 

A 

B 
C 

B 
M 

y 

x 

AY

 

Q  

M 

F  

BYR

 

BR

 

BXR

 

  

o30=

 

а) 

b 

F  

Рис.3. 

б) 

 A 
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( )

( )







=−−=

++=












−−=

++=

=

.4.3551246

,31.530cos551662

,66.230sin31.5

,145

,16cos5

,sin

кНY

кНR

кНX

MFQY

MQFR

RX

A

B

A

A

B

BA





 

Перевіримо отримані результати: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ,001.02630cos31.54.3

cos

кН

FQRYF BAky

−=+−+=

=+−+=
 

що є достатнім при прийнятій точності обчислень. Реакції опор знай-

дено правильно. Знаки “плюс” свідчать про те, що реакції AX


, AY


, BR


 

напрямлені на рис. 3, б правильно. 

Відповідь: кНXкНYкНR AAB 66.2,4.3,31.5 = . 

Розрахунок складених конструкцій. Рівновага сил при наявності 

тертя ковзання 

Складеною конструкцією називають сукупність кількох твер-

дих тіл, які вільно спираються одне на одне або з’єднані між собою 

нежорсткими в’язями (наприклад, шарнірами, гнучкими пасами, тро-

сами тощо). 

Якщо система з n тіл перебуває в рівновазі, то кожне з цих тіл 

також перебуває в рівновазі, тому розрахунок складених конструкцій з 

n тіл може вестися двома шляхами: 

розглядається окремо рівновага кожного з n тіл окремо; 

розглядається рівновага всієї системи, а потім окремо ще n – 1 тіл, 

що входять до системи. 

В обох випадках маємо 3n рівнянь рівноваги, розв’язання яких 

простіше (з точки зору математики) в першому випадку. Зауважимо, 

що при розгляді рівноваги кожного тіла слід враховувати сили взаємо-

дії між окремими тілами (внутрішні сили). Ці сили відповідно до аксі-

оми рівності дії та протидії завжди рівні між собою за величиною та 

протилежні за напрямком. 

Визначення рівноваги тіл з врахуванням тертя ковзання зводиться до 

звичайного розгляду граничного положення рівноваги, коли сила тертя 

досягає свого найбільшого значення 

 NfFтр = , (3.9) 

де f  – безрозмірний коефіцієнт тертя ковзання, а N


 – сила нормаль-

ного тиску одного тіла на інше. Сила тертя 
трF


 виникає в площині до-

тику цих тіл і завжди напрямлена в бік протилежний тому, куди діючі 
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a 2

 

 б) 
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сили намагаються зсунути тіло. 

При аналітичному розв’язанні задач реакцію шорсткої поверхні 

зображають двома складовими N


 та 
трF


, а потім складають звичайні 

рівняння рівноваги, враховують рівність (3.9) і знаходять невідомі ве-

личини. 

Приклад 3.Дві рами (рис. 4 а) шарнірно з’єднані між собою в точці С. 

Ліва рама жорстко защемлена в точці А, а права прикріплена в точці В 

до шарнірно-рухомої опори. На систему діють сила F


, пара сил з мо-

ментом М та розподілені навантаження на ділянках АД та ВК. Визна-

чити реакції опор А та В і тиск в шарнірі С, якщо F = 10 кH, M = 5 кH∙м, 

q = 2 кH/м, а = 2 м, b = 3 м, α = 45°. Зробити перевірку. 

Розв’язання. 

Розрахунок складеної з двох рам конструкції почнемо з розгляду 

рівноваги правої рами ВКС, для чого роз’єднаємо складену конструк-

цію на дві частини (рис. 4 б). В точці С зображаємо сили взаємодії між 

лівою і правою частинами конструкції: 

CCCC YYXX


−=−= , . 

На раму ВКС діє активна сила 2Q


 ( кНaqQ 42 == ) та пара сил 

з моментом M. Звільняємось від в’язі в точці В (шарнірно-рухома 

опора) і заміняємо її дію реакцією в’язі BY


. На раму діє плоска довільна 

система сил, незалежних рівнянь рівноваги три: 

( )







=++=

=−−=

=−=







.02,0

,0,0

,0,0

2

2

MaQbYFm

YYF

QXF

CkK

CBky

Ckx


 

Розв’яжемо систему рівнянь відносно невідомих: 

 
 

1Q  

a 
a 

 b 
 M 

 K 

 B 

 Д 
 A 

 a) 

 Д 

  С 

F  

 

2q 

  q 

a 
a 2

 

 б) 

a 2
 

 2b 

3 
 b b 

3 

 M 
 K 

 B 

  С 
   С’ 

CY   

CX   CY  

 MA 

CX 

 

AX

 
AY  

x 

y  
2Q  

BY  

Рис. 4 

  b 

Д 

xF


yF


 A 



36 

 

( ) ( ) .3345

,4

22
1

2

кНbaQMYY

кНQX

CB

C

=+=+=−=

==
 

Розглянемо рівновагу лівої рами АДC` (рис. 4 б). 

Відкидаємо жорстке защемлення А і заміняємо дію цієї в’язі 

трьома складовими AX


, AY


, AM . Активну силу F


 розкладаємо також 

на складові ( == cos,sin FFFF yx
), що в подальшому надасть мож-

ливість використати теорему Варіньйона при обчисленні моменту сили 

F


, а навантаження розподілене за лінійним законом заміняємо актив-

ною силою 1Q


 ( кНbqQ 621 == ), яку прикладаємо на віддалі 2b/3 від 

точки А. На раму АДC` діє плоска довільна система сил, незалежних 

рівнянь рівноваги три: 

( )







=−++++−=

=−++=

=+−=







.0322,0

,0,0

,0,0

1

1

bQbFaFbYaXMFm

QFYYF

FXXF

yxCCAkA

yCAky

xCAkx


 

Розв’язуємо отриману систему рівнянь, визначаємо невідомі ве-

личини: 

( )

.64.122537

3344263225

232

,93.192545cos

,07.342545sin

1

1

мкН

bYaXbQbFaFM

кНYQFY

кНXFX

CCyxA

CA

CA

−=

=++++−=

=−++−−=

+−=−+−=

−+−=+−=

 

Перевіримо ці результати: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) .000996210210651433

162253925442522537

232 21

=+=−+−−+−=++−+

+−−−+−+−=

=++−+−−−−= MaQbYbQaFbYaXMFm BxAAAkC



. 

Реакції знайдено правильно, знаки „мінус” означають, що скла-

дові AX


, CX


, CX 


 мають напрямки протилежні до зображених на 

рис. 4 б. 

Відповідь: 
.3,3,4

,64.1,93.1,07.3

кНYкНYкНX

мкНMкНYкНX

BCC

AAA

=−==

−
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Приклад 4. Рама складається з двох частин (рис. 5 а), шарнірно з’єд-

наних в точці С; кожна з них закріплена в точках А та В шарнірно-не-

рухомими опорами. На систему діють сила F


, пара сил з моментом М 

та рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю q. Визначити 

реакції опор А, В і тиск в шарнірі С, якщо 210=F кH, M = 15 кH∙м, 

q = 2 кH/м, а = 2 м, b = 3 м, α = 45°. Зробити перевірку. 

Розв’язання. 

Розглянемо рівновагу кожної частини рами окремо (рис. 6 б). 

Внутрішні реакції, з якими взаємодіють між собою обидві частини 

рами в шарнірі С, за аксіомою дії-протидії – CCCC YYXX


−=−= , . 

В’язі в точках А та В (шарнірно нерухомі опори) замінимо відповідно 

складовими реакцій AA YX


,  та BB YX


, . Силу F


 розкладаємо на скла-

дові = sinFFx , = cosFFy
. Рівномірно розподілене навантаження 

інтенсивності q замінюємо рівнодійною Q


 ( кНbqQ 122 == ). Розра-

хункова схема зображена на рис 5,б. 

На кожну із частин рами діє плоска довільна система сил, тому 

для кожної з них складаємо три рівняння рівноваги: 

Ліва частина (АДС) 

  = 0kxF , 0=+− xCA FXX , (1) 

  =0kyF , 0=+−− yCA FYY , (2) 

 ( ) 0= kA Fm


, 0=+−− bFaYbX yCC
. (3) 

Права частина (СКВ) 

  = 0kxF , 0=−− QXX BC , (4) 

  =0kyF , 0=+ BC YY , (5) 

 ( ) 0= kB Fm


, 0=−+−− MbQbYbX CC . (6) 
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 Рис.5 



38 

 

Зауважимо, що коли дві шарнірно нерухомі опори розташовані 

на різних рівнях (рис. 6 а), то рівняння моментів слід складати саме ві-

дносно точок, в яких розташовані ці опори, що дає можливість легко 

розв’язати систему шести рівнянь, починаючи з рівнянь (3) та (6): два 

рівняння і дві невідомих, CCCC YYXX == , . В нашому випадку досить 

відняти від третього рівняння шосте: 

( ) ( )
( ) .915345cos21012

,,0

кНY

MbFQabYMQbbFbYaY

C

yCyCC

−=−−=

−−=−=+−++−
 

З рівняння (6): 

кНbMYQX CC 16315912 =−+=−−= . 

Решту невідомих величин послідовно визначаємо з рівнянь (1), 

(2), (4), (5) системи: 

кНXFX CA 6161045sin =+−=+−= , 

( ) кНYFY CA 1991045cos =−−=−= , 

кНXQX CB 41612 =+−=+−= , 

кНYY CB 9=−= . 

Перевіримо отриманий розв’язок (складемо рівняння рівноваги 

для всієї конструкції): 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) .0001539421021936

cos

=+=−+−+−+−=

=−+−+−+−= MbYbXaFaYbXFm BBAAkC



 

Реакції знайдено правильно, складові CC YY , CY , CY   мають на-

прям протилежний зображеному на рис. 5 б. 

Відповідь: 
.9,9,19

,16,4,6

кНYкНYкНY

кНXкНXкНX

CBA

CBA

−===

===
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4. СТАТИКА В ПРОСТОРІ 

Система збіжних сил 

Векторній рівності (3.1) відповідають три скалярні рівності: 

 










=

=

=







.0

,0

,0

kz

kx

kx

F

F

F

 (4.1) 

які є умовами рівноваги просторової збіжної системи сил в аналітичній 

формі. 

Ці умови називають також рівняннями рівноваги, з яких шука-

ють невідомі величини під час розв’язання конкретних задач. 

Рис. 4.1 

У випадках, коли сила та вісь не лежать в одній площині, при  визна-

ченні проекції на вісь необхідно спочатку знайти її проекцію на пло-

щину, в якій лежить вісь, а потім цю проекцію спроектувати на вісь. 

Так, наприклад, для випадку на рис. 4.1 маємо: 









=

==

==

.sin

,sincossin

,coscoscos

FF

FFF

FFF

z

xyy

xyx

 

Таким чином проекції вектора F


на осі Ох та Оу визначені шля-

хом подвійного проектування. 

Довільна система сил в просторі 

z 

A 

B 

B 

Oa 
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Fxy 
α 

φ 



40 

 

Як відомо, необхідними  і достатніми умовами рівноваги просторової 

системи сил, яка діє на тверде тіло, є одночасна рівність нулю голов-

ного вектора та головного моменту: 

 0,0* == OMR


. 

В проекціях на осі декартової системи координат маємо: 

 
( ) ( ) ( )




===

===





   .0,0,0

,0,0,0

kzkykx

kzkykx

FmFmFm

FFF
  ( )3.4  

Таким чином, для рівноваги  просторової довільної системи сил 

необхідно і достатньо, щоб сума проекцій всіх сил на кожну з трьох 

координатних осей і суми їх моментів відносно цих осей були рівні 

нулю. Незалежних рівнянь рівноваги в просторі в загальному випадку 

шість. 

Поряд з поняттям моменту сили відносно точки важливим в механіці є 

поняття моменту сили відносно осі, як алгебраїчної величини, що до-

рівнює моменту проекції сили на площину, перпендикулярну до осі, ві-

дносно точки перетину осі з цією площиною. Отже, для визначення мо-

мента сили F


 відносно осі, необхідно (один із способів): 

силу F


 спроектувати в площину перпендикулярну до осі (рис. 

4.2), 

обчислити момент отриманої проекції відносно точки перетину осі 

з площиною. 

Наприклад, ( ) hFFm xyz =


. (4.4) 

 

 

 

Рис. 4.2 

z 

O 

F 

Fxy 

B 

A 
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a h 
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Момент сили відносно осі додатний, якщо з кінця осі видно на-

магання сили обертати тіло відносно осі проти ходу годинникової стрі-

лки та від’ємний у протилежному випадку. 

Таким чином момент сили відносно осі (4.4) є скалярною вели-

чиною, яка дорівнює моменту проекції сили на площину, перпендику-

лярну до даної осі, відносно точки перетину осі з площиною, взятою з 

відповідним знаком. 

Момент сили відносно осі (4.4), дорівнює нулю, якщо: 

лінія дії сили паралельна осі (Fxy = 0), 

лінія дії сили перетинає вісь (h = 0). 

Якщо сила F


 не паралельна жодній з координатних осей, то для спро-

щення обчислення моментів цієї сили відносно координатних осей 

(крім випадку коли лінія дії сили перетинає вісь, відносно якої обчис-

люємо момент) необхідно силу розкласти на складові, які паралельні 

осям, та скористатися теоремою Варіньйона: момент рівнодійної від-

носно будь-якої осі дорівнює алгебраїчній сумі моментів складових сил 

відносно тієї ж осі. 

Приклад 5. З умов рівноваги колінчастого вала визначити зусилля Q 

та реакції опор, якщо Р = 12 кН, АC = CB = 2 м, СD = 1.5 м, BК = 1 м, 

 = 60°. Вагою вала АВК (рис. 4.4) знехтувати. 

Рис. 6 

Розв’язання. Розглянемо рівновагу вала АВК , враховуючи, що 
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консоль CD жорстко прикріплена до нього. На вал діють дві активні 

сили P


 та Q


. Реакції циліндричного підшипника А та підп’ятника В 

розкладаємо на відповідні складові: AAA ZYX


,,  та BB ZY


, . 

Вибір осей координат зображено на рис. 11. Розкладаємо силу 

Q


 на складові (рис. 6): 

== cos,sin 21 QQQQ . 

Отже, маємо довільну просторову сил, складаємо шість рівнянь 

рівноваги (2.3): 

  = 0kxF , 0sin1 =−QX A , (1) 

  =0kyF , 0cos1 =++ QYY BA , (2) 

  = 0kzF , 02 =+++ PQZZ BA , (3) 

 ( ) =0kx Fm


, 02 =+− BKPCDQ , (4) 

 ( ) =0ky Fm


, 02 =−−− ABPACQABZB , (5) 

 ( ) =0kz Fm


, 0=ABYB . (6) 

Розв’язуємо систему рівнянь (1) – (6), визначаємо невідомі ве-

личини; попередньо визначимо кут α: 

6.0
5

3
cos,8.0

5

4
sin,

3

4
tg ======

CD

AC
, 

0=BY , ( ) кНCDBKPQ 85.11122 === , 

кНQQкНQQ 3860sin,162860cos 12 ===== , 

( )( ) ( ) кНPABACQZB 16122/82 −=+−=+−= , 

кНQX A 1.118.038sin1 === , 

( ) кНQYY BA 31.86.038cos1 −=−=+−= , 

( ) ( ) кНPQZZ BA 4128162 −=++−−=++−= . 

Напрямки складових BAA ZZY


,,  протилежні напрямкам, які 

були для них вибрані на початку. 

Відповідь: 
.16,16,0

,4,31.8,1.11

кНQкНZY

кНZкНYкНX

BB

AAA

=−==

−=−==
. 
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5. КІНЕМАТИКА 

 

Найпростіші рухи твердого тіла 
 

У кінематиці будемо розглядати всі тверді тіла як абсолютно тверді. 

Абсолютно твердим тілом називається таке матеріальне тіло, відстань 

між двома довільними точками якого весь час залишається незмінною. 

В задачах кінематики твердого тіла визначають кінематичні харак-

теристики тіла в цілому і окремих його точок. 

До найпростіших рухів твердого тіла відносяться поступальний рух 

та обертальний рух навколо нерухомої осі, на які, як відомо [1, 2], роз-

кладається будь-який рух твердого тіла.  

5.1. Поступальним називається такий рух твердого тіла, під час 

якого довільна пряма, що проведена в тілі, залишається паралельною 

самій собі. 

Під час поступального руху тіла всі його точки рухаються по одна-

кових траєкторіях (при накладанні вони збігаються) і мають в кожний 

момент часу однакові за величиною і напрямом швидкості та приско-

рення. Висновок: вивчення поступального руху твердого тіла зво-

диться до вивчення руху однієї його будь-якої точки. Таким чином все 

викладене для кінематики точки поширюється на випадок поступаль-

ного руху тіла [1, 2]. 

Зауважимо, що тільки в разі поступального руху тіла можна гово-

рити про траєкторію, швидкість та прискорення тіла. В усіх інших ви-

падках ці поняття не мають фізичного змісту 

 

5.2. Надзвичайно поширеним у техніці, а тому практично дуже ва-

жливим рухом тіла є обертальний рух тіла навколо нерухомої осі. 

Обертанням тіла навколо нерухомої осі називається такий його 

рух, при якому дві точки тіла весь час залишаються нерухомими. 

Пряма, що проходить через зазначені дві нерухомі точки, називається 

віссю обертання. 

це рівняння визначає положення тіла в будь-який момент часу. Харак-

теристики обертального руху твердого тіла навколо нерухомої осі зве-

дені у табл. 5.1. 

Обертальний рух твердого тіла навколо нерухомої осі характеризу-

ється кутовою швидкістю   та кутовим прискоренням  : це фізичні 

величини, які відповідно характеризують зміни кута повороту   тіла 

та його кутової швидкості   з часом і обчислюються за формулами 

(5.2) та (5.3).  
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Таблиця 5.1 
 

Закон обертального руху (t) =                   (5.1) 

Кутова швидкість тіла )(/ 1−= cdtd            (5.2) 

Кутове прискорення тіла )( 2/ −= cdtd         (5.3) 

Лінійна швидкість точки тіла ωrV =  (м/с)            (5.4) 

Лінійне прискорення точки тіла 
24  += ra  (м/с2)    

(5.5) 

Нормальне прискорення точки ran
2=                   (5.6) 

Тангенціальне прискорення то-

чки 
ra  =                    (5.7) 

Шлях точки по колу rS =                     (5.8) 

Рівномірне обертання (  = 

const) 

/порівняй (1.22)/ 
 = t                     (5.9) 

Рівнозмінне обертання (   = 

const) 

 

  2/2
00 tt  ++=      (5.10) 

t += 0             (5.11) 

Прискорене обертання 
 

0 0, або 0 ,0    

Сповільнене обертання 
 

0 0, або 0 ,0    

Зв’язок між кутом повороту   і 

числом обертів N: 
N 2=                 (5.12) 

Зв’язок між частотою обертання 

n (об/хв) та  : 60/2 n =          (5.13) 

Зауважимо, що кутову швидкість   можна зобразити вектором 

, який напрямляється вздовж осі обертання таким чином, що з кінця 

вектора видно поворот тіла проти годинникової стрілки. Аналогічно 

напрямляється вектор  : в той же бік що і  , якщо обертання приско-
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рене, і в протилежний бік – якщо обертання сповільнене Лінійні швид-

кості V


 і прискорення a


 мають різні значення в різних точках тіла, 

тому їх треба визначати окремо для кожної точки за формулами 

(5.4)…(5.7). 

Всі особливості обертального руху твердого тіла навколо нерухо-

мої осі наведені у табл. 5.1. 

В задачах, де мова йде про передавання обертання від одного твер-

дого тіла до іншого, слід враховувати спосіб передавання обертального 

руху: при внутрішньому зачепленні зубчастих коліс та при прямій па-

совій передачі напрямок обертання обох коліс збігається; при зовніш-

ньому зачепленні та перехресній пасовій передачі напрямки обертання 

коліс протилежні. 

Величини швидкостей на ободі зубчастих коліс, які перебувають в 

зачепленні, однакові. Однакові за величиною і швидкості на ободі шкі-

вів пасової передачі, якщо нехтувати ковзанням паса. Кутові швидкості 

коліс обернено пропорційні їх радіусам, або діаметрам, або числу зуб-

ців: 

  .
1

2

1

2

1

2

2

1

z

z

d

d

r

r
===




                             (5.14) 

Приклад 6. Під час обертання рукоятки AO1  домкрата (рис. 7) його 

шестірні починають обертатися і приводять в рух зубчасту рейку BC , 

яка рухається відповідно до закону 21,0 tx = м (t - в секундах). Знайти 

швидкість та прискорення кінця A рукоятки в момент часу 21 =t  с, 

якщо О1А = 0,2 м, 1,05 =r  м, а шестірні мають відповідну кількість зу-

бців: 61 =z , 242 =z , 83 =z , 324 =z . 

 Розв’язання починаємо з кінематичного аналізу руху ланок меха-

нізму: рукоятка AO1  обертається навколо осі, що проходить через то-

чку 1O , разом з нею обертається шестірня 1 ( )OA =1 , бо  в рукоятки 

AO1  і шестірні 1 спільна вісь обертання. Шестірні 1 і 2 знаходяться у 

зовнішньому зачепленні, як і шестірні 3 та 4. Зауважимо, що шестірні 

2 та 3 мають спільну вісь обертання 3O   ( )32  = , як і шестірні 4 та 5 

( )54  = . Рейка BC  рухається поступально, тобто KVV = . 
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Рис.7 

Точка  A обертається разом з рукояткою AO1 , тому відповідно (5.4) 

та (5.5) маємо: 

11 AOVA =  ,  
2

1

4

11  += AOaA . 

Розв’язання по суті звелося до визначення OA =1  через V . Ма-

ємо === 554 rVK  5rV . Тоді 5444 rrVrVD == , але точка D  на-

лежить також шестірні 3, тому 53433 rrVrrVD ==  і маємо, що 

== 22rVE   
534223 rrrVrr == . З іншого боку, 11rVE = , тому 

531421 rrrrVr= , де tdtdxV 2,0== . Крім того, має місце (5.14), тому 

( = 31421 /2,0 zzzzt  ) t321,0 =  (c-1),  dtd 3211 ==   (c-2). Остато-

чно маємо при t = t1 = 2 c: 

    641 =  с-1;   8,122,06411 === AOVA   м/с; 

321 =  с-2;  2,81932642,0 242

1

4

11 =+=+= AOaA  м/с2. 

Відповідь: через 2 секунди після початку обертання рукоятки AO1  

її кінець A  має швидкість 8,12=AV  м/с та прискорення 2,819=Aa  

м/с2. 

Приклад 7. В механізмі (рис. 8) рух від колеса 1 передається шківу 2, 

а від нього за допомогою нескінченного паса ступінчастому барабану 

3, за допомогою якого піднімають вантаж А. Визначити швидкість та 

прискорення вантажу А через 1 секунду після початку руху механізму 
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і висоту підйому вантажу А за цей час, якщо 2

1 3 tt −=  рад, 

25,01 =R  м, 233 =rR , 5,03 =r  м; крім того, визначити швидкість та 

прискорення точки В в цей момент часу і зобразити їх на рисунку. 

Розв’язання задачі починається з кінематичного аналізу руху еле-

ментів механізму: колесо 1, шків 2 та барабан 3 обертаються відповідно 

навколо осей, що проходять через точки  ,O ,O ,O 321 а вантаж А руха-

ється поступально. 

Визначимо кутову швидкість обертання колеса 1:  

 tdtd 2311 −==   (с-1). 

Очевидно, що LK VRV == 11 , бо LOKO 22 = . Пас EL  рухається 

поступально, тому 11RVVV KLE === , але точка Е належить також 

барабану 3 і маємо 33rVE = , звідки )23(31133 trRrVE −===   

t−= 5,15,025,0  с-1. Знаючи 3 , знаходимо кутове прискорення бара-

бана та його кут повороту:  

 dtd 133 −==  (с-2), 3113 rR = , бо 3113 rR = . 

 

 
Рис.8 

 

Маємо при 11 == tt  с: 

5,03 =  с-1, 13 −=  с-2, 12)3(2 2

1113 =−== tt  рад, 

5,015,033 ===== RVVV BCA   м/с, 

 Raaa CBA 133 −====  м/с2, 

25,03

2

3 == Ran

B   м/с2, 
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( ) ( ) ( ) 03,1125,0
2222
=−+=+= 

B

n

BB aaa  м/с2. 

Визначимо висоту підйому вантажу А, враховуючи що dtdsVA = , 

звідки dtVds A=  або 

 −=
1

0

3

0

)5,1(
th

dtRtds . 

Маємо ( ) 1)5,05,1(125,1 2

113 =−=−== ttRhh A  м. Цей же результат 

можна отримати як ,33 Rhh A ==   де 13 =  рад при t = t1 = 1 c і R = 

1 м. 

Відповідь: через 1 секунду після початку руху механізму маємо 

5,0== BA VV  м/с, 03,1=Ba  м/с2, 1−=Aa  м/с2 і вантаж А піднявся на 

висоту 1=h  м. 

5.3. Вивчення плоскопаралельного (плоского) руху твердого тіла 

має велике практичне значення, бо більшість деталей будівельних і ме-

ліоративних машин та механізмів виконують саме цей рух, знайомство 

з яким слід починати з його визначення [1, 2]: плоским або плоскопа-

ралельним рухом називається такий рух тіла, при якому всі його точки 

рухаються паралельно деякій нерухомій площині. З’ясувавши, що ви-

вчення плоского руху зводиться до вивчення руху плоскої фігури (пе-

рерізу S тіла площиною, паралельного цій нерухомій площині), прихо-

димо до висновку (рис. 3.1), що плоский рух можна розглядати як син-

тез двох найпростіших рухів (див. розділ 2): поступального разом з по-

люсом А ( = const) та обертального навколо нього( XA= const, YA = 

cosnt). Слід зауважити, що характеристики поступальної частини пло-

ского руху залежать від вибору полюса, а обертальної – ні. Отже, рух 

плоскої фігури на площині можна визначити такими рівняннями: 

XA=XA(t) , YA=YA(t) ,  =(t).                          (5.15) 

 

 Швидкість будь-якої точки В тіла при його плоскому русі дорівнює 

геометричній сумі швидкостей полюса   А  та обертальної швидкості 

точки В навколо полюса А: 

  BAAB VVV += .                                                (5.16) 

Під час розв'язування практичних задач користуються теоремою 

про проекції швидкостей двох точок тіла на пряму, що з'єднує їх  

VB cos =VA cos                           (5.17) 
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. Під час визначення швидкостей точок плоскої фігури крім двох 

теорем застосовують спосіб, який базується на понятті миттєвого 

центру швидкостей (МЦШ) - це точка Р, швидкість якої в даний мо-

мент часу дорівнює нулю (VP =0). Зауважимо, що МЦШ Р не завжди 

належить тілу, але завжди лежить в рухомій площині, яка рухається 

разом з тілом. Можна показати, що така точка завжди існує і вона є 

єдиною. 

Якщо за полюс взяти в даний момент часу МЦШ Р, то плоский рух 

можна розглянути як обертальний рух навколо нього: 

....
KP

V

BP

V

AP

V KBA ====                                     (5.18) 

Щоб знайти МЦШ в загальному випадку, досить знати лише на-

прями швидкостей двох точок плоскої фігури: МЦШ лежить на пере-

тині перпендикулярів, які проведені через точки прикладання швидко-

стей цих точок до їх напрямів. Для визначення швидкості довільної то-

чки необхідно додатково знати величину однієї з двох швидкостей і 

використати співвідношення (3.4). Таким чином, кутова швидкість тіла 

при плоскому русі дорівнює в кожний момент часу відношенню шви-

дкості будь-якої точки до її віддалі до МЦШ: 

        =VK  / KP.                               (5.19) 

Приклад 8.  Для заданого положення механізму, яке визначається ку-

тами α, β, γ, φ (рис. 9), визначити швидкості точок В, С, К та кутові 

швидкості всіх його ланок, якщо прямокутний трикутник ОАД (один з 

кутів якого 30о ) обертається за годинниковою стрілкою зі сталою ку-

товою швидкістю ω =  6 с-1  і приводить в рух решту ланок механізму. 

Розрахунки провести для ОА = 0,8 м, l1 = 1 м, l2 = 1.5 м, R = 0,5 м, α = 

30о, β = 120о,γ = 60о, φ = 90о.  

 

Рис.9 
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Побудову механізму починати з ланки, напрям якої визначається ку-

том α; кути відкладати в напрямках зазначених на схемі. 

Розв’язання починаємо з побудови заданого положення механізму 

( рис. 9а) у відповідності з умовою задачі. Після цього робимо кінема-

тичний аналіз руху окремих ланок механізму : трикутник ОАД оберта-

ється навколо осі, що проходить через точку О; ланки АС, МB та колесо 

рухаються плоскопаралельно і кожна в даний момент часу має свій 

миттєвий центр швидкостей ( МЦШ ); повзун В рухається поступа-

льно.  

Виходячи з умови задачі, знаходимо швидкість точки А, враховуючи 

(5.4 ): 

VA = ω ·ОА = 6 · 0,8 = 4,8 ( м/с ). 

 
Рис.9а 

 

Вектор швидкості 
AV  напрямлений перпендикулярно до ОА в бік 

обертання ( рис. 9 ). 

Для знаходження МЦШ Р для ланки АС необхідно показати напрям 

швидкості точки С : віддаль від центра колеса до горизонтальної пове-

рхні стала і точка С рухається праворуч по прямій ( рис. 9а ). Прово-

димо перпендикуляри до AV  та 
CV  через точки їх прикладання і зна-

ходимо МЦШ  Р; маємо ( 5.4 ) : 

АС = VA / АР = VМ / МР = VС / СР, 

де АР = СР = АС = 1,5 м,   бо ∆ АРС рівносторонній, 

МР = АР sin60о  =  1,5 · 0,866 = 1,299 ( м ). 
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  Тепер знаходимо : 

          ωAC = VA/AP = 4,8 / 1,5 = 3,2 ( с-1 ); 

          VC = VA = 4,8 м/с,    бо     СР = АР; 

          VM = ωAC · МР = 3,2 · 1,299 =  4,16 ( м/с ). 

Напрямляємо ωAC : стаємо в МЦШ Р, дивимось на AV  і бачимо, що 

миттєве обертання ланки  АС навколо Р відбувається проти годинни-

кової стрілки. Вектор MV ┴ МР і напрямлений в бік ωAC. 

  Аналогічно розглядаємо рух ланки MВ : напрям швидкості пов-

зуна В обумовлений вертикальними напрямними і МЦШ Р1 для ланки 

МВ лежить на перетині перпендикулярів до 
MV  та 

BV  ( рис. 9а ). Ма-

ємо ( 5.4 ) : 

ωBM = VM / MP1 = VВ / ВР1 , 

де ВР1 = МВ tg 30о = 1 · 0,577 = 0,577 ( м ),   

МР1 = ВР1 / sin30o = 0,577 / 0,5 = 1,154 ( м ). Обчислимо : 

          ωBM = VM / МР1 = 4,16 / 1,154 = 3,60 ( с-1 ) 

              VВ = ωBM · ВР1 = 3,60 · 0,577 = 2,08 ( м/с ). 

Розглянемо плоский рух колеса. Точка дотику Р2 колеса до нерухо-

мої поверхні є МЦШ для колеса. Через те, що МЦШ Р2 є миттєвим 

центром обертання для колеса, маємо ( 5.4 ) : 

                ω2 = VC / CP2 = VK / KP2 , 

але СР2 = R, тому ω2 = 4,8 / 0,4 = 12 ( с-1 )  і   

VК = ω2 · КР2 = ω2 ·  R 2  = 12 · 0,4 2  = 6,79 ( м/с );  

KV  ┴ КР2 і напрямлене в бік ω2. 

Відповідь : VB = 2,08 м/с;  VC  =  4,8 м/с;  VK  =  6,79 м/с;  

            ωAC =  3,2 с-1;   ωBM = 3,6 с-1;   ω2  = 12 с-1.    

Під час визначення прискорень плоскої фігури виходять із закону 

розподілу прискорень при плоскому русі [1, 2]: 

BA

n
BAAB aaaa ++= ,                                           (5.20)  

де А - полюс; ABaABa ABBAAB
n
BA   == ,2 ; вектор 

n

BAa напрямлений від 

В до А , вектор 


BAa  перпендикулярний до 
n

BAa  і напрямлений в бік AB 

. Якщо полюс А рухається непрямолінійно, то 

A

n
AA aaa +=  ; нарешті, 

коли точка В рухається по кривій, то 

B

n
BB aaa +=    в (5.20). 
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Для знаходження невідомих прискорень векторну  рівність (5.20) 

проектують на осі координат X, У і розв'язують отриману систему рів-

нянь відносно невідомих. 

Основні випадки обчислення кутового прискорення при плоскому 

русі твердого тіла розглянемо на конкретних прикладах. 

Приклад 9 . Кривошип ОА кривошипно-шатунного механізму (рис. 10 

а) обертається навколо осі, що проходить через точку O, з кутовою 

швидкістю, яка змінюється за законом  =2 - t с -1 . Через t1 =1 с меха-

нізм займає положення, яке зображене на рис. 3.5, а. Визначити для 

цього положення швидкість і прискорення повзуна В та кутову швид-

кість і кутове прискорення шатуна АВ, якщо ОА = 0,5 м,  = 30° . 

Розв'язання. Проводимо кінематичний аналіз руху окремих ланок ме-

ханізму: кривошип ОА обертається навколо осі, що проходить через 

точку O; повзун В рухається поступально в вертикальних напрямних;   

шатун  АВ рухається плоскопаралельно. 

 

 
Рис.10 

 

Визначаємо кутову швидкість та кутове прискорення кривошипа 

ОА для заданого  положення механізму ( t = t1 = 1 с): OA =  = 1 c -1 , 
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OA =  = d / dt = - 1 c -2 , тобто кривошип у даний момент часу обер-

тається сповільнено. 

Знаходимо швидкість пальця А ( VA = ОА = 0,5 м/с) і напрямляємо 

її перпендикулярно до радіуса обертання ОА в бік обертання (рис. 10 

б). Напрям швидкості повзуна В обумовлений вертикальними напрям-

ними, тому AB VV ||  і МЦШ для шатуна АВ лежить у нескінченості  і 

маємо (5.5): 

AB = VA / AP = VA /  =0 ,  VB = VA =  0,5 м/с. 

Таким чином, шатун АВ у даний момент часу рухається миттєво 

поступально; миттєва рівність нулю кутової швидкості AB  не дає 

права зробити хибний висновок, що і AB = 0 в цей момент часу, що 

підтвердимо подальшим розв'язанням. 

Визначимо прискорення повзуна В за формулою (5.20) і враху-

ємо, що палець А, який прийнято за полюс, обертається разом з криво-

шипом: 

BA

n

BAA

n

AB aaaaa


+++= ,                                       (5.21) 

де    5,02 == OAan

A  м/с2;     02 == ABa AB

n

BA  ; 

 5,0−== OAaA  м/с2;     ?== ABa ABBA   

Вектор 
n

Aa  напрямлений від А до центра обертання О , вектор 


Aa  

лежить на одній прямій зі швидкістю AV  , протилежно їй напрямлений  

(OA 0 , OA 0  ) і перпендикулярний до 
n

Aa   . Вектор 
n

BAa  (рис. 10 б) 

зобразимо формально (
n

BAa = 0), бо вектор 


BAa  завжди перпендикулярний 

до 
n

BAa . Величина і напрям  


BAa  невідомі, тому зображуємо його пер-

пендикулярно до 
n
BAa  в будь-який бік: знак відповіді підтвердить (+) 

або спростує (-) вибір напряму 


BAa . Вектор Ba лежить на одній прямій 

зі швидкістю BV , зобразимо його протилежно до BV , а відповідь підт-

вердить чи спростує наш вибір. 

Вибираємо осі координат ХАY  (рис. 10 б) і проектуємо рівність (3.7) на 

ці осі: 

,30sin

,30cos0





ABAB

n

ABA

aaa

aa

−=−

+−=
 

звідси 577,0866,0/5,030cos/ === n
ABA aa (м/с2), 

 212,05,0577,05,030sin =−=−= 
BAAB aaa   (м/с2). 
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Знаки "+" вказують на те, що вектори Ba


та 


BAa


 напрямлені на рис. 

10 б правильно. Вектор 


BAa


 визначає напрям кутового прискорення 

AB: треба стати в точку А і подивитись на 


BAa


 (рис. 10 б). Визначаємо 

величину AB: 

AB =a
BA / AB=a

BA / 2AO =0,577 c –2 

Відповідь:  для заданого положення механізму (рис. 10 а) повзун В 

рухається сповільнено і має швидкість VB = 0,5 м/с та прискорення   aB 

=0,212 м/с2 ; шатун АВ в цей момент часу має кутову швидкість AB = 

О  та кутове прискорення AB = 0,577 с-2. 

 

6. ОПІР МАТЕРІАЛІВ 

Основною метою розрахунку конструкції є забезпечення її міцно-

сті в умовах довготривалої експлуатації в поєднанні з питаннями еко-

номічності. Для вирішення цих проблем є метод розрахунку на міц-

ність за допустимими напруженнями. 

Суть методу розрахунку за допустимими напруженнями зводиться 

до вимоги, щоб дійсне напруження в точках будь-якого поперечного 

перерізу елемента конструкції не перевищувало допустимого напру-

ження для певного матеріалу 

σ ≤ σadm    (6.1) 

6.1.Деформація розтягу (стиску) часто зустрічається в елементах 

конструкцій агротехнічного обладнання. 

Осьовий розтяг (стиск) прямого бруса це деформація при якій всі 

його волокна, що розташовані вздовж осі, отримують одинакові подо-

вження (укорочення). 

Закон розподілу нормальних напружень по перерізу бруса, що роз-

тягує(стискається) встановлюється на основі гіпотези плоских перері-

зів: відповідно до означення осьового розтягу (стиску) можна вважати, 

що нормальні напруження розподіляються рівномірно по всьому попе-

речному перерізу бруса, тому 

𝜎 = N/А,    (6.2) 

де А- площа поперечного перерізу. 

При дії на брус декількох зовнішніх сил 𝐹1, 𝐹2... 𝐹𝑛, прикладених в 

різних точках до його осі, корисно будувати графіки зміни повздовж-

ніх сил та нормальних напружень уздовж осі бруса. Ці графіки носять 

назву епюри.  
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Досліди на розтяг (стиск) брусів показують, що поки наван-

таження на нього не сягає певної границі, то деформація бруса 

зростає прямо пропорційно навантаженню F і обернено пропор-

ційно площі А поперечного перерізу. Крім того 

доведено, що величина деформації залежить від матеріалу, з 

якого брус виготовлено. Всі ці властивості об’єднані законом 

Гука 

∆𝑙 =
𝐹𝑙

𝐸𝐴
     (6.3) 

де l- довжина бруса, ∆𝑙 - його абсолютна деформація; Е- модуль по-

вздовжньої пружності, який характеризує ступінь опору матеріалу пру-

жній деформації; ЕА- жорсткість перерізу бруса при розтязі (стиску). 

Наведемо різновид запису закону 

Гука 

𝜎 =𝜀Е,     (6.4) 

де  𝜀=∆𝑙/𝑙 - відносна повздовжня деформація. 

Розрахунки на міцність за допустимими напруженнями 

При розтязі (стиску); умова (3.1) з врахуванням (4.1) набуває ви-

гляду: 

𝜎 = N/А ≤ 𝜎𝑎𝑑𝑚 '                                      (6.5) 

Застосування умови (4.4) дозволяє робити практичні розрахунки на 

розтяг (стиск), які зводяться до розв’язання наступних задач: 

1) перевірочний розрахунок - відомі зовнішнє наванта-

ження на конструкцію та її поперечні розміри, обчислюємо найбі-

льше напруження 𝜎max і порівнюємо його з допустимим для зада-

ного матеріалу: якщо 𝜎 > 𝜎𝑎𝑑𝑚, то необхідно або 

збільшити площу поперечного перерізу, або, якщо це можливо, зме-

ншити навантаження; 

2) проектувальний розрахунок (підбір перерізу констру-

кції) – найбільш відповідальний і розповсюджений при розрахун-

ках конструкцій:   

                           А≥𝑁max/𝜎𝑎𝑑𝑚                                          (6.6) 

3) визначення несучої здатності конструкції: 

  𝑁𝑎𝑑𝑚 ≤ 𝜎𝑎𝑑𝑚  А·    (6.7)   

Тобто визначають значення допустимої повздовжньої сили.  

 

Приклад 10. Вантаж вагою Р=250кН необхідно підвісити до вертика-

льного стержня, поперечний переріз якого мас площу 

А=20см2.(рис.4.2). Перевірити міцність стержня, якщо його виготов-

лено зі сталі Ст.З (𝜎𝑎𝑑𝑚 =160  МН/м2). 
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Рис. 11 

Розв'язання. Зробимо довільний переріз стержня, відкинемо верхню 

його частину, дію якої на нижню частину замінимо реакцією N (ідеа-

льний стержень). Будемо вважати, що стежень розтягуються, тому N 

напрямлено від стержня. З умови рівноваги нижньої частини стержня 

Σ𝐹𝑗𝑥=0; N-P=0 

знаходимо, що N=P. Обчислюємо σ  за формулою (4.1): 

𝜎=N/A=50KH /20CM2=250KH/20·10−4М2=12.5·104кПа=125 МПа. 

Очевидно (4.4), що 𝝈 < 𝝈𝒂𝒅𝒎. З’ясуємо наскільки економічно вигідно 

в даному разі використовувати стержень, поперечний переріз якого 

А=20см2: 

δ=
𝜎𝑚𝑎𝑥−𝜎𝑎𝑑𝑚

𝜎𝑎𝑑𝑚
· 100% =

125−160

160
·100%=-21,9% 

Перевірочний розрахунок показав, що перевитрати матеріалу склада-

ють близько 22%, що економічно невигідно. Очевидно, що досить було 

б взяти стержень з поперечним перерізом А=16см2(𝜎 = N/A = 

156.25МПа, δ = -2,34%). 

6.2.   Розповсюджений вид деформації елементів агротехнічних  

конструкцій є згин. Прямий брус, що працює на згин, називають бал-

кою. Якщо в поперечних перерізах балки виникає лише згинальний мо-

мент, то маємо чистий згин. В більшості випадків разом зі згинальним 

моментом діє поперечна сила і відповідно згин називається попереч-

ним. 

Розрахунок двохопорних балок починають з визначення опорних 

реакцій. Щоб уникнути помилок при подальших розрахунках обов'яз-

ково необхідно зробити перевірку правильності визначення значень 
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опорних реакцій, складаючи рівняння рівноваги, яке не було викорис-

тане при їх визначенні. 

Після знаходження опорних реакцій переходять до визначення вну-

трішніх сил в поперечних перерізах балки. Для цього застосовують ме-

тод перерізів, подумки розрізають балку на довільній відстані х від лі-

вої опори. Відкидаємо одну з частин і розглядаємо рівновагу іншої: дію 

відкинутої частини заміняємо невідомими внутрішніми силами Qy та 

Мz. Для визначення Qy та Мz, статика дає два рiвняння рівноваги. 

Таким чином поперечна сила в довільному перерізі балки чисельно 

дорівнює алгебраїчній сумі всіх зовнішніх сил, які діють з одного боку 

від цього перерізу, а згинальний момент алгебраїчній сумі моментів 

цих же сил вiдносно його центра ваги. 

Правило знаків обох внутрiшнiх зусиль зручно встановлювати ви-

ходячи з напрямку зовнiшнiх сил. Якщо зовнішня сила намагається по-

вернути розглядувану частину балки за годинниковою стрілкою вiдно-

сно зробленого перерізу, то вона викликає додатну поперечну силу Qy 

і навпаки.  

Зовнішня сила (момент), яка деформує балку так, що розтягуються 

нижні волокна, викликає в зробленому перерізі балки додатний згина-

льний момент Mz і навпаки (рис.6.1). Це правило є еквівалент введення 

в розглядуваному перерізі защемлення (рис.6.2) пiсля звільнення балки 

від опор. Тоді балка розпадається на дві консолі і шуканий згинальний 

момент визначається як реактивний момент в уявному защемленні. 

 
            Рис. 6.1                                                             Рис. 6.2 

Питання про міцність завантаженої балки розглядається пiсля по-

будови і аналізу епюр внутрішніх сил Q(x) та М(x). Для цього встано-

влюють закони їх зміни вздовж осi балки на кожній ділянці балки як 

функції від абсциси х. Роблячи обчислення для різних значень х, буду-

ють графіки зміни цих функцій вздовж осі балки, тобто епюри попере-

чних сил Q та згинальних моментів М. 

Для  побудови епюр використаємо характерні точки на балці 

де прикладаються силові фактори і правила, що викладені ни-

жче. 
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- якщо ділянка балки не завантажена, то епюра Q є пряма яка пара-

лельна до осі балки, а епюра М - нахилена пряма; 

-якщо q=const, то епюра Q - нахилена пряма, епюра М - квадратна 

парабола, яка напрямлена опуклістю в бік дiї навантаження q; 

 -якщо на ділянці балки поперечна сила додатна, то згинальний мо-

мент зростає (зліва на право), а на ділянці балки де Q від'ємна, то М-

зменшуються;  

-якщо на дiлянцi Q=0, то М=const i маємо на цiй дiлянцi чистий 

згин; 

 -якщо Q=0 (епюра перетинає базисну лінію), то М=Мекстр (Мmax або 

Mmin); 

-в перерізі під зосередженою силою епюра Q має стрибок, який до-

рівнює цій силі, а епюра М - злам, вістря якого напрямлено в бік дії 

сили; 

-в перерізі, де прикладено зосереджений момент, епюра М має 

стрибок, який дорівнює цьому моменту, на епюру Q це не впливає. 

Всі ці правила дають змогу будувати епюри Q, М за характерними 

точками (перерізами) без складання законів зміни Q, М в залежності 

від х 

Приклад 11. Побудувати епюру поперечних сил та епюру згиналь-

них моментів для балки, яка защемлена лівим кінцем (рис.12а). Балка 

завдовжки 6 м навантажена рівномірно розподіленим навантаженням 

інтенсивності q=10кН/м, зосередженою силою F=20кН та парою сил з 

моментом М= 40 кНм. 

Розв'язання. В даному випадку опорні реакції визначати не обов'я-

зково, тоді розрахунки треба вести йдучи вiд вiльного кінця і врахову-

ючи навантаження, що діє між вільним кінцем і відповідним перерізом.  

Аналізуючи задану схему (рис. 12,а), робимо висновок, що для за-

даної балки треба зробити шість характерних перерізів 1,2,...,6, які від-

повідають початку і кінцю кожної з трьох ділянок. Для поперечної 

сили маємо: Q1=0; 

Q2=q·1=10(кН) навантаження q хоче повернути балку А-2 відносно 

перерізу 2 за годинниковою стрілкою, тому знак плюс; 

Q3=q·1-F=10-20=-10(кН)- перед F поставили знак мінус, бо ця сила 

хоче повернути балку А-3 відносно перерізу 3 проти годинникової 

стрілки, 
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Рис. 12 

Q4=q·4-F=40-20=20 кН; 

Q5=Q4=20кН ( пара сил з моментом М на епюру не впливає); 

 Q6=q·6-F=60-20=40кH. 

Через те, що на другій ділянці поперечна сила змінює знак, то ви-

значаємо відстань до екстремального перерізу  К з умови Qк=0. Отже: 

Qк=qхк·F=0, звідси хк=F/q=20/10=2(м). 

 

Обчислюємо величину згинального моменту у кожнім характер-

нім перерізі: 

M1=0; Mc=-q·0,5·0,25=-1,25 (кНм); 

M2=-q·1·0,5=-5(кНм) =М3; 

МК =-q·2·1+F·1=-20+20=0;  

M4=-q·4·2+F·3=-80+60= -20(кНм), 

M5 =-q·4·2+F·3+M=-80 + 60 +40=20(кНм);  

MВ = -q·5·2,5+F·4+M=-125+80+40=-5(кНм),  

M6=-q·6·3+F-5+M=-180+100+40=-40(кНм). 

Зауважимо, що МС та МВ обчислено посередині першої та третьої 

ділянки (рухаємось вiд вiльного кінця А до защемлення Д), бо на цих 

ділянках епюра М окреслена по квадратнiй параболі, на другiй дiлянцi 

третім значенням є Мк (екстремальний переріз). Знаки в виразах для 
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М. взято у відповідності з рис 6.1, а (праворуч) для F та М, для q- з 

рис.6.2. 

За отриманими значеннями будуємо епюри Q (рис. 12б) та М (рис. 

12 в) у відповідності з правилами знаків та керуючись контролем пра-

вильності побудови епюр. 

Розрахунок на міцність за нормальними напруженнями 

При прямому поперечному згині в поперечних перерізах балки ви-

никають два силові фактори: згинальний момент Mz, та поперечна 

сила Оy. Як відомо [3] від дії Mz, виникають нормальні напруження 

σ=Mzy/Ϳz       (6.8) 

де у-віддаль від розглядуваного волокна балки до нейтральної осі 

(її рівняння σ =0), a Jz-момент інерції перерізу відносно цієї осі. 3 

(6.8) випливає, що найбільшого значення нормальні напруження до-

сягають коли МZ = Mmax, у=ymax: 

 

σmax= Mmax /Wnet,      (6.9) 

 

де Wnet = Ϳz/y max - осьовий момент опору перерізу нетто (з враху-

ванням вирізів) вiдносно нейтральної осі. 

 Виходячи з умови (6.1), отримуємо умову міцності при прямому 

згині допустимими напруженнями 

 

σmax=Mmax/Wnet ≤σadm,   (6.10) 

 

а умова (6.2) дає змогу робити розрахунки на міцність за гранич-

ними станами 

 

σmax=Mmax/Wnet ≤mR,   (6.11) 

 

де R розрахунковий опір матеріалу балки розтягу (стиску) при згині, - 

коефіцієнт умови роботи балки. Умова (6.10) або (6.11) дає можли-

вість проводити перевірочний розрахунок, проектувальний розраху-

нок та визначати несучу здатнiсть конструкції при згині. 

Приклад 12. Для сталевої балки (рис. 12.а) визначити діаметр 

круглого перерізу, якщо σadm = 160МПа; діаметр заокруглити до стан-

дартного (20,25,30.... 110мм). 

Розв'язання. Через те, що епюра згинальних моментів М для балки 

побудована (рис.12,в), то скористаємося умовою міцності при згині за 

допустимими напруженнями (6.10). 3 епюри М знаходимо максима-

льне значення згинального моменту (по модулю) Mmax=40кНм і ма-

ємо: 
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Wnet = 
𝑀𝑚𝑎𝑥

𝜎adm 
=

40кНм

160 МПа
=

40·10−3МНм

160МПа
= 0,25 · 10-3м3=250см3 

Для круга W=𝜋d3/32 тому d= √32𝑊/𝜋3
=√32 · 250/3,143

=13,66(см). 

Таким чином d=140мм, але це більше стандартного значення, тому 

зменшимо осьовий момент удвічі (W1 = W/2 = 125 см3), тобто вважа-

ємо що стержнів треба взяти два: 

 

d=√
32𝑊1

𝜋
=

3
√32 · 125/3,13 484=10,84(cm): 

остаточно d=110мм. Таким чином балку треба виготовити з двох од-

накових сталевих стержнів (d=110мм) розташованих поруч. 

Відповідь: щоб забезпечити міцність балки (рис. 12) за напружен-

нями необхiдно взяти два однакових сталевих стержні круглого пере-

різу діаметром по 110мм. 

Приклад 13. Для сталевої балки (рис. 13,а) необхідно: 

-побудувати епюри Q, М та з умови міцності за нормальними на-

пруженнями (R=210МПа), підібрати розміри прямокутного попереч-

ного перерізу (h:=1,5) i двотавра; 

-з'ясувати шляхом порівняння площ цих перерізів який з них є ра-

ціональним. Розрахунок провести для нормативних навантажень FH 

=33,33 кН, МH-16,67кНм, qH=20кН/м, якщо коефіцієнт перенаванта-

ження n=1,2, а коефіцієнт умов роботи балки m=1. 

Розв'язання. Перш за все визначимо розрахункове навантаження, 

що діє на балку: F=FH·n= 33,33 · 1,2 = 40(кН), М=МH · n=16,67 ·1,2 = 

20(кНм), 

q =qH · n=20.1,2= 24(кН/м). Тепер визначимо опорні реакції. На ба-

лку діє тільки вертикальне навантаження, тому в опорах виникають 

лише вертикальні реакції V та R. Складемо рівняння рівноваги : 

ΣmA= 0;  -M-F·1-q·3(1,5 + 1) + R · 4 = 0, звідси 

R = (M + F + 7,5·q)/4=(20+40 + 7,5·24)/4 = 60(кН);  

ΣmB = 0; -M+F·3-q·3·1,5-V·4=0, звідси 

V = (-М + 3F + 4,5·q)/4=(-20 + 3·40+4,5· 24)/4 = 52(кН).  

Перевірка: ΣFjy=V-F-q·3 + R = 52 - 40 - 72 + 60 = 0. 

Реакції знайдено правильно. 

Епюри Q та М побудуємо за характерними точками (перерізами), 

використовуючи контроль правильності побудови епюр. Ділимо ба-

лку на ділянки, їх три: консоль ліворуч, від опори А до місця прикла-

дання сили F i вiд цієї сили до опори В. Для побудови епюри Q досить 

знайти два її значення на кожній ділянці: 

Q1=Q2=0; Q3=Q4-V=52кн - починаємо від лівого кінця; 

Q5=-R=-60кН; Q6 =-R+q·3=-60+ 72 = 12 кН - починаємо від опори 



62 

 

В. 

На останній ділянці поперечна сила Q міняє знак з мінуса на плюс, 

тобто є переріз в якому Q=0: 

Q=-R +qx = 0, звідси x=R/q = 60/24 = 2.5(м). 

В цьому перерізі згинальний момент М досягає екстремального 

значення. 

Для побудови епюри М досить знати два значення згинального 

моменту на кожній ділянці, де відсутнє рівномірно розподілене нава-

нтаження q, і три його значення в разі наявності q: 

М1=M2=M3 =М = 20 кНм (розтягуються нижні волокна), 

M4= M + V·1 = 20 + 52 = 72 кHм (розтягуються нижні волокна),  

М5 =0-на опорі B не прикладено пари сил з моментом М; 

Mc = R ·1,5 – q·1,5·0,75=60·1,5 – 24·1,5 ·0,75 = 63 кНм (розтягу-

ються нижні волокна), 

M6=R·3-q·3·1,5=60·3-24·1.5·3 = 72 кHм (розтягуються нижні воло-

кна) 

MK=RX-qx2/2=60·2.5-24 ·2.52 /2=75 кHм. 

 
Рис. 13 

Відповідно до розрахунків будуємо епюру поперечних сил Q (рис. 

13б) та епюру згинальних моментів М (рис. 13,в). 

Через те, що задано розрахунковий опір матеріалу R, то зробимо 

розрахунок на міцність за граничним станом, де Mmax  =  75  кНм 
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(епюра М (рис. 13,в)). Тоді: 

𝑊𝑧 =
𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑚𝑅
=

75∙10−3𝑀𝐻м

1∙210Н
м2⁄

= 0,357 ∙ 10−3м3 = 357см3. 

Ми обчислили величину необхідного осьового моменту опору пе-

рерізу, що дає змогу з таблиць сортаменту для двотавра вибрати дво-

тавр №27, для якого W=371см3. 

3 тих же таблиць з'ясовуємо, що площа поперечного перерізу дво-

тавра №27 дорівнює 40,2см2. 

Визначаємо розміри прямокутника при h/в=1,5: 

WZ=
ℑ𝑍

𝑦𝑚𝑎𝑥
=

𝑏ℎ3

12·ℎ/2
=

𝑏ℎ2

6
=

𝑏(1.5𝑏)2

6
=0.375b3 тоді 

b = √𝑊𝑍/0,3753 = √357/0,3753
= 9,84(см); 

h=1,5b=14,76cм; A=bh=9,84·14,76=145,2cм2 

Як бачимо площа прямокутного перерізу набагато більша 

(145,2>40,2) площі двотавра при однакових умовах роботи балки, тому 

раціональним є двотавровий переріз: сталi для виготовлення балки 

буде використано менше, що економічно вигідно. 
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