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МЕТОД СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ В НЕЛІНІЙНІЙ ЗАДАЧІ ПРУЖНОЇ 

ФІЛЬТРАЦІЇ З УМОВАМИ СПРЯЖЕННЯ 
 
Результатом проведених досліджень є застосування методу 

скінченних елементів до розв’язання нелінійної задачі пружної 
фільтрації з використанням класичного та нелінійного законів 
Дарсі. Розроблено програмне забезпечення для прогнозування 
процесу фільтрації в пористому середовищі з метою моделювання 
розподілу напорів при різних граничних умовах та значеннях 
вхідних параметрів. Проведено чисельні експерименти для різних 
типів ґрунтів, за їх результатами проаналізовано вплив нелінійності 
на результати прогнозного моделювання. 

Ключові слова: пружна фільтрація; нелінійний закон Дарсі; 
метод скінченних елементів; алгоритм; Python. 

 
Природні пористі середовища, як правило, є неоднорідними. В 

цій статті сфокусовано увагу на неоднорідностях у вигляді тонких 
включень. Тонкі включення в ґрунтах можуть мати і штучне 
походження. Вони використовуються у гідротехнічному будівництві 
[3], в агровиробництві [1], а також при будівництві захисних 
геобар’єрів в сховищах твердих побутових відходів [13]. Технологічно 
такі включення використовуються з метою мінімізації фільтраційних 
потоків, а тому створюються із слабо проникних матеріалів. 
Слабопроникність для фільтраційних потоків часто означає перехід 
лінійного закону фільтрації в нелінійний. Тому в математичному 
моделюванні фільтраційних процесів при наявності цих включень 
виникає два ключові питання: урахування нелінійного закону 
фільтрації та розвиток ефективних методів для розв’язання таких 
задач з метою отримання якісних прогнозів. 

Один з найефективніших методів розв’язування нелінійних 
задач фільтрації, коли фільтраційний процес не є стаціонарним та 
залежить від часу, полягає в застосуванні методу скінченних 



                                                                                                                                         

 155

Вісник 
НУВГП 

елементів (МСЕ). Основна його ідея – це дискретизація всієї області 
фільтрації на скінченну кількість елементів, та подальша заміна 
крайових задач для різних диференціальних рівнянь системами 
лінійних або нелінійних алгебраїчних рівнянь.  

Особливо важливо, що МСЕ, який ґрунтується на проєкційному 
методі Бубнова – Гальоркіна, дозволяє шукати узагальнені розв’язки 
крайової задачі. Ця властивість є визначальною для вирішення задач 
фільтрації, в яких необхідно враховувати умови спряження між 
різними компонентами системи [9]. Такі задачі стають вкрай 
складними й потребують використання інших підходів та 
розширення самого методу МСЕ. Врахування цих умов спряження 
вимагає більш комплексної додаткової математичної обробки та 
розробки більш складних відповідних алгоритмів, що повинні 
забезпечити високу точність та надійність результатів моделювання.  

Отже, метою нашої роботи є моделювання процесу нелінійної 
фільтрації рідкої речовини через пористий ґрунт при наявності 
тонких включень з використанням методу скінченних елементів. 

Розглянемо області 1W  та 2W  (рис. 1), які містять кварц ( )2SiO  

як основний компонент ґрунту і графіт ( )C w , як тонке включення 

товщиною d , яке розміщене на глибині x=x  [10; 17].  
 

 
 

Рис. 1. Шар ґрунту товщиною l з тонким включенням w  товщиною d  
 

Землетрус викликає потік ґрунтових вод, які під впливом 
перепадів напорів проникають через пори ґрунту. Цей процес 
відомий як фільтрація. Однак, внаслідок неоднорідності ґрунту 
(присутності графіту), швидкість фільтрації може бути 
непропорційною до градієнта напору, що призводить до посилення 
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нелінійних ефектів в законі фільтрації. Це може викликати 
збільшення напорів у деяких областях, що призводить до можливості 
подальших землетрусів або зсувів ґрунту. Вплив графіту може 
змінити динаміку зміни напорів, що може вплинути на стійкість 
масиву пористого середовища [6; 14]. 

Необхідно математично та комп’ютерно змоделювати таку 
задачу з різними граничними умовами та використати нелінійний 
закон Дарсі [5; 7; 10; 15], дослідити розподіл напору ( )tx,h  рідини у 
зоні фільтрації по часу в різних шарах ґрунту та визначити, як 
впливає тонке включення графіту на напір. Це дасть можливість в 
подальшому використати вихідні дані для моделювання зміни 
концентрацій хімічних речовин, температури, маси мікроорганізмів 
чи інших параметрів в подібних задачах. 

Сформульована вище фізична постановка задачі описується 
наступною крайовою задачею [10; 17], математична модель якої 
включає рівняння пружної фільтрації, відповідні крайові умови та 
умови спряження 
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Тут враховується нелінійний закон Дарсі [10] з 
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де   [ ]x;01 =W ,  [ ]l ;x=W2 ,  l<<x0 ,  21 WИW=W ; 

0>T  – заданий інтервал часу; 

( )th
~
0 , ( )xh0  – відомі функції; 

b  – коефіцієнт пружної ємності ґрунту; 

x

h
i

¶

¶
= ;  

I – абсолютне значення градієнта напору, нижче якого 
порушується лінійність закону Дарсі; 

II*

ч
ш

ц
з
и

ж
=

a
g

a

1
, де ( )ag , ( )x,ag  – гамма-функція та нижня 

неповна гамма-функція; 
h  – напір рідини; 

k ,kw  – коефіцієнт фільтрації тонкого включення та основного 

ґрунту; 
u  – швидкість фільтрації, яка обраховується за формулою (6); 
±u  – значення швидкості фільтрації при 0-= xx  та 0+= xx ; 

[ ] -+ -= hhh  – зміна напорів на тонкому включенні. 
Чисельний розв’язок нелінійної задачі фільтрації (1)–(6) з 

умовами спряження знайдено методом скінченних елементів [2; 11]. 

Розглянемо замикання 21 WИW=W  і покриємо його 
скінченноелементною сіткою із загальною кількістю вузлів N .  

Важливо відзначити, що в точці x=x  має бути подвійна 
нумерація вузлів: зліва та справа від x=x . В цьому контексті, 
базисні функції методу скінченних елементів (МСЕ) допускають 
розрив першого роду в точці x=x  і є поліномами степеня m  [9; 10]. 

Наближений узагальнений розв’язок початково-крайової задачі 
(1)–(6) знайдено у вигляді 
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де ( ){ }N
ii x 1=j   – це базисні функції МСЕ; 

      ( )thi , N,i 1=  – це невідомі коефіцієнти, які залежать лише від 

часу. 
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Використовуючи слабке формулювання задачі (1)-(6), 
враховуючи (7), отримаємо задачу Коші [10] для системи нелінійних 
диференціальних рівнянь  
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Виходячи з того, що (8), (9) – це задача Коші для системи 
нелінійних диференціальних рівнянь першого порядку, то її 
розв’язання вимагає використання відповідних схем дискретизації. 
Для цього можна використати схему Кранка – Ніколсона [9; 10] 
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Тут часовий інтервал [ ]T,0  розбитий на tm  рівних частин з кроком 
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= ; ( )jH  – наближений розв’язок задачі Коші (8), (9) при tjt = .  

Однак, практична реалізація схеми Кранка – Ніколсона, 
пов’язана з нелінійною задачею Коші (8), (9), вимагає використання 
ітерацій. Замість схеми Кранка – Ніколсона також можна 
використовувати схему предиктор-коректор [9; 10] 
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де ( )1+jW  – допоміжні вектор-функції. 
Для більш простішої реалізації може підійти повністю неявна 

лінеаризована різницева схема [10]. Для системи рівнянь (8) вона 
має такий вигляд: 

( )( )
( ) ( )

( )( ) ( ) 1001
1

-==+
- +

+
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t

m,j  ,jj
jj

j HHL
HH
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Програмна реалізація обчислювального алгоритму 
здійснювалася в середовищі Visual Studio Code (VS Code) з 
використанням мови програмування Python [4; 8; 12; 16]. Головна 
форма програми має вигляд відображений на рис. 2. 

 
 

Рис. 2. Головне меню програми 
 

Здійснити перегляд і аналіз отриманих значень для напору 
можна за допомогою вкладки «Табличні дані» (рис. 3). 
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Рис. 3. Таблиця значень напорів h(x,t) 
 

За допомогою вкладки «Графік» є можливість обрати кількість 
часових шарів, переглянути відображення останнього моделювання 
та графік різниць при використанні лінійного та нелінійного законів 
Дарсі (рис. 4). 

 
 

Рис. 4. Вкладка «Графік» 
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В якості прикладу розглянуто задачу фільтраційної 
консолідації як частковий випадок загальної задачі пружної 

фільтрації. Тоді коефіцієнт пружної ємності ґрунту 
e

a

+
=
1

g
b , де e  – 

коефіцієнт пористості ґрунту, a  – коефіцієнт стискуваності ґрунту, g – 
питома вага порової рідини. 

Для проведення чисельних експериментів використано наступні 
вхідні параметри:  
– кількість діб проведення експерименту: 100; 

– коефіцієнт стискуваності ґрунту: H
м,
2610125 -ґ

; 
– емпіричні параметри для визначення значень порогового 

градієнту через проникність ґрунту: 
12104 -ґ=A , 780,B -= ; 

– питома вага порової води: 
3

4101
м

Hґ
; 

– в’язкість води при температурі 25 градусів за Цельсієм: 

доба
Па, 710031 -ґ ; 

– параметри напорів: ( ) м t,h 10 = ; ( ) м ,xh 200 = ;  

– параметри масиву ґрунту: мl 10= ; м5=x ; м ,d 20= . 
Для першого чисельного експерименту як основний шар ґрунту 

розглядався суглинок 

3800 ,n = , 
доба

м,k 028800 = , 

а як тонке включення – графіт в перемішку з суглинком  

4600 ,n =w , 
доба

м,k 004800 =w . 

Чисельні експерименти було проведено, якщо на нижній межі 
задавалася гранична умова другого роду, а на верхній – першого 
роду (рис. 5, рис. 6).  
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Рис. 5. Розподіл напорів в суглинку з використанням  
нелінійного закону Дарсі  

 
На рис. 6 можна спостерігати зростання стрибка різниці напорів 

на тонкому включенні з часом при використанні класичного і 
нелінійного законів Дарсі. Однак самі напори, як видно з рис. 5, в 
процесі консолідації масиву пористого середовища з часом 
зменшуються. Пояснення ситуації, коли самі напори спадають, але 
значення їх стрибка на включенні зростає, полягають в аналізі 
нелінійності закону Дарсі. Особливість нелінійності полягає в 
наявності порогового градієнта напорів, нижче якого особливо 
починають проявлятися нелінійності в законі Дарсі. Стрибок напорів 
на включенні буде зростати до моменту, поки його значення не 
наблизиться до порогового значення. 
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Рис. 6. Різниці напорів в суглинку при використанні класичного та 
 нелінійного законів Дарсі 

 
Для другого чисельного експерименту як основний шар ґрунту 

розглядався пісок як основний компонент, а як тонке включення – 
пісок, змішаний з графітом 

3800 ,n = , 
доба

м,k 0500 = ,  

400 ,n =w , 
доба

м,k 00700 =w . 

На рис. 7, 8 зображено графічні дані при моделюванні, коли на 
нижній межі задано граничну умову другого роду, а на верхній – 
першого роду. Якісно картина рис. 7, 8 співпадає із розподілами 
надлишкових напорів та їх стрибків на рис. 5, 6. 

Порівнюючи графіки з першого та другого експериментів (рис. 5, 
рис. 6 та рис. 7, рис. 8), можна помітити, що швидкість просочування 
змінюється з типом матеріалу тонкого включення. При цьому стрибок 
напорів збільшується на 36,2% для першого та на 7,2% для другого 
експериментів на випадок нелінійності в законі Дарсі.  
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Рис. 7. Розподіл напорів в піску, коли задається на нижній межі  
гранична умова другого роду, а на верхній – першого з використанням 

нелінійного закону Дарсі 

  
 

Рис. 8. Розподіл напорів в піску при використанні класичного та нелінійного 
законів Дарсі, коли на нижній межі задається гранична умова другого роду, 

а на верхній – першого 
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Вісник 
НУВГП 

Висновки. В роботі сформульовано постановку задачі, 
розроблено математичну модель задачі та алгоритм для її 
розв’язання, здійснено програмну реалізацію та детальний аналіз 
прогнозного розподілу напорів в геологічному середовищі з тонким 
включенням впродовж певного проміжку часу. В результаті чого 
встановлено відмінності в отриманих результатах при використанні 
класичного та нелінійного законів Дарсі.  

Основним результатом роботи є створена комп’ютерна 
програма, яка дозволяє виконувати розрахунки розподілу напорів у 
одновимірному варіанті з великою кількістю вхідних параметрів. 
Однак, особливістю цієї програми є не лише можливість 
представлення отриманих результатів у вигляді таблиць, але й у 
формі графічних зображень. Це надає користувачеві можливість 
зручної візуалізації результатів і дозволяє краще зрозуміти розподіл 
напорів у геологічному середовищі. Отже, проведені дослідження 
надають інструментарій, який може бути використаний для 
детального аналізу розподілу напорів у геологічному середовищі з 
тонкими включеннями. Це дасть змогу краще розуміти, як різні 
параметри впливають на цей процес, і можливість використовувати 
ці знання для розробки нових методів впливу на геологічні формації. 
Результати цієї роботи мають практичне значення для геотехнічної та 
гідрогеологічної практики, а також для подальших наукових 
досліджень у галузі інженерної геології. 
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FINITE ELEMENT METHOD IN A NONLINEAR PROBLEM OF ELASTIC 
FILTRATION WITH COUPLING CONDITION 

 

In this work, the problem statement is formulated, a 
mathematical model of the problem is developed, and an algorithm for 
its solution is designed. The result of the conducted research is the 
application of the finite element method to solve a nonlinear problem 
of elastic filtration using both the classical and nonlinear Darcy’s laws. 
Software has been developed to predict the filtration process in a 
porous medium, aiming to model the pressure distribution under 
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different boundary conditions and input parameter values. A series of 
numerical experiments have been conducted for various types of soils. 
A detailed analysis of the predicted head distribution in a geological 
medium with a thin inclusion over a certain period of time has been 
carried out. As a result, differences in the obtained results when using 
the classical and nonlinear Darcy’s laws have been identified, and the 
impact of nonlinearity on the predictive modeling results has been 
established. The main result of this work is the development of a 
computer program that enables calculations of hydraulic head 
distribution in a one-dimensional model with a large number of input 
parameters. However, a key feature of this program is not only its 
ability to present the obtained results in tabular form but also in 
graphical representations. This provides users with convenient 
visualization of results and allows for a better understanding of 
hydraulic head distribution in a geological medium. Thus, the 
conducted research provides a tool that can be used for a detailed 
analysis of hydraulic head distribution in a geological medium with 
thin inclusions. This will allow for a better understanding of how 
different parameters influence this process and the possibility of 
using this knowledge to develop new methods for influencing 
geological formations. The results of this work have practical 
significance for geotechnical and hydrogeological applications, as well 
as for further scientific research in the field of engineering geology. 

Keywords: elastic filtration; Darcy’s nonlinear law; finite element 
method; algorithm; Python. 
 
 
 


