
     
 

і ь  і     

 

 
 
 
 

. . , . .  

 
 
 

      
   

 
 
 

ь  і  

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

   2014 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 

 

 004.9 (075) 

 32.98:73 7  

    85 
 
 

З    і ь  і        
   

(  № 5  і  30.05. 2014 . ) 
 
 
 
 

: 
а ю  .П., - . . ,    -

  . . . ’  ( . ) 
а  .Д., . . ,  ь  -
     ( . ) 
 

 . .,  . . 
85    : . . — : 

, 2014. — 239 . 
 

 ь     ,   
     .   -

  ґ     '  -
  ,     -
. 

         
   , '    є    

        -
     . 
    6.040301 «  »,  -

  , ,    — ,   -
  ґ  ,    -

ь  ,     .  
 

 004.9 (075) 
 32.98:73 7 

  
  
 
 © . . , . . , 2014 

 © , 2014 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

 

……………………………………………………..………3 

……………………………………………………..……....6 

 1.   ….. .11 

Т  1. Ь     ………………….….11 

1.1.   …..………………………………………....11 

1.2.      ….…………….….12 

1.3. ь     ………………….…………….....14 

1.4.    ………………………..…………..…..17 

1.5.   …………………..….……….…19 

1.6.   ……………………………………..………...….23 

1.7.     ..…………...26 

1.8.     ………………..………......30 

Т  2.       
 ..………………………………………………………...33 

2.1.    ……………….…………........33 

2.2.    …………………………......37 

2.3. ’є  'є    ………………………....………41 

2.4.    'є  ………………….….......43 

2.5.   ………………………………………….44 

2.6.   ………………………………...……46 

Т  3.      …………...49 

3.1. є  ь  ………………………………….....49 

3.2.  ь  …………………………………...…51 

3.3.  ь  ………………………………….…54 

3.4. 'є - є  ь  …………………….….55 

3.5.    ……………………….…...……..57 

Т  4.     ’Є ..…60 

4.1.     …………….....60 

4.2.     ……….……..…61 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 

 

4.3.      ……….……...66 

4.4.   …………………………………….……….…..71 

4.5.    ………………..….…………..…75 

4.6.    …………………….…………..…78 

 5.    ’Є ….....82  

5.1.   ………………………………………………....82 

5.2.   …………………………………….....84 

5.3.  ь   …………………………...…85 

5.4. -  ь ……………………………..….….…87 

5.5.    ……………………..…...93 

5.6.    ………………...……94 

5.7.   ’  ………………….....…95 

Т  6.     
’Є  …………………………………………………….…...97 

6.1.   TIІ …………………………………....…97 

6.2.   …………………………………....99 

6.3.   TIІ ………………………………………..……100 

Т  7.      
 ……………………………….…………………………..…..103 

7.1.   …………………………………..…..…103 

7.2.     …………………………...…104 

7.3.   ………………………………………...…105 

7.4.      …………..…108 

7.5.      …………………112 

7.6.    …………………………………..…114 

7.7.   ь     …………………123 

7.8.      ………….……125 

Т  8.     Ь …..…...128 

8.1.       ……….…128 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 

 

8.2.  'є ……………………………………..……129 

8.3.     ……………..……..…131 

8.4. -    …………………………..…...133 

8.5.    ………………………...…136 

8.6.  ь ……………………………………138 

 9.   Ь   141 

9.1.     ……………………….…..…141 

9.2.    ……………………………..…142 

9.3.   ………………………………………..…147 

Т  10.     
ЬЄ  ……………………………………………………..….153 

10.1.  ь ьє  …………………………………153 

10.2.      ………………..…..156 

10.3.  ь ьє . ь  …..…159 

10.4.      ьє    
 ……………………………………………………..161 

10.5.      ьє   
  ……………………………………………..…162 

 2.   …………………167 

  1. ………………………………………...…167 

  2. ………………………………………...…172 

  3. ……………………………………...……179 

  4. ……………………………………...……184 

  5. ……………………………………...……188 

  6………………………………………...…..194 

    ……………..……..……200 

 3. Ь  ………………………...…….208 

 ……………………………………………..…….228 

 …………………………………………..….…238 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6 

 

 

ь       є 
   ь .  -

  ь  ь   ь  . 
   , , , 

    , '   
 -  , 

ь  ,  ь 
   ь ,  ь  
   - ь  

  ,     . 
     ( )  -

   є    -
       -
 ь    ь  ь .  -
  ’ ь  ь , ь   ь  
   ,   

,  ,  ь  . 
   ь   

  , ь   
     , -

  ,      
 ’    ,  

     .  -
ь    є   є ь   

’     GШШРХО MКps  GШШgle 

Earth.  

     ь 
 є    , -

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7 

 

  , , ,   
ь   ,   ь -

 ,  є    
.   ь   -

 ь   ь ь ь , , 
ь  ,   , ь   

 , ь  ,  . 
,       

-  є  є  
 - ,     -

  ь     
  .   ( )   

 ,     3  
:  ,    .  
       

      
( ),   « » є   

  ь  ь  ь ь,  
 ь  ь ь  

 .    ( ) – 

 ь     ;   
'       'є  

ь  .   'є є   
    , ,     

,       
( ) ,  є .   

ь       
ь ь       

  ь, '      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



8 

 

   ь  ,    
    ,     

,    ь   
 ,  ь .  

    –  ь  ,   
 ь    ь  .  ь  
  .   ь   

  -  є ь   90-   
ББ .    ь   

  ь  ь , ,   
ь   ,  , 

  ь,  .  
ь    ь   ь, 

,       , 
 ь    ,  

   ,     
  ,  ь   

( , є  ь  ).  
   ,  –     

   ь -  .  
є ь      , 

ь   - ь  'є   ,  
ь        ь -

 ,      
 .    -  

ь   , , , 
   -  

 ( , , ) 
.  ,    ,  є 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



9 

 

      
( - ),      

 ь,    ь  
 –   .  

,       
 ,    - .  

ь       -

 ,  є ь  є    
.  

 ь      ь ь  
 .    є   

  (       ArМGIS). 
       ь  

 .    ’ -

       
.   є    

,    - .  

   ь     
       :  

 (   EбМОХ)    
   ,  є .  ’  

 є       є  -
.       ,  -
  ь   ’  ,  

  ,     
,     .  

 є ь    .    
     .  

  , , ,  -

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 

 

     . 
  ,   ,  -

ь   ’   . 
   є  -

,      
 ’  ,   -
.   є ,   -

  ь .  
   ь   « -

   »     
     «  

».   ,    
  є     

,   .   є 
     є   -

    ’  .  
’     ь     ь  

      -
,      

   ь    
.      

     , ь  
  , ь  , -
 ,   , , 

   ,    -
,  ь    ь .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



103 

 

Т а 7.             
   

7.1.  Г а   

 ,     -
ь     :  ,  

ь    ь,    
ь  ,   .  -

      ь   
 ,      .  

        
  , : 
     ь    -

ь ; 
     ь  ; 
       -

,      -
; 
      , -

  ; 
       ; 
      ь  ; 
    ь     

   . 
ь       є ь   

 є   -     
. 

  є   'є ,  
ь     'є  ( ).  -

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



104 

 

 є   ь,   є ь  -
  ' ь ,      . 

 '   ь  -
   ( , є ь  '  

ь      є  
    ; ь -

  'є      -
; ь     ь  -

 ).    ь   
   ;    , 

ь ь     ь   ; 
 .  'є ь ( ) ь   

ь   є  , є  -
   ,  ,   

       -
. 

 

7.2.    а  

 ь     -
   ,  ь 

  .  ь  -
, ,     -

ь  .   
 G(V,E) є ь  ,  є ь   

 :  (VОrtТМОs)  ,   ’є ь 
(Edges).    ь ,   

 є    .  ,  ’є  -
, ь . ,  ь ь  -
,  ь .  ь 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



105 

 

  ь . ,    
 , є ь  . ,    -
 , є ь   .  G -

є ь  ’ ,  ь-      -
    . ,     
  ь , є ь  . ’  

,   є , є ь  .    
   ,  ь   -

.   ь ,   
.     є ,  -

ь є  ( ).   ь 
.  ь ,    є -

   ( ).  
        -

  .        
’   є    ь. -

,  є  ,   . 7.1.   
       -
.   є   є ,  -

ь – .      є  1 ( ), 
 –1 ( ),    ь .  

7.3. М  а а  

   ь    , 
  ь   є   -

    .    
 'є  (   ) ь  -

  ь   ;    
   ,     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



106 

 

 ь  .    

   є     
. 

































10100000

11010000

01001000

00010110

00100101

00001011

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. 7.1.  є   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



107 

 

      ь-
  ( , )   ( , ), 

  ь  .   є ь-
   « »  « »  -

 'є .    ' ,  
 'є  ь      є  -

     .  ь  
є ь     'є ь,  ь -

   , ь  ,   
. 

     -   
 ь  .    -
      -  -
       ; -
  ,  ь    

;        
'є . 

    (   -
,   ,     .)  , 

 ,     : 
       
   ь  ; 
   ь     
   ь   ( є ь     

 ); 
      ,  -

  ( є ь      
   ,  є  ); 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



108 

 

        
     ( ь     

    ,  є 
 ); 

         
  ( ь     , -
 ь ,       

    ); 
        

( ь  ,    , є  
    'є ). 

   ь     -
   ,  .  

   ь     -
   'є ,  ь    ,  

        
 (  , ;    -

 );   'є   . 
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  а ь    : 0 ( -
   )  1 (   ).  
 b ь  -     -

  Vi    Vk..    -
ь   - k-   ck є  -

ь        Vi  Vk. 

  Dik є   dik;   
 є,  dik є ь     -

 М,  є “  ”.  
 

 

 
. 7.2.   

      -
    (1959).  є ь   ь  

  є :  
1. І і і і і .    a  ai (  

)   0.  ai := 1.   -
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 b     i-    Dik. 

   c (  ci )   i ( -
  ). ci :=0.  

2.  .   ь bj  -
  (    j,   a[j]=0).  

a[j]:=1 (  ).   ,  
ь   i   j   k. -

   bk.  bk > bj + djk (   -
    ),  є  bk:=bj+djk; 

ck:=j.  bk < bj + djk (     ) – 

   k-  ь  .   -
є ь    ,    a є ь   

ь.  ’     7.1. 

3.Ві і ь.      -
   ь  .   
   Vi    Vk є bk (  -

 ь  ).    -
,  ь     Vi   Vk.  ь  

ь  c.   – Vk,  є   
 ck,    ,   ь  

  c   ck .    -
 Ч    Л  Ч ,   

 є  ь . 
Т  7.1 

      

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Min bk 

A 1 0 0 0 0 0 0 0 0 31 

B 0 31 M 38 M M M M M  

C 0 1 1 1 1 1 1 1 1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



111 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Min bk 

A 1 1 0 0 0 0 0 0 0 38 

B 0 31 55 38 M 58 M M M  

C 0 1 2 1 1 2 1 1 1  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Min bk 

A 1 1 0 1 0 0 0 0 0 49 

B 0 31 55 38 M 58 52 49 M  

C 0 1 2 1 1 2 4 4 1  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Min bk 

A 1 1 0 1 0 0 0 1 0 52 

B 0 31 55 38 62 58 52 49 60  

C 0 1 2 1 7 2 4 4 8  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Min bk 

A 1 1 1 1 0 0 1 1 0 55 

B 0 31 55 38 62 58 52 49 60  

C 0 1 2 1 7 2 4 4 8  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Min bk 

A 1 1 0 1 0 1 1 1 0 58 

B 0 31 55 38 62 58 52 49 60  

C 0 1 2 1 7 2 4 4 8  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Min bk 

A 1 1 0 1 0 1 1 1 1 60 

B 0 31 55 38 62 58 52 49 60  

C 0 1 2 1 7 2 4 4 8  
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ь      є  . Є N 

      
 (xi, yi) ( .7.4). 

 

. 7.4.      ь   

 

 ь   є ь     

22 )()( ijijij yyxxD  .                  ( 7.1 ) 

ь   є ь    
  Dij.     -
ь  .  ’  є  . 

1. є    ( . 7.2),  
 (7.1).  

2.    –  є  -
ь   . 
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Т  7.2 

    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 0 31.4 42.0 9.1 24.2 31.3 15.2 12.2 23.3 

2 31.4 0 14.8 22.4 24.8 14.0 17.0 28.3 19.2 

3 42.0 14.8 0 33.6 26.2 28.2 26.8 41.8 22.0 

4 9.1 22.4 33.6 0 20.2 23.3 7.1 11.2 17.5 

5 24.2 24.8 26.2 20.2 0 35.0 15.1 31.4 5.7 

6 31.3 14.0 28.2 23.3 35.0 0 21.9 23.0 29.5 

7 15.2 17.0 26.8 7.1 15.1 21.9 0 17.5 11.2 

8 12.2 28.3 41.8 11.2 31.4 23.0 17.5 0 28.5 

9 23.3 19.2 22.0 17.5 5.7 29.5 11.2 28.5 0 

 

 

 

7.6. За а    

   .  

  ,  ’є є ’ ь  -
 ( . 7.2). ь ь       

ь: 20, 40, 60, 80, 10, 30, 50, 70, 90.  -
ь        .  

  ’    : -
 ,        
  ь .  ,  ь, 

       .  
       
,  ,  ь   
,  ’ ь      .  

ь  є ь   ,    
  :   d[i, k] + d[k, j] < d[i, j]  
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 d[i, j]:=d[i, k]+d[k, jЖ ( . 7.5).   є  
[i j]    [i k j] ,   є .  

 

. 7.5.   

     -
    є  . 

 Ф а.  for k := 1 to n do 

     for i := 1 to n do 

      for j := 1 to n do 

      d [i,j] := min ( d [i,j], 

d [i,k] + d [k,j] ); 

    є . -
 d[i, j] є ь   .    

 j ь  ’ , d[i, jЖ є   -
,  d[i, jЖ є  (  ь). 

     d[i, j] ь 
    .  

       -
      -

. є     ( . 7.3) 
 ,   . 7.2.  
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Т  7.3 

    . 7.2 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

к- ь 

 чнів 

1 0 31 55 38 62 58 52 49 60 20 

2 31 0 24 55 38 27 48 60 49 40 

3 55 24 0 31 22 33 32 42 53 60 

4 38 55 31 0 24 35 14 11 22 80 

5 62 38 22 24 0 11 10 37 33 10 

6 58 27 33 35 11 0 21 33 22 30 

7 52 48 32 14 10 21 0 27 38 50 

8 49 60 42 11 37 33 27 0 11 70 

9 60 49 53 22 33 22 38 11 0 90 

  21370 18660 15060 9560 12390 12470 12040 10480 11760   

 

    є є    ,  
ь ь   jp    . є є  

  ,  ь    

  



n

i
jiji pdf
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.                               ( 7.2 ) 

    (   )  є -
ь      . ь   

 (7.2) є ь  ,    -
 є ь     
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minarg .                          (7.3) 
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.  

    (  -
),  є        ( . 

7.2).   є:   ь   
  ь   .    -

ь   є   ’  : )  
    ; )    -

 .   .  
Т  7.4 

    . 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9   

1 0 31 55 38 62 58 52 49 60 62 

2 31 0 24 55 38 27 48 60 49 60 

3 55 24 0 31 22 33 32 42 53 55 

4 38 55 31 0 24 35 14 11 22 55 

5 62 38 22 24 0 11 10 37 33 62 

6 58 27 33 35 11 0 21 33 22 58 

7 52 48 32 14 10 21 0 27 38 52 

8 49 60 42 11 37 33 27 0 11 60 

9 60 49 53 22 33 22 38 11 0 60 

 

 є    . 
   є  ь,   є-

 ь      ( ь  ь  
 ) – . 7.4.    
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ь     ь   
 ь  ,    -

  є ь   

ij
ji

dn maxminarg .                                (7.4) 

      -
 .  

    ’ : -
     .  

 ,     є ь  -
     (  -

     ь  ).  
  

 

 

 

 

 

 

     ь  . 
  (ТУ),  ’є є  Т  У,   

   Ф.  б –  ( ь  
 Т )    Ю    (ТУ). ь  
 У    є Нij – x ( dij – -

  (ТУ) ). ь    Ю  Ф є ь  
  Нuk = min ( x+dik, dij-x+djk ).   ь  

  є ь    

.7.6.  
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),min(max jkdikduk k
 .                    (7.5) 

,      Ф  i,j.   
     

uk
     -

ь   .      ь   -
        (Т,У). 

        -
     .    ,   

ь    . 
   ь  -

.       ,    
   ь  .  -

    , є  -
   ( .7.5). 

Т  7.5.  

      ь  
 

  (1,2) (1,4) (2,3) (2,6) (3,4) (3,5) (4,7) (4,8) (5,6) (5,7) (6,9) (7,8) (8,9) 

uk  49 35 49 35 38 55 48 55 58 52 58 49 49 

 

, ,      -
 (1,2) –  49. є   ,    -

ь ,   –     
   ,   .  

  ь  ,  ь   
 .  

12  = max(min(55,24), min(38,55), min(62,38), min(58,27), 

min(52,48), min(49,60), min(49,60))= max( 24,38,38,27,48,49,49) = 49. 
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       . 
  є,  ь   -

     є  (1,4)  (2,6), 
    є 35 .  -

       ь  -
  . 

 . 
ь   ’     

     є  ь  
       -

ь  ь   . ’    
є  .    Ю -

   (Т,У)   б   Т. є  -
       .   

 ь      -
 ь  (1,4)  (2,6). є   

.   ь 27 . ,  ь 
  2    ь  б  ,  ь 
  6    ь 27 – б .  
 

 НЮi – -
ь  ь  

   -

 .  , -
, ь  

   
         

du1  =  min (x+d21, d26 –x+d61 ) = min (31+ x, 58+27–x) = 

min(31+x, 85-x ). ,  0  x  27, є  du1 = 

 

.7.7.   -
   (i,j) 
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31 + x.        
  .  ь    є . 

du2 = x; 

du3 = min (24+ x, 33+27-x ) = 24 + x ; 

du4 =min(55+x, 35+27-x) = 62 - x; 

du5 = min ( 38+x, 11+27-x ) = 38 – x; 

du6 = 27– x; 

du7 = min (48+ x, 21+27-x ) = 48 – x; 

du8 = min(60+x,25+27 – x) = 52 - x ; 

du9 = min ( 49+x,22+27-x ) = 49 – x. 

є    du1 – du9.  ь  є   
   ( . 7.8).   є,  -

ь     є  -
  НЮ1  i  du4. ’     -

  x: 31 + x = 62 – x.  

є :                       x = 15.5;    min dui = 46.5 . 

 ,    (1,4) є ь-
 min dui = 52 .  є,     є  

     ь   . 
.      -

  ь    ь   
.  ь  ь  ь    

 52 . 
       

ь     (2,6).   
   15.5   2-  .  ь   
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ь  ь    (1-   4- ) -
 46.5 .  ,     

 ’      5.5 . -
     (1,4)  є   

       7. 
.    ,     

    є ь      
 .      
        -

 ’ .  ,  ь   ь 
 ь    ,  -

        . 
 

7.7. За а а  а а ь     

. Є  ,  ’є ь  -
.    s;    - t. -

  ,  ’є є  I  k є  -
ь   ь ikc  ( / ). ь   ( , ) 

       .   -
    ь     .  

  ь ’    -
 : 

1. є      s ,    ь  
    –  . 

2. є      t,    ь -
  –  . 

3.    є ь   ikc  - 

 ь . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



124 

 

є      є . -

 ь   i.  
iu  -  ,  -

ь  I;  
iu  -  ,  ь   I.      

f  є ь  ,  є  :  
 

1. ikik cf 0 ; 

2. 



ii u

ik

u

ik ff .                            ( 7.4 ) 

  є,        
 ь .   є: ь  -

 ь  , ь   ь.   -
ь, ’    ,    

ь    ,  ь є 
   .  

   є ь    P 

  ,  ь   ,   ь  , 
 PsPt  , .      -

  ь   ,   ь . -
   є ь    -

  ,   ь.   -
 ,   . 7.9.  

 

 P  
PU  

1 (1; 4) (0;1) (3;4) (2;4) 

2 (3; 4) (1;3) (1;4) (2;3) (2;4) 

3 (1; 2; 4) (0;1) (0;2) (3;4) 
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    ь   
:   3 + 2 + 1 = 6;   1 + 2 + 1 + 1 = 5;   3 + 2 + 2 = 7. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

,  є ь   ь є ь  
і і ь  і .  

. ь   ,   -
  , і є і  і і і-

ь  і .  

  ь   ь     
  – ,  є ь   ь  

: 
1.  ь  . 
2.    (     -

  s  t ь     ). 
3.  ь  . 
 

7.8. Т а а а а а   а  

. 7.9. 
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    ь    
  є ,   ( ). 

  є   :   -
.       ь  

      . -
 :  

ikc  -  ь  (ij); 

ikd  - ь       (ij); 

ikf  -       (ij). 

ь   ikf    (ij) є 

ijijij fdD  .    ijD     
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1. є ь     s  t.  
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а    7 

1.       ІС. 
2.   , , . 
3.   , , , . 
4.   , . 
5. ь    . 
6.     . 
7.   ь   ? 

8. С    – К . 
9. ь « » . 
10. С   . 
11. ь  ’   . 
12. ь  Ф . 
13. ь     . 
14.   ’ ь    ? 

15.   ’ ь    ? 

16.    . 
17.   . 
18.    . 
19. С    ь  . 
20. ь   Ф -Ф . 
21.  ь  ’     -

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


