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ȼɫɬɭɩ 

 
ɉɟɪɟɞ ɡɚɜɞɚɧɧɹɦɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ ɩɨɞɚɧɨ  ɤɨɪɨɬɤɿ ɬɟɨɪɟ-

ɬɢɱɧɿ ɜɿɞɨɦɨɫɬɿ ɡ ɬɟɨɪɿʀ ɡɜɢɱɚɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ, ɡɪɚɡɤɢ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɶ ɛɚɝɚɬɶɨɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ, ɫɢɫɬɟɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚ-
ɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ, ɡɚɞɚɱ ɬɟɯɧɿɱɧɨɝɨ ɬɚ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ ɡɦɿɫɬɭ ɪɿɡɧɨʀ 
ɫɤɥɚɞɧɨɫɬɿ ɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɫɬɿ ɞɨ ɧɚɜɱɚɥɶɧɨʀ ɪɨɛɨɱɨʀ ɩɪɨɝɪɚɦɢ. Ⱦɥɹ ɫɚ-
ɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ ɩɪɨɩɨɧɭɸɬɶɫɹ ɬɚɤɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ: 

1. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. 
2. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ 

ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. 
3. Ɉɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 1-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 
4. Ʌɿɧɿɣɧɿ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 1-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 
5. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ 1-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 
6. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɳɨ ɞɨɩɭɫɤɚɸɬɶ ɩɨɧɢ-

ɠɟɧɧɹ ɩɨɪɹɞɤɭ. 
7. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ.  
8. Ʌɿɧɿɣɧɿ ɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɿ ɫɬɚ-

ɥɢɦɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ. 
9. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɿ ɫɬɚɥɢɦɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ. 
10. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɿ ɫɬɚɥɢɦɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ ɿ  ɩɪɚɜɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ 
ɜɢɞɭ Ax B . 

11. Ʌɿɧɿɣɧɿ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɿ 
ɫɬɚɥɢɦɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ ɿ ɫɩɟɰɿɚɥɶɧɨɸ ɩɪɚɜɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ. 

12. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɿ ɫɬɚɥɢɦɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ ɿ ɫɩɟɰɿɚɥɶɧɨɸ ɩɪɚ-
ɜɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ.  

13. ɇɨɪɦɚɥɶɧɿ ɫɢɫɬɟɦɢ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɩɟɪ-
ɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

14. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɧɨɪɦɚɥɶɧɢɯ ɫɢɫɬɟɦ  ɥɿɧɿɣɧɢɯ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

15. Ɂɚɞɚɱɚ ɬɟɯɧɿɱɧɨɝɨ ɡɦɿɫɬɭ, ɳɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬɶɫɹ ɡ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

16. Ɂɚɞɚɱɚ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ ɡɦɿɫɬɭ, ɳɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬɶɫɹ ɡ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 
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ɉɪɢɤɥаɞɢ ɪɨɡɜ’яɡаɧɧя ɞɢɮɟɪɟɧɰіаɥьɧɢɯ ɪіɜɧяɧь 

 

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɞɭ 

( ) ( )y dy f x dx  ,    (1) 

ɜ ɹɤомɭ мɧоɠɧɢɤ ɩɪɢ dx  є ɮɭɧɤɰɿєɸ, ɹɤɚ ɡɚɥɟɠɢɬь ɥɢɲɟ ɜɿɞ x , ɚ 
мɧоɠɧɢɤ ɩɪɢ dy  є ɮɭɧɤɰɿєɸ, ɹɤɚ ɡɚɥɟɠɢɬь ɥɢɲɟ ɜɿɞ y , ɧɚɡɢɜɚɸɬь 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢм ɪɿɜɧɹɧɧɹм ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɟɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. 

Ɉсɤɿɥьɤɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1) мɿсɬɢɬь ɬоɬоɠɧо ɪɿɜɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɢ, ɬо 
ɜɿɞɩоɜɿɞɧɿ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬьсɹ мɿɠ соɛоɸ ɧɚ сɬɚɥɭ 
ɜɟɥɢɱɢɧɭ, ɬоɛɬо  

   y dy f x dx C    . 

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɞɭ  
       1 1 2 2f x y dx f x y dy   , 

ɭ ɹɤомɭ ɤоɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɩɪɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚх ɪоɡɤɥɚɞɚɸɬьсɹ ɧɚ мɧоɠɧɢ-
ɤɢ, ɹɤɿ ɡɚɥɟɠɚɬь ɬɿɥьɤɢ ɜɿɞ x  ɿ ɬɿɥьɤɢ ɜɿɞ y , ɧɚɡɢɜɚɸɬьсɹ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢмɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹмɢ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜаɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. 

Ⱦɥɹ ɜɿɞоɤɪɟмɥɟɧɧɹ ɡмɿɧɧɢх ɭ ɰьомɭ ɪɿɜɧɹɧɧɿ ɞосɢɬь оɛɢɞɜɿ ɣоɝо 
ɱɚсɬɢɧɢ ɩоɞɿɥɢɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɿɸ    1 2y f x  , оɬɪɢмɚємо:  

 
 

 
 

1 2

2 1

f x y
dx dy

f x y




 . 

ɉɪɢɤɥаɞ 1. Ɋɨɡɜ’яɡаɬɢ ɪіɜɧяɧɧя     011 22 
dx

dy
xyyx . 

Ɋɨɡɜ’яɡаɧɧя. ɉɨɞɚɦɨ ɞɚɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ: 
    011 22  dyxydxyx  

ɉɨɞɿɥɢɜɲɢ ɨɛɢɞɜɿ ɱɚɫɬɢɧɢ ɰɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚ ɞɨɛɭɬɨɤ 
  22 11 yx  , ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɟɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ: 

0
11 22





 y

dyy

x

dxx
. 

ɉɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɿɧɬɟɝɪɭɸɱɢ ɣɨɝɨ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ: 

  



 122 11

c
y

dyy

x

dxx
, 
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    cyx ln
2

1
1ln

2

1
1ln

2

1 22  , ɞɟ 1ln
2

1
cc   

Ɂɜɿɞɫɢ     cyx  22 11 - ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɡɚɞɚɧɨɝɨ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 

Дɢɮɟɪɟɧɰɿаɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ  yxfy ,’  

ɧаɡɢɜаєɬьɫɹ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ, ɹɤɳо ɮɭɧɤɰɿɸ  ,f x y  моɠɧɚ ɩоɞɚɬɢ ɹɤ 

ɮɭɧɤɰɿɸ ɡɚɥɟɠɧɭ ɬɿɥьɤɢ ɜɿɞ ɜɿɞɧоɲɟɧɧɹ y

x
 , ɬоɛɬо  ,

y
f x y

x
    
 

. Ɉɞɧоɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɜоɞɹɬь ɞо ɪɿɜɧɹɧь ɡ 

ɜɿɞоɤɪɟмɥɸɜɚɧɢмɢ ɡмɿɧɧɢмɢ ɡ ɞоɩомоɝоɸ ɩɿɞсɬɚɧоɜɤɢ: y
t

x
 . 

Зɜɿɞɤɢ y xt , ɚ y t xt   , ɚɛо dy xdt t dx  . 

ɉɪɢɤɥаɞ 2. Ɋɨɡɜ’яɡаɬɢ ɪіɜɧяɧɧя ln
x

y x y y
y

  . 

Ɋɨɡɜ’яɡаɧɧя. ɋɩɨɱɚɬɤɭ ɩɟɪɟɤɨɧɚєɦɨɫɹ, ɳɨ ɞɚɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ є ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ:  














 

x

y

x

y

x

y
y

x

y

x

y

x

y
y

y

x
yyyx ln1'ln'ln' . 

Ɂɚɫɬɨɫɨɜɭɸɱɢ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɭ y
t

x
 , ɚɛɨ txy  , ɞɟ '' txty   

ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ:  

ttttxt ln'  , ɚɛɨ ln
dt

x t t
dx

 . 

Ⱦɨɦɧɨɠɢɦɨ ɨɛɢɞɜɿ ɱɚɫɬɢɧɢ ɧɚ 
ttx

xd

ln
:  

x

xd

tt

dt


ln
. 

Іɧɬɟɝɪɭєɦɨ ɨɬɪɢɦɚɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ:   x

xd

tt

td

ln
. Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ 

cxt lnlnlnln  . 

Ɂɜɿɞɫɢ  ln ln ln lnt c x t c x   . 
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ɉɨɬɟɧɰɿɸєɦɨ ɿ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ t :  
xc

et  , ɚɛɨ xc
e

x

y
 .  

Ɂɜɿɞɫɢ xc
exy  - ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 
Лɿɧɿɣɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿаɥьɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɞɭ: 
   xfyxpy ' , 

ɞɟ  xp  ɿ  xf - ɡɚɞɚɧɿ ɿ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɧɚ ɞɟɹɤомɭ ɩɪомɿɠɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
Ɏɭɧɤɰɿɹ  xy  ɿ ʀʀ ɩохɿɞɧɚ ɜхоɞɹɬь ɞо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɭ ɩɟɪɲомɭ сɬɟɩɟɧɿ, 
ɬоɛɬо ɥɿɧɿɣɧо. 

Ɉɞɧɢм ɿɡ мɟɬоɞɿɜ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ є мɟɬоɞ Ȼɟɪɧɭɥɥɿ, ɹɤɢɣ 
ɩоɥɹɝɚє ɜ ɬомɭ, ɳо ɪоɡɜ’ɹɡоɤ ɰьоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɲɭɤɚɸɬь ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɞо-
ɛɭɬɤɭ ɞɜох ɮɭɧɤɰɿɣ: 

      vuxvxuxy  , 

ɞɟ  xuu  ,  xvv   - ɧɟɜɿɞомɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɡмɿɧɧоʀ x . 

Зɧɚхоɞɹɱɢ ɩохɿɞɧɭ ''' vuvuy   ɿ ɩɿɞсɬɚɜɥɹɸɱɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ y ɿ 'y  

ɜ ɥɿɧɿɣɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɞɿсɬɚɧɟмо: 
   xfvuxpvuvu  '' , ɚɛо     xfvxpvuvu  '' . 

Коɪɢсɬɭɸɱɢсь ɞоɜɿɥьɧɿсɬɸ ɭ ɜɢɛоɪɿ ɮɭɧɤɰɿʀ  xv , ɞоɛɟɪɟмо ʀʀ 
ɬɚɤ, ɳоɛ 

  0'  vxpv . 

ȼ ɬɚɤомɭ ɪɚɡɿ  xfvu ' . Ɉɬɪɢмɚɥɢ ɞɜɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢх 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞоɤɪɟмɥɸɜɚɧɢмɢ ɡмɿɧɧɢмɢ. Ɋоɡɜ’ɹɡɚɜɲɢ ʀх, ɡɧɚɣɞɟмо 
ɮɭɧɤɰɿʀ  xv  ɬɚ  xu , ɚ ɡɚоɞɧо ɿ ɮɭɧɤɰɿɸ   vuxy  . 

ɉɪɢɤɥаɞ 3. Ɋɨɡɜ’яɡаɬɢ ɪіɜɧяɧɧя   x
exyxyx
 231' . 

Ɋɨɡɜ’яɡаɧɧя. Ɂɜɟɞɟɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɨ ɜɢɞɭ: 
x

exy
x

x
y




 3
1

' . 

Ɂ ɧɶɨɝɨ ɜɢɞɧɨ, ɳɨ  
x

x
xp

1
 , ɚ   x

exxf
 3 . ɇɟɯɚɣ vuy  , 

ɬɨɞɿ ''' vuvuy  . 
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ɉɿɞɫɬɚɜɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ yɬɚy’ ɜ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ: 
x

exvu
x

x
vuvu




 3
1

'' , ɚɛɨ x
exv

x

x
vuvu







 

 3
1

'' . 

Ⱦɨɛɟɪɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ v ɬɚɤ, ɳɨɛ 1
' 0

x
v v

x


  , ɬɨɞɿ x

exvu
 3' . 

ȼɿɞɨɤɪɟɦɥɸєɦɨ ɡɦɿɧɧɿ ɜ ɩɟɪɲɨɦɭ ɡ ɰɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɿ ɿɧɬɟɝɪɭєɦɨ ɣɨ-
ɝɨ: 

dx
xv

vd






 

1
1 ,   xxv lnln  ,   xxv  lnln , 

xxv ln ,   
x

exv
 ,   

x
e

x
v


1

. 

Ɍɭɬ ɩɪɢ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɿ ɫɬɚɥɚ 0c , ɨɫɤɿɥɶɤɢ ɮɭɧɤɰɿɹ  xv  

ɜɢɛɢɪɚєɬɶɫɹ ɞɨɜɿɥɶɧɨ. 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ  xu  ɡ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 3 x

u v xe
  :  

xx
exe

x
u

  3
1

' . 

Ɂɜɿɞɫɢ 23' xu  , ɚ ɮɭɧɤɰɿɹ   2 33u x x dx x c   . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ:   x
e

x
cxvuy


13

. 

Рɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɞɭ ( ) ( )n
y f x ɿɧɬɟɝɪɭєɬьсɹ ɜ ɤɜɚɞɪɚɬɭɪɚх ɿ ɣоɝо ɡɚ-

ɝɚɥьɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ ɡɧɚхоɞɹɬь ɲɥɹхом n -ɤɪɚɬɧоɝо ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɜɪɚ-
хоɜɭɸɱɢ ɳоɪɚɡɭ, ɳо ( ) ( 1)( )n n

y y
  , ɬоɛɬо 

   ( 1)
1 1

nn
y y dx C f x dx C

      ,  

ɞɟ 1C  - сɬɚɥɚ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ,  ɿ ɬ. ɞ. 
ɉɪɢɤɥаɞ 4. Ɋɨɡɜ'яɡаɬɢ ɪіɜɧяɧɧя siny x  . 

Ɋɨɡɜ'яɡаɧɧя. 1sin cosy y dx xdx x C       , 

1 1 2( cos ) siny y dx x C dx x C x C          , 
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21
1 2 2 3( sin ) cos

2

C
y y dx x C x C dx x x C x C          . 

Дɢɮɟɪɟɧɰɿаɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɹɤɟ ɧɟ ɦɿɫɬɢɬь ɹɜ-
ɧɨ ɮɭɧɤɰɿɸ y  ɜɢɞɭ ( , , ) 0F x y y    ɡɜоɞɢɬьсɹ ɞо ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧоɝо 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲоɝо ɩоɪɹɞɤɭ ɡɚ ɞоɩомоɝоɸ ɩɿɞсɬɚɧоɜɤɢ ( )y p p x   . 

Зɜɿɞсɢ y p  . 

ɉɿсɥɹ ɡɚмɿɧɢ оɬɪɢмɚємо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ( , , ) 0F x p p   . 

ɉɪɢɤɥаɞ 5. Ɋɨɡɜ'яɡаɬɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰіаɥьɧɟ ɪіɜɧяɧɧя xy y  . 

Ɋɨɡɜ'яɡаɧɧя. ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ y p  . Ɂɜɿɞɫɢ y p  . ɉɿɫɥɹ ɩɿɞɫɬɚɧɨ-
ɜɤɢ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡ ɜɿɞɨ-
ɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ: xp p  . 

Ɋɨɡɜ'ɹɠɟɦɨ ɣɨɝɨ: dp
x p

dx
 dp dx

p x
  . 

Іɧɬɟɝɪɭɸɱɢ ɨɫɬɚɧɧє ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 
dp dx

p x
  1ln ln lnp x C   1ln lnp C x  1p C x  . 

ɉɨɜɟɪɬɚɸɱɢɫɶ ɞɨ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 1y C x  . Ɂɜɿɞɫɢ 
21

1 2
2

C
y y dx C xdx x C     . 

Дɢɮɟɪɟɧɰɿаɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɹɤɟ ɧɟ ɦає ɹɜɧɨ ɧɟ-
ɡаɥɟɠɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ x ɜɢɞɭ ( , , ) 0F y y y    ɡɜоɞɢɬьсɹ ɞо ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚ-
ɥьɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲоɝо ɩоɪɹɞɤɭ ɡ ɞоɩомоɝоɸ ɩɿɞсɬɚɧоɜɤɢ 

( )
dy

y p p y
dx

    , ɬɭɬ p  є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɜɿɞ y . 

Ɍоɞɿ dp dy dp
y p

dy dx dy
    . 

ɉɿсɥɹ ɩɿɞсɬɚɧоɜɤɢ оɬɪɢмɚємо ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲоɝо 
ɩоɪɹɞɤɭ  

( , , ) 0
dp

F y p p
dy

 . 

ɉɪɢɤɥаɞ 6. Зɧаɣɬɢ ɡаɝаɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ'яɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰіаɥьɧɨɝɨ ɪі-
ɜɧяɧɧя 2( )yy y  . 
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Ɋɨɡɜ'яɡаɧɧя. Ɂɚɫɬɨɫɨɜɭєɦɨ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɭ y p  , 
dp

y p
dy

   ɿ 

ɨɬɪɢɦɭєɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2dp
y p p

dy
 2 0

dp
yp p

dy
   ( ) 0

dp
p y p

dy
  

0p  , ɚɛɨ 0y  . Ɂɜɿɞɫɢ y C . Ⱥɛɨ 0
dp

y p
dy

  . ɐɟ є ɞɢɮɟ-

ɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. 
dp

y p
dy


dp dy

p y
   1ln ln lnp y C  

1ln lnp C y  1p y C y   1

dy
C y

dx
  1

dy
C dx

y
  

1 2ln lny C x C   1

2

ln
y

C x
C

  1

2
C x

y C e   

Дɢɮɟɪɟɧɰɿаɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɞɭ 

0y p y q y    , 

ɞɟ ,p q  - ɞɿɣɫɧɿ ɱɢɫɥа є ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿаɥьɧɢɦ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɿ ɫɬаɥɢɦɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬаɦɢ. 

Шɜɟɣɰɚɪсьɤɢɣ мɚɬɟмɚɬɢɤ ȿɣɥɟɪ ɡɚɩɪоɩоɧɭɜɚɜ ɲɭɤɚɬɢ ɱɚсɬɢɧɧɿ 
ɪоɡɜ'ɹɡɤɢ ɰьоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

kx
y e , 

ɞɟ k  = сɬɚɥɚ (ɞɿɣсɧɚ ɱɢ ɤомɩɥɟɤсɧɚ), ɹɤɭ ɬɪɟɛɚ ɡɧɚɣɬɢ. 
ɉɿɞсɬɚɜɢɜɲɢ ɮɭɧɤɰɿɸ kx

y e  ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɞɿсɬɚɧɟмо 

2( ) 0k x
e k p k q   . 

Ɉсɤɿɥьɤɢ 0kx
e  , ɬо 

2 0k pk q   . 

Цɟ ɤɜɚɞɪɚɬɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ хɚɪɚɤɬɟɪɢсɬɢɱɧɢм ɪɿɜɧɹɧ-
ɧɹм. 

əɤɳо ɤоɪɟɧɿ хɚɪɚɤɬɟɪɢсɬɢɱɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɿɣсɧɿ ɿ ɪɿɡɧɿ: 1 2k k , 

ɬо ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

1 2

1 2
k x k x

y C e C e  . 

əɤɳо ɤоɪɟɧɿ хɚɪɚɤɬɟɪɢсɬɢɱɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɿɣсɧɿ ɿ ɪɿɜɧɿ: 
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1 2k k k  , ɬо ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

1 2
kx kx

y C e C e  . 

əɤɳо ɤоɪɟɧɿ хɚɪɚɤɬɟɪɢсɬɢɱɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤомɩɥɟɤсɧо-сɩɪɹɠɟɧɿ: 
1k i   , 2k i   , ɬо ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧоɝо 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

1 2( sin cos )x
y e C x C x

    . 

ɉɪɢɤɥаɞ 7. Зɧаɣɬɢ ɡаɝаɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ'яɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰіаɥьɧɨɝɨ ɪі-
ɜɧяɧɧя 4 29 0y y y    . 

Ɋɨɡɜ'яɡаɧɧя. ɋɤɥɚɞɟɦɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
2 4 29 0k k   . 

Ʉɨɪɟɧɹɦɢ ɰɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɛɭɞɭɬɶ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ-ɫɩɪɹɠɟɧɿ ɱɢɫɥɚ 

1,2

4 16 116 4 100
2 5

2 2
k i

   
    . 

Ɂɜɿɞɤɢ 2  , 5  , ɬɨɦɭ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ  
2

1 2( cos5 sin5 )x
y e C x C x   

Лɿɧɿɣɧɟ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿаɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ
( )y py qy f x    , ɞɟ ,p q  - ɡɚɞɚɧɿ ɞɿɣсɧɿ ɱɢсɥɚ, ( ) 0f x   - ɡɚɞɚɧɚ 

ɮɭɧɤɰɿɹ, ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɧɚ ɞɟɹɤомɭ ɩɪомɿɠɤɭ, мɚє ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ 
*y y y  , ɳо сɤɥɚɞɚєɬьсɹ ɿɡ сɭмɢ ɞɜох ɪоɡɜ'ɹɡɤɿɜ: y  - ɡɚɝɚɥьɧɢɣ 

ɪоɡɜ'ɹɡоɤ ɥɿɧɿɣɧоɝо оɞɧоɪɿɞɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ 0y py qy    , ɿ *y  - ɱɚ-
сɬɢɧɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ ɥɿɧɿɣɧоɝо ɧɟоɞɧоɪɿɞɧоɝо ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

( )y py qy f x    . 

əɤɳо ɩɪɚɜɚ ɱɚсɬɢɧɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
( )y py qy f x     мɚє сɩɟɰɿɚɥьɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ 

( ) ( ( )cos ( )sin )x
n mf x e P x x R x x

    , 

ɞɟ ( )nP x  - мɧоɝоɱɥɟɧ сɬɟɩɟɧɹ n , ( )mR x  - мɧоɝоɱɥɟɧ сɬɟɩɟɧɹ m ;   

ɬɚ   - ɞɿɣсɧɿ ɱɢсɥɚ, ɬо ɱɚсɬɢɧɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ ɰьоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɪɟɛɚ 
ɲɭɤɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

* ( ( )cos ( )sin )r x
s sy x e Q x x L x x

    , 

ɞɟ ( )sQ x  ɬɚ ( )sL x  - мɧоɝоɱɥɟɧɢ сɬɟɩɟɧɹ s  ɡ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢмɢ ɤоɟɮɿ-
ɰɿєɧɬɚмɢ; s  - ɧɚɣɜɢɳɢɣ сɬɟɩɿɧь мɧоɝоɱɥɟɧɿɜ ( )mR x  ɬɚ ( )nP x , 

ɬоɛɬо max( , )s n m ; r  - ɱɢсɥо ɤоɪɟɧɿɜ хɚɪɚɤɬɟɪɢсɬɢɱɧоɝо ɪɿɜɧɹɧ-
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ɧɹ, ɹɤɿ ɞоɪɿɜɧɸɸɬь i  . 

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɹɤɳо ( ) cos sinf x a x b x   , ɞɟ a , b  - ɜɿɞомɿ ɞɿɣс-
ɧɿ ɱɢсɥɚ, ɬо ɱɚсɬɢɧɧɢɣ ɪоɡɜ'ɹɡоɤ *y  ɬɪɟɛɚ ɲɭɤɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

* ( cos sin )r
y x A x B x   , 

ɞɟ A , B  - ɧɟɜɿɞомɿ ɤоɟɮɿɰɿєɧɬɢ; r  - ɱɢсɥо ɤɪɚɬɧосɬɿ ɤоɪɟɧɹ i  

хɚɪɚɤɬɟɪɢсɬɢɱɧоɝо ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 
ɉɪɢɤɥаɞ 8. Зɧаɣɬɢ ɡаɝаɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ'яɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰіаɥьɧɨɝɨ ɪі-

ɜɧяɧɧя 16 8cos4y y x   . 

Ɋɨɡɜ'яɡаɧɧя. ɋɩɨɱɚɬɤɭ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ 
ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 16 0y y   . ɏɚɪɚɤɬɟɪɢɫ-
ɬɢɱɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 2 16 0k   . Ʉɨɪɟɧɹɦɢ ɰɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ є 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ-ɫɩɪɹɠɟɧɿ ɱɢɫɥɚ 1,2 4k i  , ɬɨɦɭ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɨɞ-
ɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 16 0y y    ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  

1 2cos4 sin 4y c x c x  . 

ɉɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ( ) 8cos4 8cos4 0 sin4f x x x x     є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɜɢ-
ɞɭ cos sina x b x  , ɞɟ 8, 0, 4a b    . Ʉɪɿɦ ɬɨɝɨ, ɱɢɫɥɨ 

4i i   ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɡ ɨɞɧɢɦ ɿɡ ɤɨɪɟɧɿɜ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, 
ɬɨɦɭ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɲɭɤɚєɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

* ( cos4 sin4 )y x A x B x   

Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ ɩɨɯɿɞɧɿ  *y   ɬɚ  *y  , ɩɿɞɫɬɚɜɥɹєɦɨ ʀɯ ɜ ɞɚɧɟ ɪɿɜ-
ɧɹɧɧɹ, ɩɿɫɥɹ ɫɩɪɨɳɟɧɶ, ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ: 

( *) cos4 sin 4 ( 4 sin 4 4 cos4 )y A x B x x A x B x      , 

( *) 4 sin 4 4 cos4 ( 4 sin 4 4 cos4 )

( 16 cos4 16 sin 4 ) 8 sin 4 8 cos4

( 16 cos4 16 sin 4 ).

y A x B x A x B x

x A x B x A x B x

x A x B x

       
      
  

 

ɉɿɞɫɬɚɜɥɹɸɱɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɞɪɭɝɨʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɡɚɞɚɧɟ ɪɿɜ-
ɧɹɧɧɹ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɪɿɜɧɿɫɬɶ: 8 sin4 8 cos4 8cos4A x B x x    

ɉɪɢɪɿɜɧɸɸɱɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɩɪɢ sin4x  ɿ cos4x  ɜ ɥɿɜɿɣ ɿ ɩɪɚɜɿɣ ɱɚ-
ɫɬɢɧɿ ɰɿєʀ ɪɿɜɧɨɫɬɿ, ɨɬɪɢɦɭєɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧɶ 

8 0

8 8

A

B

 
 

, ɡɜɿɞɫɢ 0A , 1B . 
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Ɉɬɠɟ, * sin4y x x , ɚ 1 2* cos4 sin 4 sin 4y y y c x c x x x      - 

ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 
ɋɢсɬɟмɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢх ɪɿɜɧɹɧь ɩɟɪɲоɝо ɩоɪɹɞɤɭ ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ 

ɧоɪмɚɥьɧоɸ, ɹɤɳо ɜ ɥɿɜɿɣ ɱɚсɬɢɧɿ ɪɿɜɧɹɧь сɢсɬɟмɢ сɬоɹɬь ɩохɿɞɧɿ 
ɩɟɪɲоɝо ɩоɪɹɞɤɭ, ɚ ɩɪɚɜɿ ɱɚсɬɢɧɢ ɪɿɜɧɹɧь ɡоɜсɿм ɧɟ мɿсɬɹɬь 
ɩохɿɞɧɢх. 

З ɞоɩомоɝоɸ мɟɬоɞɭ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹ ɡмɿɧɧоʀ ɧоɪмɚɥьɧɭ сɢсɬɟмɭ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢх ɪɿɜɧɹɧь ɩɟɪɲоɝо ɩоɪɹɞɤɭ ɡɜоɞɹɬь ɞо ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭ-
ɝоɝо ɩоɪɹɞɤɭ ɡɿ сɬɚɥɢмɢ ɤоɟɮɿɰɿєɧɬɚмɢ. 

ɉɪоɿɥɸсɬɪɭємо мɟɬоɞ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹ ɡмɿɧɧɢх ɧɚ ɩɪɢɤɥɚɞɿ. 
ɉɪɢɤɥаɞ 9. Ɋɨɡɜ'яɡаɬɢ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪіɜɧяɧь. 

 
 

2 ,

4 6 .

x t x y

y t x y

  

  

 

Ɋɨɡɜ'яɡаɧɧя. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɸєɦɨ ɩɨ t ɩɟɪɲɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ: 
2x x y     

ȼ ɨɬɪɢɦɚɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɚɦɿɫɬɶ y  ɩɿɞɫɬɚɜɥɹєɦɨ 4 6x y :  

2 4 6x x x y     

Ɂ ɩɟɪɲɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ y : 2y x x   ɿ 
ɩɿɞɫɬɚɜɥɹєɦɨ ɜ ɨɫɬɚɧɧє ɪɿɜɧɹɧɧɹ  2 4 6 2x x x x x      . Ɂɜɟɞɟɦɨ 
ɩɨɞɿɛɧɿ ɱɥɟɧɢ ɿ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭ-
ɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɡɦɿɧɧɨʀ x : 

8 16 0x x x    . 

Ɋɨɡɜ'ɹɠɟɦɨ ɣɨɝɨ, ɫɤɥɚɜɲɢ ɩɨɩɟɪɟɞɧɶɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
2 8 16 0k k   , ɚɛɨ  2 1 24 0 4.k k k      

 Ɍɨɞɿ   4 4
1 2 .t t

x t c e c t e   

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ 2y x x  , ɬɨ ɩɿɞɫɬɚɜɥɹɸɱɢ ɜ ɨɫɬɚɧɧɸ ɪɿɜɧɿɫɬɶ ɡɚɦɿɫɬɶ 
x  ɿ x  ʀɯɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 

   4 4 4 4 4

1 2 1 2 22 2 4 4t t t t t
y x x c e c t e c e c e c t e         

4 4 4 4 4

1 2 1 2 22 2 4 4t t t t t
c e c t e c e c e c t e       

 4 4 4 4 4

1 2 2 1 2 22 2 2 2t t t t t
c e c e c t e c c e c t e        . 

Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿʀ  
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  4 4
1 2

t t
x t c e c t e  , 

    4 4
1 2 22 2t t

y t c c e c t e    . 

є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɨɦ ɡɚɞɚɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
əɤɛɢ ɞɥɹ ɞɚɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɛɭɥɢ ɛ ɡɚɞɚɧɿ 
ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ ɬɚɤɿ:  0 1x  ,  0 0y  , ɦɢ ɡɦɨɝɥɢ ɛ 
ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɫɬɚɥɿ 1C  ɿ 2C  ɬɚɤ, ɳɨɛ ɜɢɤɨɧɭɜɚɥɢɫɹ ɰɿ ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ: 

1 2

1 2

0 1

2 0 0

c c

c c

  
   

1

2

1

2

c

c


   

. 

Ɍɨɞɿ ɱɚɫɬɢɧɧɢɦ ɪɨɡɜ'ɹɡɤɨɦ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɛɭɞɭɬɶ ɬɚɤɿ ɮɭɧɤɰɿʀ: 
   4 4 42 1 2t t t

x t e t e t e    , 

  44 t
y t t e . 

 

Ⱦɟяɤі ɡаɫɬɨɫɭɜаɧɧя ɞɢɮɟɪɟɧɰіаɥьɧɢɯ ɪіɜɧяɧь 

 

ȼ ɩɪɢɪоɞɿ ɬɚ ɜ ɪɿɡɧɢх сɮɟɪɚх ɥɸɞсьɤоʀ ɞɿɹɥьɧосɬɿ ɜɿɞɛɭɜɚɸɬьсɹ 

ɪɿɡɧомɚɧɿɬɧɿ ɩɪоɰɟсɢ (ɮɿɡɢɱɧɿ, хɿмɿɱɧɿ, ɛɿоɥоɝɿɱɧɿ ɿ ɬ. ɞ.) ɬɚ ɹɜɢɳɚ. 
Ⱦосɥɿɞɧɢɤɿɜ ɱɢ ɿɧɠɟɧɟɪɿɜ ɰɿɤɚɜɥɹɬь ɩɟɜɧɿ ɮɭɧɤɰɿоɧɚɥьɧɿ хɚɪɚɤɬɟɪɢ-
сɬɢɤɢ ɰɢх ɩɪоɰɟсɿɜ, ɬоɛɬо ɡɚɥɟɠɧосɬɿ оɞɧɢх ɜɟɥɢɱɢɧ ɜɿɞ ɿɧɲɢх, 
ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ ɡɚɥɟɠɧɿсɬь ɬɟмɩɟɪɚɬɭɪɢ ɬɿɥɚ, ɹɤɟ охоɥоɞɠɭєɬьсɹ ɜɿɞ 
ɱɚсɭ. əɤɳо ɩоɜɧɚ ɿɧɮоɪмɚɰɿɹ ɩɪо хɿɞ ɰьоɝо ɩɪоɰɟсɭ є ɞосɬɚɬɧьоɸ, 
ɬо моɠɧɚ сɩɪоɛɭɜɚɬɢ ɩоɛɭɞɭɜɚɬɢ ɣоɝо мɚɬɟмɚɬɢɱɧɭ моɞɟɥь. ɍ 
ɛɚɝɚɬьох ɜɢɩɚɞɤɚх ɬɚɤоɸ моɞɟɥɥɸ ɛɭɞɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, 
оɞɧɢм ɿɡ ɪоɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɹɤоɝо є ɲɭɤɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿоɧɚɥьɧɚ ɡɚɥɟɠɧɿсɬь. 

Ɍɚɤɢм ɱɢɧом, ɧɚ ɩɟɪɲомɭ ɟɬɚɩɿ ɪоɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ ɡ ɩɪɚɤɬɢɱ-
ɧɢм ɡмɿсɬом ɬɪɟɛɚ ɜмɿɬɢ сɤɥɚсɬɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɥɹ 
ɲɭɤɚɧоʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. Коɠɧɚ ɡɚɞɚɱɚ ɩоɬɪɟɛɭє ɿɧɞɢɜɿɞɭɚɥьɧоɝо ɩɿɞхоɞɭ, 
ɹɤɢɣ ґɪɭɧɬɭєɬьсɹ ɧɚ ɡɧɚɧɧɿ ɜɿɞɩоɜɿɞɧɢх ɡɚɤоɧɿɜ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɭ 

мɟхɚɧɿɰɿ ɰɟ моɠɭɬь ɛɭɬɢ ɡɚɤоɧɢ ɇьɸɬоɧɚ, ɚɛо ɡɚɤоɧɢ Ɉмɚ ɿ ɬ. ɞ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɤɿɥɶɤɚ ɤɨɧɤɪɟɬɧɢɯ ɩɪɢɤɥɚɞɿɜ(ɞɢɜ. Д11], ɫ. 446-449). 

ɉɪɢɤɥаɞ 10.(ɉɪɨ ɜɢɬіɤаɧɧя ɪіɞɢɧɢ ɡ ɰɢɥіɧɞɪа). ɐɢɥɿɧɞɪɢɱɧɢɣ 
ɪɟɡɟɪɜɭɚɪ, ɭ ɞɧɿ ɹɤɨɝɨ є ɨɬɜɿɪ, ɡɚɩɨɜɧɟɧɢɣ ɪɿɞɢɧɨɸ. Ɂɧɚɣɬɢ 
ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ  ɪɿɜɧɹ h   ɪɿɞɢɧɢ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɜɿɞ ɱɚɫɭ t , ɚ ɬɚɤɨɠ ɡɧɚɣɬɢ 
ɱɚɫ 0t , ɡɚ ɹɤɢɣ ɪɿɞɢɧɚ ɜɢɬɟɱɟ ɡ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɭ, ɹɤɳɨ ɜɢɫɨɬɚ ɫɬɨɜɩɚ 
ɪɿɞɢɧɢ ɞɨɪɿɜɧɸє H , ɪɚɞɿɭɫ ɰɢɥɿɧɞɪɚ – R , ɩɥɨɳɚ ɨɬɜɨɪɭ – S . 
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Зɚ ɡɚɤоɧом Ɍоɪɪɿɱɟɥɥɿ ɜɿɞомо, ɳо ɲɜɢɞɤɿсɬь v ɜɢɬɿɤɚɧɧɹ ɪɿɞɢɧɢ ɜ 
ɬоɣ момɟɧɬ, ɤоɥɢ ɜɢсоɬɚ ʀʀ ɪɿɜɧɹ ɞоɪɿɜɧɸє h ɜɢɡɧɚɱɚєɬьсɹ ɡɚ ɮоɪ-
мɭɥоɸ: 

hgkv 2 , 

ɞɟ h – ɜɢсоɬɚ сɬоɜɩɚ, 29,81g m c  - ɩɪɢсɤоɪɟɧɧɹ ɜɿɥьɧоɝо ɩɚɞɿɧɧɹ , 
k – ɤоɟɮɿɰɿєɧɬ ɲɜɢɞɤосɬɿ ɜɢɬɿɤɚɧɧɹ ɪɿɞɢɧɢ ɱɟɪɟɡ оɬɜɿɪ. Ⱦɥɹ 
ɜоɞɢk=0,62, ɞɥɹ ɤɟɪосɢɧɭ k=0,6. 

ɇɟɯɚɣ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɱɚɫɭ t ɜɢɫɨɬɚ ɪɿɞɢɧɢ ɞɨɪɿɜɧɸɜɚɥɚ h ɿ ɡɚ ɱɚɫ dt   

ɡɦɟɧɲɢɥɚɫɶ ɧɚ dh . 

ȼɜɚɠɚɸɱɢ, ɳɨ ɩɪɨɬɹɝɨɦ ɱɚɫɭ dt  ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɜɢɬɿɤɚɧɧɹ ɛɭɥɚ ɫɬɚ-
ɥɨɸ ɿ ɞɨɪɿɜɧɸɜɚɥɚ ghk 2 , ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɨɛ’єɦ dV   ɪɿɞɢɧɢ ɹɤɚ ɜɢɬɿɤɚє 

ɡɚ ɱɚɫ dt :  

2d V Sv dt S k g h dt  .  

Ɂ ɿɧɲɨɝɨ ɛɨɤɭ, ɪɿɜɟɧɶ ɪɿ-
ɞɢɧɢ ɩɨɧɢɡɢɜɫɹ ɧɚ dh , ɬɨɦɭ 

dhRdV
2 (ɞɢɜ. ɪɢɫ. 1). 

ɉɪɢɪɿɜɧɸɸɱɢ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿ 
ɨɛ’єɦɢ, ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ ɞɢɮɟɪɟɧ-

ɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ: 
dhRdthgkS

22  , 

ɡɜɿɞɤɢ 
h

dh

gkS

R
dt

2

2
 . 

Іɧɬɟɝɪɭɸɱɢ ɞɚɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿ-
ɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɦɚєɦɨ:                        

ch
gkS

R
t 

2

2 2
. 

Ɋɢɫ.1. 

Ɂ ɭɦɨɜɢ   Hh 0 ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɫɬɚɥɭ c :
22

2

R
c H

S k g


 , ɬɨɦɭ 
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 hH
gkS

R
t 

2

2 2
. 

ɐɹ ɮɨɪɦɭɥɚ ɜɢɪɚɠɚє ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɱɚɫɭ t ɜɢɬɿɤɚɧɧɹ ɪɿɞɢɧɢ ɡ ɪɟɡɟɪɜɭɚ-
ɪɭ ɱɟɪɟɡ ɨɬɜɿɪ ɭ ɞɧɿ ɜɿɞ ɪɿɜɧɹ h  ɪɿɞɢɧɢ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ. 

ɑɚɫ 0t , ɡɚ ɹɤɢɣ ɜɢɬɿɤɚє ɜɫɹ ɪɿɞɢɧɚ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɡ ɭɦɨɜɢ 0h : 

2 2

0

2 2

2

R R H
t H

k S gS k g

 
  . 

Ɂɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɪɿɜɧɹ h ɪɿɞɢɧɢ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɜɿɞ ɱɚɫɭ t   ɡɧɚɯɨɞɹɬɶ ɡ 
ɮɨɪɦɭɥɢ: 

2

2

2

2

S k g
h H t

R

 
   
 

. 

ɉɪɢɤɥаɞ 11.(ɉɪɨ ɨɯɨɥɨɞɠɟɧɧя ɬіɥа). ɇɚɝɪɿɬɟ ɞɨ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ 
0T ɬɿɥɨ ɩɨɦɿɫɬɢɥɢ ɜ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɟ, ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɹɤɨɝɨ ɫɬɚɥɚ ɿ ɞɨɪɿɜɧɸє 

1T , ɩɪɢɱɨɦɭ 01 TT  . Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ ɬɿɥɚ ɜɿɞ ɱɚɫɭ t . 

Зɝɿɞɧо ɿɡ ɡɚɤоɧом ɇьɸɬоɧɚ, ɲɜɢɞɤɿсɬь охоɥоɞɠɟɧɧɹ ɬɿɥɚ 
ɩɪоɩоɪɰɿɣɧɚ ɪɿɡɧɢɰɿ мɿɠ ɬɟмɩɟɪɚɬɭɪоɸ ɬɿɥɚ ɿ ɬɟмɩɟɪɚɬɭɪоɸ ɧɚɜ-
ɤоɥɢɲɧьоɝо сɟɪɟɞоɜɢɳɚ. 

ȼ ɦɨɦɟɧɬ ɱɚɫɭ 0t ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɬɿɥɚ ɞɨɪɿɜɧɸє   00 TT  , ɚ ɜ 
ɛɭɞɶ-ɹɤɢɣ ɦɨɦɟɧɬ ɱɚɫɭ 0t  ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ T ɬɿɥɚ ɞɨɪɿɜɧɸє )(tT . Ɂɚ 

ɭɦɨɜɨɸ ɡɚɞɚɱɿ ɦɚєɦɨ, ɳɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ 
dt

dT
 ɡɦɿɧɢ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ ɬɿɥɚ: 

 1TTk
dt

dT
 , 

ɞɟ 0k  - ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɨɫɬɿ. Ɂɧɚɤ ɦɿɧɭɫ ɜɤɚɡɭє ɧɚ ɡɦɟɧ-
ɲɟɧɧɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ. ȼɿɞɨɤɪɟɦɥɸєɦɨ ɡɦɿɧɧɿ ɬɚ ɿɧɬɟɝɪɭєɦɨ: 

  


cdtk
TT

dT
ln

1

,  tkcTT  lnln 1 , 

 tk
c

TT


 1ln ,  tk
ecTT
 1  tk

ecTT
 1 . 

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɩɪɢ 0t ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ T ɬɿɥɚ ɞɨɪɿɜɧɸє 0T , ɬɨ ɿɡ ɰɿєʀ 
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ɭɦɨɜɢ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɬɚɥɨʀ c : 

cTT  10  10 TTc  . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ Ɍ ɬɿɥɚ ɜɿɞ ɱɚɫɭ t 

ɜɢɪɚɠɚєɬɶɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 
  tk

eTTTT
 101 . 

ɉɪɢɤɥаɞ 12.(ɉɪɨ ɪɨɡɱɢɧ ɫɨɥі). ɍ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ a   

ɥɿɬɪɿɜ ɜɨɞɧɨɝɨ ɪɨɡɱɢɧɭ ɫɨɥɿ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɜ ɪɨɡɱɢɧɿ ɦɿɫɬɢɬɶɫɹ b ɤɝ ɫɨɥɿ. 
Ɂ ɞɟɹɤɨɝɨ ɦɨɦɟɧɬɭ ɱɚɫɭ ɩɨɱɢɧɚє ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨ ɩɨɞɚɜɚɬɢɫɹ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪ 
m  ɥɿɬɪɿɜ ɡɚ ɫɟɤɭɧɞɭ ɱɢɫɬɨʀ ɜɨɞɢ ɿ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɜɢɬɿɤɚє ɡ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɭ 
ɳɨɫɟɤɭɧɞɢ n  ɥɿɬɪɿɜ ɪɨɡɱɢɧɭ ( m n ). ɉɪɢ ɰɶɨɦɭ ɪɿɞɢɧɚ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨ 
ɩɟɪɟɦɿɲɭєɬɶɫɹ. əɤ ɡɦɿɧɸєɬɶɫɹ ɡ ɱɚɫɨɦ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɫɨɥɿ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ? 

Коɧɰɟɧɬɪɚɰɿєɸ с ɞɚɧоʀ ɪɟɱоɜɢɧɢ ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ʀʀ ɤɿɥьɤɿсɬь, ɹɤɚ 
мɿсɬɢɬьсɹ ɜ оɞɢɧɢɰɿ оɛ’ємɭ. əɤɳо ɤоɧɰɟɧɬɪɚɰɿɹ ɪɿɜɧомɿɪɧɚ, ɬо 
ɤɿɥьɤɿсɬь ɪɟɱоɜɢɧɢ ɜ оɛ’ємɿ V ɞоɪɿɜɧɸє cV. 

ɇɟɯɚɣ  txx  - ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɫɨɥɿ, ɹɤɚ ɡɚɥɢɲɢɥɚɫɹ ɜ ɪɨɡɱɢɧɿ ɩɿɫɥɹ 
ɬɨɝɨ, ɹɤ ɪɨɡɩɨɱɚɜɫɹ ɩɪɨɰɟɫ ɡɦɿɧɢ ʀʀ ɤɨɧɰɟɧɬɪɚɰɿʀ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ, ɬɨɛɬɨ 
ɱɟɪɟɡ t ɫɟɤɭɧɞ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɩɪɨɰɟɫɭ. Ʉɿɥɶɤɿɫɬɶ ɫɭɦɿɲɿ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ 
ɛɭɞɟ  tnmatntma  , ɬɨɦɭ ɤɨɧɰɟɧɬɪɚɰɿɹ: 

 tnma

x
c


 . 

Ɂɚ ɱɚɫ dt ɡ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɭ ɜɢɬɿɤɚє dtn ɥɿɬɪɿɜ ɪɨɡɱɢɧɭ, ɹɤɢɣ ɦɿɫɬɢɬɶ 
cndt ɤɝ ɫɨɥɿ. Ɍɨɦɭ ɜɟɥɢɱɢɧɚ dx  ɤɿɥɶɤɨɫɬɿ ɫɨɥɿ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ 

ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɪɿɜɧɹɧɧɹ dtncdx  , ɚɛɨ   tnma

dtnx
dx


 . 

Ɂɧɚɤ ɦɿɧɭɫ ɜɤɚɡɭє ɧɚ ɡɦɟɧɲɟɧɧɹ ɤɿɥɶɤɨɫɬɿ ɫɨɥɿ ɜ ɪɨɡɱɢɧɿ ɡ ɱɚɫɨɦ. 
ȼɿɞɨɤɪɟɦɥɸɸɱɢ ɡɦɿɧɧɿ ɬɚ ɿɧɬɟɝɪɭɸɱɢ, ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ: 

 tnma

dtn

x

dx


   

 tnma

dtnm

nm

n

x

dx







 

  
  1ln c

tnma

tnmad

nm

n

x

dx






    

   1lnlnln ctnma
nm

n
x 


  
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
   nm

n

tnma

c
x


 1lnln   

   nm

n

tnma

c
tx


 1

. 

ɋɬɚɥɭ 1c  ɜɢɡɧɚɱɢɦɨ ɡ ɭɦɨɜɢ   bx 0 : 

nm

n

a

c
b



 1  nm

n

abc 1 . 

Ɉɬɠɟ, ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɫɨɥɿ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɡɦɿɧɸєɬɶɫɹ ɡɚ ɡɚɤɨɧɨɦ: 

   

n

m na
x t b

a m n t

 
     

. 

ɉɪɢɤɥаɞ 13.(ɉɪɨ ɲɜɢɞɤіɫɬь ɱɨɜɧа). Ɇɨɬɨɪɧɢɣ ɱɨɜɟɧ ɭ ɫɩɨ-

ɤɿɣɧɿɣ ɜɨɞɿ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɡ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ 0 20v êì ãî ä . ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɱɨɜɧɚ ɱɟɪɟɡ 20 ɯɜɢɥɢɧ ɩɿɫɥɹ ɡɭɩɢɧɤɢ ɞɜɢɝɭɧɚ, ɹɤɳɨ ɡɚ 40 
ɫɟɤɭɧɞ ɜɨɧɚ ɡɦɟɧɲɢɥɚɫɹ ɞɨ ɜɟɥɢɱɢɧɢ 1 8v êì ãî ä . Ɉɩɿɪ ɜɨɞɢ 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɢɣ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɪɭɯɭ ɱɨɜɧɚ. 

     ɇɟɯɚɣ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɱɨɜɧɚ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɱɚɫɭ t  ɞɨɪɿɜɧɸє v . ɋɢɥɚ 
ɨɩɨɪɭ ɜɨɞɢ, ɳɨ ɞɿє ɧɚ ɱɨɜɟɧ vkF  . 

Зɚ ɞɪɭɝɢм ɡɚɤоɧом ɇьɸɬоɧɚ, 
dt

dv
mamF  , ɬомɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɪɭхɭ ɱоɜɧɚ мɚɬɢмɟ ɜɢɝɥɹɞ: vk
dt

dv
m  , ɚɛо v

m

k

dt

dv
 . 

Ɉɬɪɢɦɚɥɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ 
ɡɦɿɧɧɢɦɢ, ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɹɤɨɝɨ ɛɭɞɟ ɬɚɤɢɦ: 

dt
m

k

v

dv
 ,    dt

m

k

v

dv
,  ct

m

k
v lnln  ,   

 t
m

k

c

v
ln   

k
t

mv t c e


 . 

ɋɬɚɥɭ c   ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɡ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨʀ ɭɦɨɜɢ: 0 20v êì ãî ä  ɩɪɢ 0t  : 

0

20

k

mc e
 

 ,  20c . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɦɨɬɨɪɧɨɝɨ ɱɨɜɧɚ ɩɿɫɥɹ ɡɭɩɢɧɤɢ ɞɜɢɝɭɧɚ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



18 

 

ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ  ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 

  t
m

k

etv


 20 . 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɬɚɥɨʀ m

k

e


. Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɫɤɨɪɢɫɬɚєɦɨɫɹ ɬɢɦ, ɳɨ 

ɡɚ ɱɚɫ 1
40

90
t c ãî ä   ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɱɨɜɧɚ ɫɬɚɥɚ ɪɿɜɧɨɸ 

1 8v v êì ãî ä  : 90

1

208


 m

k

e , 
90

2

5

k

me
    

 
. 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɱɨɜɧɚ ɱɟɪɟɡ .
30

1
2 ɝоɞхɜt  ɩɿɫɥɹ ɡɭɩɢɧ-

ɤɢ ɞɜɢɝɭɧɚ: 
1

90 3301 2 2 160 32
20 20 1,28

30 5 5 125 25
v êì ãî ä

                       
. 

ɉɪɢɤɥаɞ14.(Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧа ɡаɞаɱа) Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɿ, ɜ ɹɤɢɯ ɜɿɞɪɿɡɨɤ 
ɞɨɬɢɱɧɨʀ, ɳɨ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɦɿɠ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɦɢ ɨɫɹɦɢ, ɜ ɬɨɱɰɿ  ɞɨɬɢ-
ɤɭ ɩɨɞɿɥɹєɬɶɫɹ ɧɚɜɩɿɥ. 

□     ɇɟɯɚɣ ɲɭɤɚɧɚ ɤɪɢɜɚ : ( )L y f x ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ, ɹɤ ɩɨɤɚɡɚɧɨ ɧɚ 
ɪɢɫ. 2. ȼɿɡɶɦɟɦɨ ɧɚ ɤɪɢɜɿɣ ɞɨɜɿɥɶɧɭ ɬɨɱɤɭ ( , )M x y ɿ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɩɪɨ-
ɜɟɞɟɦɨ ɞɨɬɢɱɧɭ AB . ( , )X Y  - ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɞɨ ɰɿєʀ 
ɤɪɢɜɨʀ. Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɨɬɢɱɧɨʀ, ɩɪɨɜɟɞɟɧɨʀ ɞɨ ɰɿєʀ ɤɪɢɜɨʀ ɜ 
ɬɨɱɰɿ M : ( )Y y y X x   . 
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Ɋɢɫ. 2 

 

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɡɚ ɭɦɨɜɨɸ AM MB , ɬɨ ɿ OC CB , ɡɜɿɞɤɢ 2OB OC , 

ɬɨɛɬɨ ɚɛɫɰɢɫɚ X  ɬɨɱɤɢ B ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɞɜɨєɧɿɣ ɚɛɫɰɢɫɿ x  ɬɨɱɤɢ C : 

2X x . ɍ ɬɨɱɰɿ B  ɞɨɬɢɱɧɚ ɩɟɪɟɬɢɧɚє ɜɿɫɿ O x , ɬɨɦɭ ɡ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɩɪɢ 0Y   ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɚɛɫɰɢɫɭ X  ɬɨɱɤɢ B : 

( )y y X x   ,  y
X x

y


 


,  y

X x
y

 

. 

ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɪɿɜɧɿɫɬɶ 2X x , ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ:
y

x
y

 


. 

ȼɿɞɨɤɪɟɦɥɸєɦɨ ɡɦɿɧɧɿ, ɿɧɬɟɝɪɭєɦɨ ɰɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɚ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɚ-
ɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ: 

y dx
x

dy
  , dx dy

x y
  , dx dy

x y
   ,  

 ln ln lnx y C   ,  ln ln
C

y
x

  C
y

x
 . 

Ɉɬɠɟ, ɲɭɤɚɧɢɦɢ ɤɪɢɜɢɦɢ є ɫɿɦ’ɹ ɝɿɩɟɪɛɨɥ, ɳɨ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɨɞ-
ɧɨɝɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ C . 

Ɉɬɪɢɦɚɬɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɰɿєʀ ɡɚɞɚɱɿ ɦɨɠɧɚ ɳɟ ɣ ɡ ɬɚ-
ɤɢɯ ɦɿɪɤɭɜɚɧɶ: ɡɝɿɞɧɨ ɡ ɭɦɨɜɢ ɡɚɞɚɱɿ, ɜɿɞɪɿɡɨɤ CB x . Ɍɨɦɭ ɡ ɩɪɹ-
ɦɨɤɭɬɧɨɝɨ ɬɪɢɤɭɬɧɢɤɚ MBC  ɦɚєɦɨ  

 180
y

tg tg tg
x

       . 
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ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɬɟ, ɳɨ tg y  , ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɞɚɧɨʀ ɡɚɞɚɱɿ: y
y

x
   . 

ɓɨɛ ɞɿɫɬɚɬɢ ɨɤɪɟɦɭ ɝɿɩɟɪɛɨɥɭ, ɬɪɟɛɚ ɡɚɞɚɬɢ ɩɨɱɚɬɤɨɜɭ ɭɦɨɜɭ. Ɂɚ  
ɩɨɱɚɬɤɨɜɭ ɭɦɨɜɭ, ɜ ɞɚɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ, ɜɿɡɶɦɟɦɨ ɬɨɱɤɭ  0 0,x y , ɱɟɪɟɡ 
ɹɤɭ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɲɭɤɚɧɚ ɤɪɢɜɚ. əɤɳɨ ɜ ɭɦɨɜɿ ɡɚɞɚɱɿ ɞɨɞɚɬɢ, ɳɨ ɤɪɢɜɚ 
ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1,4 , ɬɨ, ɩɿɞɫɬɚɜɢɜɲɢ ɜ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ, ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ 4C  . Ɉɬɠɟ, ɝɿɩɟɪɛɨɥɚ 

4
y

x
  

ɿ є ɬɨɸ ɤɪɢɜɨɸ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1,4 .           

 

 

ȼаɪіаɧɬ 1 

 
Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
1. 

2 24 3 3 2xdx y dy x y dy x y dx   . 

2.  2 2 2 2
x y x y y x y   ,                 21 y .       

3.
2

2
4 2

y y
y

xx
    .                  4.  24 4x y x y   .      

5.
3

x y y x   ,                                   01 y .   

6. sin
y

x y y x
x


   .    

7.
3 1 0,y y     ,11 y   01' y . 

8. 4 29 0y y y    .   

9. 8 15 0y y y    ,         0 0y  ,             0 4y   . 

10. 7 3y y x    ,           0 6y  ,             0 0y  . 

11.  
22 x

y y y e
    . 

12.
22 8 16 2y y y x     ,               ,00 y   50' y . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
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13.














yx
dt

dy

y
dt

dx

2

,

 .14.
 
 

2 , 0 1,

3 6 , 0 1

x x y x

y x y y

   

    

. 

15.  ɒɜɢɞɤɿɫɬɶ ɨɯɨɥɨɞɠɟɧɧɹ ɞɜɢɝɭɧɚ ɜ ɩɨɜɿɬɪɿ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɚ 
ɪɿɡɧɢɰɿ ɦɿɠ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɨɸ ɞɜɢɝɭɧɚ ɬɚ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɨɸ ɩɨɜɿɬɪɹ. Ɍɟɦ-
ɩɟɪɚɬɭɪɚ ɩɨɜɿɬɪɹ 20 C

 . Ⱦɜɢɝɭɧ ɩɪɨɬɹɝɨɦ 20 ɯɜ. ɨɯɨɥɨɞɠɭєɬɶɫɹ ɜɿɞ 
C

100  ɞɨ C
60 . Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ ɞɜɢɝɭɧɚ ɜɿɞ ɱɚɫɭ. 

ɑɟɪɟɡ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɞɜɢɝɭɧɚ ɡɧɢɡɢɬɶɫɹ ɞɨ C
30 ? (ɞɢɜ. Д4],  

ɫ. 149, ɡɚɞɚɱɚ 35). 
16. ɋɤɥɚɫɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɥɿɧɿʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;0A  ɿ 

ɦɚє ɞɨɬɢɱɧɭ, ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɹɤɨʀ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɞɨɪɿɜɧɸє 2. 
(ɞɢɜ.[6], ɫ. 381, ɡɚɞɚɱɚ 60). 

ȼаɪіаɧɬ 2 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 21 1 0x y y y x    . 

2. 1 )x x
e y e y  ,   0 4y  . 

3.  ln lnx y y y x   .4.
3

1

cos
y y tgx

x
   .       

5.
2

x x y y  ,  1 0y  . 

6. lnx x y y  . 

7.  22 1y y y   ,                      0 1y  ,          0 1y  . 

8. 4 40 0y y y    .  

9. 4 4 0y y y    ,                          0 2y  ,              0 1y   . 

10. 16 32y y x    ,  0 0,y     1
0

16
y  . 

11. 4 8 siny y x x   . 

12. 2 4 x
y y y e    ,  0 1y  ,         0 1y  .           

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ:  
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13.














.

,

2
tx

dt

dy

y
dt

dx

14.
2 ,

3 2 ,

x x y

y x y

  
   

(0) 2,

(0) 4.

x

y




 

15. Ɂɚ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɜɨɞɚ ɜɢɬɟɱɟ ɱɟɪɟɡ ɨɬɜɿɪ ɩɥɨɳɟɸ 0,5 ɫɦ 2
 ɧɚ ɞɧɿ 

ɤɨɧɿɱɧɨʀ ɥɿɧɿɣɤɢ ɜɢɫɨɬɨɸ 10 ɫɦ ɡ ɤɭɬɨɦ ɩɪɢ ɜɟɪɲɢɧɿ  = 60
0
? 

(ɞɢɜ. Д4],  ɫ. 149, ɡɚɞɚɱɚ 35). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  0;3A , 

ɹɤɳɨ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ, ɩɪɨɜɟɞɟɧɨʀ ɭ ɛɭɞɶ-ɹɤɨʀ ɿʀ ɬɨɱɰɿ 
ɦɟɧɲɢɣ ɡɚ ɨɪɞɢɧɚɬɭ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ ɧɚ 2 ɨɞɢɧɢɰɿ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟ-
ɧɭ ɤɪɢɜɭ. 

 

ȼаɪіаɧɬ 3 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 24 y dx ydy x ydy   . 

2.  2 1y y ctgx   ,   
1

2 2
y
   
 

.                       

3.
x y

y
x y

 


.                                4.
y

y x
x

   . 

5. cos 0,5sin 2y y x x   ,  0 0y  . 

6.  22 1x y y y    . 

7.  22 y y y  ,                                0 4y  ,     0 2y  . 

8. 6 34 0y y y    . 

9. 6 9 0,y y y       0 1,y   0 5y  . 

10. 5 14 14 ,y y y x       0 1,y   0 1y  . 

11. 4 x
y y e   . 

12. 4 3cosy y x   ,  0 1y  ,        0 2y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ:  
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13.

2 ,

.

dx
x y

dt

dy
x

dt

  

 


14.
4 2 ,

.

x x y

y x y

  
    

 
 
0 3,

0 2.

x

y

 


 

15.  ɑɚɧ ɰɢɥɿɧɞɪɢɱɧɨʀ ɮɨɪɦɢ ɡ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨɸ ɜɿɫɫɸ ɡɚɜɜɢɲɤɢ 6 ɫɦ 
ɿ ɞɿɚɦɟɬɪɨɦ 4 ɫɦ ɦɚє ɨɬɜɿɪ ɜ ɞɧɿ ɪɚɞɿɭɫɚ 1/12  ɦ. Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ 
ɪɿɜɧɹ ɜɨɞɢ ɜɿɞ ɱɚɫɭ t (ɞɢɜ. [5], ɫ. 43, ɡɚɞɚɱɚ 1.46). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  2; 4A   ɭ 
ɹɤɨʀ ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɳɨ ɜɿɞɬɢɧɚє ɞɨɬɢɱɧɚ ɧɚ ɨɫɿ O y  ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ 
ɞɨɪɿɜɧɸє ɤɭɛɭ ɚɛɫɰɢɫɢ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ. 

 

ȼаɪіаɧɬ 4 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
23 ln ln 0y

y x dx xe dy
   . 

2.  2 1 2y x x y   ,                           1 4y  . 

3.
y y

y tg
x x

   .                           4.

x
y e

y
x x



   . 

5. cos sin 2y x y x x   ,                  0 0y   

6. ln
y

x y y
x

    
 

. 

7.
3 1y y  .                                       0 1y  ,       0 0y  .  

8. 8 25 0y y y    . 

9. 7 0y y   ,   0 3y  .  0 7y   

10. 8 15 30 1,y y y x       0 4,y    0 9y   

11.   25 6 10 1 x
y y y x e

     . 

12. 2 2 1y y x    ,                     0 1y  ,        0 1y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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13.














.2

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

14.
,

3 .

x x y

y x y

  
   

 
 
0 3,

0 1.

x

y



 
 

15.  ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɲɥɹɯ S, ɩɪɨɣɞɟɧɢɣ ɬɿɥɨɦ ɡɚ ɱɚɫ t , ɹɤɳɨ ɣɨɝɨ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɚ ɩɪɨɣɞɟɧɨɦɭ ɲɥɹɯɭ, ɿ ɹɤɳɨ ɬɿɥɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ 
100ɦ ɡɚ 10ɫ, ɚ 200ɦ ɡɚ 15 ɫ (ɞɢɜ. [6], ɫ. 382, ɡɚɞɚɱɚ 67). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  2;4A , 

ɹɤɳɨ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɤɪɢɜɨʀ ɭ ɞɜɚ 
ɪɚɡɢ ɦɟɧɲɢɣ ɡɚ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɩɪɹɦɨʀ, ɳɨ ɡ`єɞɧɭє ɰɸ ɬɨɱɤɭ ɡ 
ɩɨɱɚɬɤɨɦ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ. 

 

ȼаɪіаɧɬ 5 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.  2 21 1x y y x x y    .  

2. sin cosy x y x  ,  1
2

y
   
 

. 

3.
2 2

x y x y y    .4.
2 lnx y y x y x   . 

5.
2 2

2

y
y x x

x
   


,  1 1,5y   . 

6.  2
1y y   . 

7.
2 0x y y x    ,                         1 4 3y  ,      1 3y  . 

8. 4 8 0y y y    . 

9. 2 0,y y y       0 3,y    0 7y  . 

10. 9 20 20 29,y y y x      0 0,y    0 8y  . 

11.  2 4 sin cosx
y y e x x    . 

12.
26 6 4 3y y y x x      ,        0 3y  ,     0 5y  . 
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 Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ:  

13.














.2

,23

yx
dt

dy

yx
dt

dx

14.
3 8 ,

3 .

x x y

y x y

  
    

 
 
0 6,

0 2.

x

y



 
 

15. ɐɟɝɥɹɧɚ ɫɬɿɧɚ ( k = 0,0015) ɦɚє 30ɫɦ ɬɨɜɳɢɧɢ. Ɂɧɚɣɬɢ 
ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ ɫɬɿɧɢ ɜɿɞ ɜɿɞɞɚɥɿ ɬɨɱɤɢ ɞɨ ɡɨɜɧɿɲɧɶɨɝɨ ɤɪɚɸ 
ɫɬɿɧɢ, ɹɤɳɨ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɧɚ ɜɧɭɬɪɿɲɧɶɨɦɭ ɛɨɰɿ ɞɨɪɿɜɧɸє 20

0 ɋ, ɚ ɧɚ 
ɡɨɜɧɿɲɧɶɨɦɭ ɛɨɰɿ - 0 0 ɋ (ɞɢɜ. [7], ɫ. 31, ɡɚɞɚɱɚ 111). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1; 1A  , 

ɹɤɳɨ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɤɪɢɜɨʀ 
ɞɨɪɿɜɧɸє ɤɜɚɞɪɚɬɭ ɨɪɞɢɧɚɬɢ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ 
ɤɪɢɜɭ. 
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ȼаɪіаɧɬ 6 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 23 2 0x y dx y x dy    . 

2.     ,11 22
dxydyxyx   2 2y  . 

3. ;' x

y

exyyx  4.
3

'
y

y x
x

  . 

5.  ,1
1

1
' 


 xey

x
y

x  0 1y  . 

6.

2'
"

'

y x
y

x y
  . 

7. ,03"2 2  yy  2 1y   ,         ' 2 1y   . 

8. 4 5 0y y y    . 

9. 9 0,y y    0 4,y    0 3y  . 

10. 11 24 48 22y y y x     ,        0 3,y   0 1y  . 

11. ;2'2"  yyy  

12. ,83'4" 5x
eyyy   0 3y  ,             ' 0 7y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

4 3 ,

2 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


14.
 
 

' 3 , 0 1,

' , 0 1.

x x y x

y x y y

    


   
 

15. ȼɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɣ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨ ɱɚɧ ɰɢɥɿɧɞɪɢɱɧɨʀ ɮɨɪɦɢ ɦɚє ɨɬɜɿɪ 
ɭ ɞɧɿ. ɉɨɥɨɜɢɧɚ ɜɨɞɢ ɡ ɩɨɜɧɨɝɨ ɱɚɧɚ ɜɢɬɿɤɚє ɡɚ 5 ɯɜɢɥɢɧ. Ɂɚ ɹɤɢɣ ɱɚɫ 
ɜɢɬɟɱɟ ɜɫɹ ɜɨɞɚ?(ɞɢɜ. [5], ɫ. 42, ɡɚɞɚɱɚ 1.45)  

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;2A , 

ɹɤɳɨ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɭ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɤɪɢɜɨʀ ɧɚ ɨɞɢ-
ɧɢɰɸ ɛɿɥɶɲɢɣ ɡɚ ɩɨɞɜɨєɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɛɫɰɢɫɢ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. ɉɨɛɭ-
ɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ. 
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ȼаɪіаɧɬ 7 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.  5 55 0x x
e dy ye dx   . 

2. ,0ln'  yyyx  1y e . 

3.  2 22 0y xy dx x dy   .        4. 
2 ' 1 0x y xy   .                                    

5. ,1
1

2
' 2

2
x

x

yx
y 


  1 3y  . 

6.  2 " ' 1y y y  . 

7.

 
,

1
"

2
x

x
y


  0 0y  ,        ' 0 0y  . 

8. 4 20 0y y y    . 

9. 6 5 0,y y y       0 3y  ,        0 7y  . 

10. 6 18 3y y y x      ,   0 10y  ,    0 4y   . 

11. " ' sinx
y y e x  . 

12. ,266'2" 2  xxyy  0 1y  ,     ' 0 1y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

4 ,

2 .

dx
x y

dt

dy
y x

dt

  

  


14.
,

3 .

x x y

y x y

  
   

 
 
0 1,

0 2.

x

y




 

 

15. Ɂɚ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɬɿɥɚ ɧɚɝɪɿɬɨɝɨ ɞɨ 100° ɋ, ɡɧɢɡɢɬɶɫɹ 
ɞɨ 25° ɋ, ɹɤɳɨ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɩɪɢɦɿɳɟɧɧɹ ɞɨɪɿɜɧɸє 20° ɋ ɿ ɡɚ ɩɟɪɲɿ 
10 ɯɜɢɥɢɧ ɬɿɥɨ ɨɯɨɥɨɞɢɥɨɫɶ ɞɨ 60° ɋ(ɞɢɜ. Д4],  ɫ. 149, ɡɚɞɚɱɚ 35). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;2A  ɭ 
ɹɤɨʀ ɜɿɞɪɿɡɨɤ ɞɨɬɢɱɧɨʀ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɦɿɠ ɬɨɱɤɨɸ ɞɨɬɢɤɭ ɿ ɜɿɫɫɸ Ox  

ɞɿɥɢɬɶɫɹ ɧɚɜɩɿɥ ɜ ɬɨɱɰɿ ɩɟɪɟɬɢɧɭ ɡ ɜɿɫɫɸ Oy . ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ 
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ɤɪɢɜɭ. 
ȼаɪіаɧɬ 8 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 2' 1 1 0y y x y    . 

2.   ,'1 2
yxyx   0 1y  . 

3. ' ln
y

x y y
x

 .                      4. ' sin
y

y x
x

  . 

5.   ,
12

' 2

2
yx

x

yx
y 


  0 1y  . 

6.    ;'1"3 2

3
2

yy   

7. ,4'" 3
xyyx   1 0,25y  ,  ' 1 2y  . 

8. 4 13 0y y y    . 

9. 5 0,y y    0 4y  ,  0 5y  . 

10. 2 32 32 30y y y x     ,        0 9y  ,  0 13y  . 

11.
2" 4 ' 5 10 x

y y y e
   . 

12. ,3cos7'16" xyy   0 1y  ,       ' 0 1y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

2 1,

3 2 .

dx
y x

dt

dy
x y

dt

   

  


14.
 
 

' 2 2 , 0 2,

' 3 , 0 0.

x x y x

y x y y

   


  
 

 

15.  ɑɨɜɟɧ ɭɩɨɜɿɥɶɧɸє ɫɜɿɣ ɪɭɯ ɩɿɞ ɞɿєɸ ɨɩɨɪɭ ɜɨɞɢ, ɹɤɢɣ 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɢɣ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɱɨɜɧɚ. ɉɨɱɚɬɤɨɜɚ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ 2 ɦ/ɫ, ɚ ɱɟɪɟɡ 
4 ɫ  ɣɨɝɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ  ɛɭɞɟ 1 ɦ/ɫ. ɑɟɪɟɡ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɡɦɟɧɲɢɬɶ-
ɫɹ ɞɨ 0,25 ɦ/ɫ? əɤɢɣ ɲɥɹɯ ɦɨɠɟ ɩɪɨɣɬɢ ɱɨɜɟɧ ɞɨ ɡɭɩɢɧɤɢ?(ɞɢɜ. [5], 

ɫ. 35, ɡɚɞɚɱɚ 1.36). 
16. Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɿ, ɞɥɹ ɹɤɢɯ ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɳɨ ɜɿɞɬɢɧɚє ɞɨɬɢɱɧɚ ɧɚ ɨɫɿ 

O x  ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ, ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɢɣ ɤɜɚɞɪɚɬɨɜɿ ɚɛɫɰɢɫɢ ɬɨɱɤɢ 
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ɞɨɬɢɤɭ. 
ȼаɪіаɧɬ 9 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 26 6 3 2xdx y dy x y dy x y dx   . 

2. ' 2y ctg x y  ,  0 1y   . 

3.
2 2'x y x y y   .               4. 

22' 2 3 x
y x y x e

  . 

5. ,
2

' 2
x

x

y
y   1 1y  . 

6.  2" ' 2 y
y y e

   

7. ,cos'" 2
xxyyx  1,

2
y

   
 

'
2 2

y
    
 

. 

8. 2 17 0y y y    . 

9. 7 12 0y y y    ,                       0 0,y    0 1y  . 

10. 6 9 9 24,y y y x      0 3,y    0 2y  . 

11.
2" 2 x

y y e x   . 

12. ,'2" 2x
eyyy   0 0y  ,        ' 0 3y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

2 3 ,

2 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


14.
 
 

' 2 , 0 0,

' 3 4 , 0 3.

x x y x

y x y y

   


  
 

15. ɒɜɢɞɤɿɫɬɶ ɜɢɬɿɤɚɧɧɹ ɜɨɞɢ ɿɡ ɩɨɫɭɞɢɧɢ ɱɟɪɟɡ ɦɚɥɢɣ ɨɬɜɿɪ 
ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 0,6 2v g h , ɞɟ h – ɜɢɫɨɬɚ ɪɿɜɧɹ ɜɨɞɢ ɧɚɞ 
ɨɬɜɨɪɨɦ, g 10 ɦ/ɫ2. Ɂɚ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɜɢɬɟɱɟ ɜɫɹ ɜɨɞɚ ɿɡ ɰɢɥɿɧɞɪɢɱɧɨʀ 
ɛɨɱɤɢ ɞɿɚɦɟɬɪɨɦ 1ɦ ɿ ɜɢɫɨɬɨɸ 1,5 ɦ ɱɟɪɟɡ ɨɬɜɿɪ ɜ ɞɧɿ ɞɿɚɦɟɬɪɨɦ 
0,05ɦ? 

16.ɋɤɥɚɫɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɭ ɹɤɨʀ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ  
ɜ ɞɨɜɿɥɶɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɿ ɚɛɫɰɢɫɿ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ (ɞɢɜ. [4], ɫ. 148, 
ɡɚɞɚɱɚ 25). 
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ȼаɪіаɧɬ 10 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1. 0x y
xdx ye dy

  . 

2. ,
1

'
2

x

y
xarctgy


  1

2
y


 . 

3.

2 2

'
2

x y
y

x y


 .                         4.

2

2

2
'

1

xy
y x

x
 


. 

5. ,' 3
yxyxy   0 2y  . 

6.
'

" '
y

x y y xtg
x

    
 

. 

7. ," x
exy   0 1y  ,           ' 0 0y  . 

8. 2 26 0y y y    . 

9. 4 4 0y y y    ,                      0 1y  ,       0 2y  . 

10. 2 8 16 4y y y x     ,            0 6,y   0 6y   . 

11.
4" 2 ' 3 x

y y y e   . 

12. ,sin174'3" xyyy   0 4y  ,            ' 0 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

2 ,

2 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


14.
 
 

' , 0 2,

' 4 3 , 0 2.

x x y x

y x y y

   


  
 

15. Ɂɝɿɞɧɨ ɡɚɤɨɧɭ ɇɶɸɬɨɧɚ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɨɯɨɥɨɞɠɟɧɧɹ ɬɿɥɚ 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɚ ɪɿɡɧɢɰɿ ɦɿɠ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɨɸ ɬɿɥɚ Ɍ0. Ɂɚ ɫɤɿɥɶɤɢ ɱɚɫɭ ɬɿɥɨ, 
ɹɤɟ ɧɚɝɪɿɬɟ ɞɨ 100° ɋ ɨɯɨɥɨɧɟ ɞɨ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɢ 25° ɋ ɜ ɤɿɦɧɚɬɿ ɡ ɬɟɦ-
ɩɟɪɚɬɭɪɨɸ 20° ɋ, ɹɤɳɨ ɞɨ 60° ɋ ɜɨɧɨ ɨɯɨɥɨɞɠɭєɬɶɫɹ ɡɚ 10 ɯɜɢɥɢɧ. 
(ɞɢɜ. Д4],  ɫ. 149, ɡɚɞɚɱɚ 35). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  2;3A , ɚ 
ɜɿɞɪɿɡɨɤ ɛɭɞɶ-ɹɤɨʀ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɞɨ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɦɿɠ ɨɫɹɦɢ ɤɨɨɪ-
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ɞɢɧɚɬ, ɞɿɥɢɬɶɫɹ ɜ ɬɨɱɰɿ ɞɨɬɢɤɭ ɧɚɜɩɿɥ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ. 
ȼаɪіаɧɬ 11 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.  4 0x x
y e dy e dx   . 

2.     ,1'1 yxyxy   1 1y  . 

3. ' ln
y y

y
x x

 .                         4.  3 2 22 ' 2x y y x y  . 

5. ,cos' sin x
exyy
  0 1y  . 

6.    2" ' ' 0yy y y   . 

7. ,0'"  yey
y  0 0y  ,            ' 0 1y  . 

8. 6 10 0y y y    . 

9. 2 0,y y    0 2y  ,        0 2y   . 

10. 3 2 14 1y y y x     ,           0 7y   ,  0 2y  . 

11.
2" 4 ' 8 x

y y y e   . 

12. ,cos2" xyy   0 0y  ,          ' 0 1y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
 

13.

,

1.

dx
y

dt

dy
x

dt

 

  


14. 
 
 

' 5 , 0 0,

' 3 , 0 1.

x x y x

y x y y

   


   
 

 

15. Ɋɭɯ ɩɚɪɨɩɥɚɜɚ ɭɩɨɜɿɥɶɧɸєɬɶɫɹ ɫɢɥɨɸ ɨɩɨɪɭ ɜɨɞɢ, 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɨɦɭ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɩɚɪɨɩɥɚɜɚ V. ɉɨɱɚɬɤɨɜɚ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɩɚɪɨ-
ɩɥɚɜɚ 

V0 = 10 ɦ/ɫ, ɱɟɪɟɡ 5 ɫ ɩɚɞɚє ɞɨ 8 ɦ/ɫ. ɑɟɪɟɡ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ 
ɡɦɟɧɲɢɬɶɫɹ ɞɨ 1 ɦ/ɫ?(ɞɢɜ. [5], ɫ. 35, ɡɚɞɚɱɚ 1.36). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  2;1A , ɿ 
ɞɥɹ ɹɤɨʀ ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɳɨ ɜɿɞɬɢɧɚє ɞɨɬɢɱɧɚ ɧɚ ɨɫɿ Ox  ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪ-
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ɞɢɧɚɬ, ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɞɜɨєɧɿɣ ɚɛɫɰɢɫɿ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣ-
ɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ. 

ȼаɪіаɧɬ 12 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.    2 2 0x y x dx y x y dy    . 

2.   21 ' cosx x
e y e y  ,  0

4
y


 . 

3.  y xy dx xdy  .            4.
2 ' 1x y x y  .       

 5. ,
1

' x
e

x

x

x

y
y


  1y e . 

6.  2" 4 'y y y  . 

7. ,sin'" xxctgyy  1
2

y
   
 

,       '
2 2

y
    
 

. 

8. 6 13 0y y y    . 

9. 7 30 0y y y    ,                      0 3y  ,             0 17y   . 

10. 9 18 36y y y x    ,                0 4y  ,   0 14y  . 

11. " 3 ' 2 cosy y y x x   . 

12. ,22"  xyy  0 0y  ,             ' 0 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

2 ,

.

dx
x y

dt

dy
x

dt

  

 


14. 
 
 

' 2 , 0 1,

' 2 , 0 3.

x x y x

y x y y

   


  
 

15.  Ɍɿɥɨ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɩɪɹɦɨɥɿɧɿɣɧɨ ɡɿ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ, ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɨɸ 
ɱɚɫɭ ɪɭɯɭ. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɪɭɯɭ ɬɿɥɚ, ɹɤɳɨ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɪɭɯɭ ɜɨɧɨ 
ɩɪɨɣɲɥɨ 20 ɦ ɡɚ 10 ɫ, ɚ 35 ɦ - ɡɚ 20 ɫ. əɤɢɣ ɲɥɹɯ ɩɪɨɣɞɟ ɬɿɥɨ ɡɚ 1ɯɜ. 
40ɫ. (ɞɢɜ. [6],ɫ. 382, ɡɚɞɚɱɚ 68)? 

16.  Ʉɪɢɜɚ  y f x  ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ  ɬɨɱɤɭ  0;1  ɿ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ʀʀ 
ɬɨɱɰɿ ɬɚɧɝɟɧɫ ɤɭɬɚ ɧɚɯɢɥɭ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɞɨ ɰɿєʀ ɤɪɢɜɨʀ ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɞ.-
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ɜɨєɧɨɦɭ ɞɨɛɭɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ 
ɬɚ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ʀʀ (ɞɢɜ. [12], ɫ. 40, ɡɚɞɚɱɚ 1.26). 

ȼаɪіаɧɬ 13 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 22 2 2x dx y dy x y dy xy dx   . 

2.    2 21 ' 1y x y x y   ,  0 0y  . 

3.    4 3 2 3 0x y dx y x dy    .    

4. ' xy
y e

x
  .                        5. ,' 2

yyyx    1
1

2
y  . 

6.  2"cos ' sin 'y y y y y  . 

7.     ,"1'2
2

yyy   0 0y  ,    

8. 6 18 0y y y    . 

9. 6 0y y   ,                            0 1y  ,  0 12y  . 

10. 3 10 20 4,y y y x      0 8y  ,  0 5y  . 

11. ;4" x
exyy   

12. ,sin26'5" xyyy   0 0y  ,           ' 0 1y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
 

13.

2 ,

.

dx
x y

dt

dy
t

dt

  

 


14.
 
 

' 4 , 0 0,

' 2 , 0 1.

x x y x

y x y y

   


  
 

 

15.Ɂɧɚɣɬɢ ɮɨɪɦɭ ɞɡɟɪɤɚɥɚ, ɹɤɟ ɛ ɭɫɿ ɩɪɨɦɟɧɿ, ɳɨ ɜɢɯɨɞɹɬɶ ɿɡ 
ɨɞɧɿєʀ ɿ ɬɿєʀ ɠ ɬɨɱɤɢ Ɉ, ɜɿɞɛɢɜɚɥɨ ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɨ ɡɚɞɚɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ 
(ɞɢɜ. [4], ɫ. 151, ɡɚɞɚɱɚ 56). 

16. Ɇɚɬɟɪɿɚɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɜɡɞɨɜɠ ɩɪɹɦɨʀ ɿɡ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ, ɹɤɚ 
ɨɛɟɪɧɟɧɨ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɚ ɩɪɨɣɞɟɧɨɝɨ ɲɥɹɯɭ. ɍ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɦɨɦɟɧɬ 
ɪɭɯɭ ɬɨɱɤɚ ɡɧɚɯɨɞɢɥɚɫɹ ɧɚ ɜɿɞɫɬɚɧɿ 4 ɦ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɜɿɞɥɿɤɭ ɲɥɹɯɭ ɿ 
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ɦɚɥɚ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ 
0 10 /v м с . Ɂɧɚɣɬɢ ɩɪɨɣɞɟɧɢɣ ɲɥɹɯ ɿ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ 

ɬɨɱɤɢ ɱɟɪɟɡ 16 ɫ ɩɿɫɥɹ ɩɨɱɚɬɤɭ ɪɭɯɭ (ɞɢɜ. [8], ɫ. 211, ɡɚɞɚɱɚ 4). 
ȼаɪіаɧɬ 14 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 24 1 0x y d x y x d y    . 

2.  ' 2 1y y ctg x  , 1
2

y
   
 

. 

3.  2 22 0y xy dx x dy   ,      4. ' 2 4y y x  . 

5.
3

12
' ,

y
y

x x
    1 4y  . 

6. " x
y xe . 

7.   ,0'21" 2  yxxy  0 1y  ,          ' 0 3y  .  

8. 6 25 0y y y    .  

9. 2 3 9 0y y y    ,                     0 5y  ,   0 3y  . 

10. 2 8 48 4,y y y x      0 10y  ,  0 8y  . 

11. "y y x  . 

12. ,26'5" x
eyyy   0 0y  ,            ' 0 1y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

8 ,

5 .

dx
x y t

dt

dy
x y

dt

   

  


14.
 
 

' , 0 0,

' 3 , 0 1.

x x y x

y x y y

   


  
 

15. ȼɨɞɚ ɭ ɜɿɞɤɪɢɬɨɦɭ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɦɚɥɚ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɭ  70° 
ɋ, ɱɟɪɟɡ 10 ɯɜɢɥɢɧ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɜɨɞɢ ɫɬɚɥɚ 65° ɋ. Ɍɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ    
ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɚ, ɳɨ ɨɬɨɱɭє ɪɟɡɟɪɜɭɚɪ ɞɨɪɿɜɧɸє 15° ɋ. Ɂɧɚɣɬɢ ɬɟɦɩɟɪɚ-
ɬɭɪɭ ɜɨɞɢ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɱɟɪɟɡ 30 ɯɜɢɥɢɧ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɦɨɦɟɧɬɭ? 

(ɞɢɜ. [6], ɫ. 385, ɡɚɞɚɱɚ 77). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  4;4 , ɚ 
ɜɿɞɪɿɡɨɤ ɛɭɞɶ-ɹɤɨʀ ʀʀ  ɞɨɬɢɱɧɨʀ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɦɿɠ ɬɨɱɤɨɸ ɞɨɬɢɤɭ ɿ 
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ɜɿɫɫɸ ɚɛɫɰɢɫ, ɞɿɥɹɬɶɫɹ ɜɿɫɫɸ ɨɪɞɢɧɚɬ ɧɚɜɩɿɥ. 
 

ȼаɪіаɧɬ 15 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1. 0
1 1

y dx x dy

x y
 

 
. 

2.   ,cos'1 22
yyx   0

4
y


 . 

3. ,''22
yyxyxy  4. ' cosx y y x x  . 

5. ,
2

' 3
xy

x
y    5

1
6

y    

6.
2" ' 1 0xy y x    . 

7.   ,'"
2

yyy   0 1y  ,             ' 0 2y  . 

8. 2 10 0y y y    . 

9. 6 13 15 0y y y    ,                 0 8y  ,          0 1y  . 

10. 4 5 15 3y y y x     ,            0 1y  ,  0 25y   . 

11.
3" 9 cosx

y y e x  .   

12. ,3'3" xyy   0 1y  ,              ' 0 2y   . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

2 ,

2 2 .

dx
x y

dt

dy
x t

dt

  

   


14.
 
 

3

3

' , 0 2,

' 5 , 0 3.

t

t

x y e x

y x e y

   


  
 

15.  ȼɨɞɚ ɭ ɜɿɞɤɪɢɬɨɦɭ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ  ɦɚɥɚ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɭ  70° ɋ. ɑɟɪɟɡ 
10 ɯɜɢɥɢɧ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɜɨɞɢ ɫɬɚɥɚ 65° ɋ. Ɍɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɚ, 
ɳɨ ɨɬɨɱɭє ɪɟɡɟɪɜɭɚɪ ɞɨɪɿɜɧɸє 15° ɋ. ɑɟɪɟɡ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ 
ɜɨɞɢ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɛɭɞɟ 20° ɋ?(ɞɢɜ. [6], ɫ. 385, ɡɚɞɚɱɚ 77) 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  2;4A , 

ɹɤɳɨ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɭ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɤɪɢɜɨʀ ɭ ɬɪɢ 
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ɪɚɡɢ ɛɿɥɶɲɢɣ ɡɚ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɩɪɹɦɨʀ, ɳɨ ɡ`єɞɧɭє ɰɸ ɬɨɱɤɭ ɡ 
ɩɨɱɚɬɤɨɦ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ. 

ȼаɪіаɧɬ 16 
 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ:  

1.    2 31 1 ' 0x y y y    . 

2. ,
11 x

dyy

y

dxx





 0 1y  . 

3.     0x s dx x s ds    .       4.   21 3 t
t x t x t e

    . 

5. ,cos' 2
xtgyxy   0 1y   . 

6. " 2 ' siny y tg x x  . 

7.     ,'2"2
2

yyy   0 3y  ,             ' 0 1y  . 

8. 4 29 0y y y    . 

9. 3 10 0y y y    ,                    0 10y  ,  0 2y   . 

10. 2 8 31 30y y y x     ,            0 5y  ,  0 10y  . 

11. " 5 ' 6 12 cos2y y y x   . 

12.
3" 6 ' 9 ,x

y y y e    0 1y  ,          ' 0 4y  . 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
 

13.

4 6 ,

4 2 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


14. 
 
 

2' , 0 2,

' 4 2 , 0 3.

x y t x

y x t y

   


  
 

 

15.Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɪɭɯɭ ɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɨʀ ɬɨɱɤɢ, ɹɤɳɨ ɩɪɢɫɤɨɪɟɧɧɹ 
ɡɚɞɚєɬɶɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 1,2a t  ɿ, ɹɤɳɨ ɩɪɢ t = 0 ɜɿɞɞɚɥɶ S = 0, ɚ ɩɪɢ t 
= 5 ɜɿɞɞɚɥɶ S = 20. 

16. ɋɤɥɚɫɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  0; 2 , ɚ 
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ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ʀʀ ɬɨɱɰɿ ɞɨɪɿɜɧɸє 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɿ ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ, ɡɛɿɥɶɲɟɧɿɣ ɧɚ ɬɪɢ ɨɞɢɧɢɰɿ (ɞɢɜ. [4],ɫ.149, ɡɚ-
ɞɚɱɚ 26]. 

 

ȼаɪіаɧɬ 17 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

 

1.    21 ' 2 1 0x x
e t x t e    . 

2. ,
sin

ln
'

x

yy
y  1

2
y

   
 

. 

3.  2 2 0x y dx x ydy   .        4.
2' coss s tg x s x   . 

5.  21 'x y y arctg x   ,  0 1y  . 

6.
3"x y y x  . 

7.  22 " 3 'y y y  ,  1 1y  ,              ' 1 1y  . 

8. 4 40 0y y y    . 

9. 5 13 6 0y y y    ,                      0 7y  ,   0 4y   . 

10. 12 12 11y y y x     ,              0 7y  ,  0 9y  . 

11.
2" 4 x

y y e
  . 

12. ,76'" 2  xyy  0 0y  ,             ' 0 7y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

3 ,

8 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


14.
 
 

' 2 , 0 1,

' 3 6 , 0 1.

x x y x

y x y y

   


   
 

15. Ɇɨɬɨɪɧɢɣ ɱɨɜɟɧ ɦɚɫɨɸ 3000 ɤɝ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɡɿ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ 
10 /v ì ñ . Ɉɩɿɪ ɜɨɞɢ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɢɣ  ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɿ ɞɨɪɿɜɧɸє 600 ɇ 

ɩɪɢ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ 1 ɦ/ɫ. ɋɤɿɥɶɤɢ ɱɚɫɭ ɩɪɨɣɞɟ ɩɿɫɥɹ ɡɭɩɢɧɤɢ ɞɜɢɝɭɧɚ ɞɨ 
ɬɨɝɨ ɦɨɦɟɧɬɭ, ɤɨɥɢ ɣɨɝɨ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɫɬɚɧɟ ɪɿɜɧɨɸ 2 ɦ/ɫ ? (ɞɢɜ. [13], ɫ. 
341, ɡɚɞɚɱɚ 2967). 
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16. ɋɤɥɚɫɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɥɿɧɿʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;0A  ɿ 
ɦɚє ɞɨɬɢɱɧɭ, ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɹɤɨʀ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɞɨɪɿɜɧɸє 2. 

 

ȼаɪіаɧɬ 18 
 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.
2 21 1 ' 0t x x t x    . 

2.  2 21 ' 1x y y   ,  0 1y  . 

3. ln 0
x

x dy y dx
y

  .                4. ' cos sin coss s x x x  . 

5. ,arcsin1' 2
xyxy   0 1y   . 

6. " ' sin2y y tg x x  . 

7. ,13" yy   2 0y  ,         ' 2 2y  . 

8. 6 34 0y y y    . 

9. 2 3 2 0y y y    ,  0 3y  ,  0 0y  . 

10. 9 20 40 2y y y x     ,  0 1y  ,  0 1y  . 

11.  " 5 ' 6 12 7 x
y y y x e

    . 

12. ,sin3'4" 2
xeyyy

x  0 0y  ,            3
' 0

2
y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

5 ,

3 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

   

  


14.
 
 

' 3 , 0 1,

' 5 , 0 1.

x x y x

y x y y

   


   
 

15. ɉɪɢɫɤɨɪɟɧɧɹ ɥɨɤɨɦɨɬɢɜɚ, ɩɨɱɚɬɤɨɜɚ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɹɤɨɝɨ 
ɞɨɪɿɜɧɸє 0V , ɩɪɹɦɨɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɟ ɫɢɥɿ ɬɹɝɢ F   ɿ ɨɛɟɪɧɟɧɨ 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɟ ɦɚɫɿ ɩɨʀɡɞɚ m  . ɋɢɥɚ ɬɹɝɢ ɥɨɤɨɦɨɬɢɜɚ 
   tVkbtF  , ɞɟ  V t – ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɥɨɤɨɦɨɬɢɜɚ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɱɚɫɭ t . 

ȼɟɥɢɱɢɧɢ b ɿ k – ɫɬɚɥɿ. ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɫɢɥɢ ɬɹɝɢ ɥɨɤɨɦɨɬɢɜɚ 
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ɜɿɞ ɱɚɫɭ t (ɞɢɜ. [5],  

ɫ. 36, ɡɚɞɚɱɚ 1.37). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɥɿɧɿɸ, ɜɫɿ ɞɨɬɢɱɧɿ ɹɤɨʀ ɩɪɨɯɨɞɹɬɶ ɱɟɪɟɡ ɩɨɱɚɬɨɤ ɤɨɨɪ-
ɞɢɧɚɬ. 

ȼаɪіаɧɬ 19 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.    2 3 2 31 1 ' 0x y y x y    . 

2.  2 2 2 2'x y x y y xy   ,  1 2y  . 

3.  2 2 22 0t dx t x dt   .         4. 'cos sin 1s x s x  . 

5. ,4sin22' xxtgyy   0 0y  . 

6.  21 "x y x y  . 

7.    2 3
1 " 'y y y  ,  0 0y  ,              ' 0 1y  . 

8. 8 25 0y y y    . 

9. 4 5 6 0y y y    ,                    0 9y  ,  0 7y  . 

10. 3 28 28 25y y y x     ,          0 4y  ,  0 14y   . 

11.
2" 6 ' 9 3y y y x x     . 

12. ,4" x
eyy   0 4y  ,              ' 0 3y   .  

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

4 6 ,

4 2 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

   

   


14. 
 
 

' 2 cos , 0 2,

' 3sin , 0 4.

x x y t x

y x t y

    


    
 

15.Ɇɚɬɟɪɿɚɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɩɨ ɩɪɹɦɿɣ ɡ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ, ɨɛɟɪɧɟɧɨ 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɿɣ ɩɪɨɣɞɟɧɨɦɭ ɲɥɹɯɭ. ȼ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɦɨɦɟɧɬ ɪɭɯɭ ɬɨɱɤɚ 
ɡɧɚɯɨɞɢɥɚɫɹ ɧɚ ɜɿɞɞɚɥɿ 5ɦ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɜɿɞɥɿɤɭ ɱɚɫɭ ɿ ɦɚɥɚ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ 0 20v ì ñ . ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɩɪɨɣɞɟɧɢɣ ɲɥɹɯ ɱɟɪɟɡ 10 ɫ ɩɿɫɥɹ 
ɩɨɱɚɬɤɭ ɪɭɯɭ(ɞɢɜ. [5], ɫ. 35, ɡɚɞɚɱɚ 1.35). 
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16. Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɭ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;0A , ɞɥɹ ɹɤɨʀ 
ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɳɨ ɜɿɞɬɢɧɚє ɞɨɬɢɱɧɚ ɧɚ ɨɫɿ Oy  ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ, 
ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɨɜɠɢɧɿ ɪɚɞɿɭɫ-ɜɟɤɬɨɪɚ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ ɤɪɢɜɨʀ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ 
ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ 

 

ȼаɪіаɧɬ 20 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1. ' ' 0xy y xy   . 

2. ,0cossin'  xyxy 1
2

y
   
 

. 

3. ' 0

y

xxe y x y   .4.
2

' 1
1

x s
s

x
 


. 

5. ,' 22
yeyy

x  0 1y  . 

6. ,2'2" 4
xyyx    1

1
5

y  ,            ' 1 4y  . 

7. ln " 'x x y y . 

8. 4 8 0y y y    . 

9. 0y y   ,      0 3y  ,         0 2y  . 

10. 2 2y y x    ,                           0 1y  ,  0 1y  . 

11. " 4 ' 12 8 sin2y y y x   . 

12. ,3cos39" xyy   0 0y  ,             ' 0 3y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

5 ,

7 3 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

   

   


14.
 
 

' , 0 0,

' 4 2 , 0 0.

t

t

x y e x

y x e y

   


  
 

15.  Ɇɚɬɟɪɿɚɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɩɨ ɩɪɹɦɿɣ ɡ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ, ɨɛɟɪɧɟ-
ɧɨ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɿɣ ɩɪɨɣɞɟɧɨɦɭ ɲɥɹɯɭ. ȼ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɦɨɦɟɧɬ ɪɭɯɭ 
ɬɨɱɤɚ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɧɚ ɜɿɞɞɚɥɿ 5 ɦ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɜɿɞɥɿɤɭ ɱɚɫɭ ɿ ɦɚɥɚ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ V0 = 20 ɦ/ɫ. ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɬɨɱɤɢ ɱɟɪɟɡ 10 ɫ ɩɿɫɥɹ 
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ɩɨɱɚɬɤɭ ɪɭɯɭ (ɞɢɜ. [5], ɫ. 35, ɡɚɞɚɱɚ 1.35). 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɭ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  2;0A , ɚ ɜɫɿ ʀʀ 
ɧɨɪɦɚɥɿ ɩɪɨɯɨɞɹɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  0 2; 3M  . ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ 
ɤɪɢɜɭ. 
(ɞɢɜ. [3], ɫ. 377, ɡɚɞɚɱɚ1077). 
 

ȼаɪіаɧɬ 21 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.  1 0y dx dx x dy    . 

2.   ,012 
dxydye

x  0 1y  . 

3.
2

' 3
y

y
x

  .4. 
2

' 2 2 x
y x y x e

  . 

5.
1

'
cos

y y tg x
x

  ,                        0 0y  . 

6.
2" ' 1x y y x   . 

7. ," 2 y
ey   0 0y  ,  ' 0 1y  . 

8. 4 5 0y y y    . 

9. 3 2 0y y y    ,   0 1y  ,  0 3y  . 

10. 7 6 12 4y y y x     ,    0 2y  ,   0 19y   . 

11. " 2 ' 2 2 cosy y y x   . 

12. ,2" xyy   0 0y  ,  ' 0 1y  . 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

4 5 ,

4 4 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

   


14. 

 

 

, 0 1,

, 0 1.

dx
y x

dt

dy
x y

dt

  

   


 

 

15. Ɍɿɥɨ, ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɹɤɨɝɨ25° ɋ ɩɨɤɥɚɥɢ ɜ ɬɟɪɦɨɫɬɚɬ, ɜ ɹɤɨɦɭ 
ɩɿɞɬɪɢɦɭєɬɶɫɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ 0° ɋ. Ɂɚ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɬɿɥɨ ɨɯɨɥɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ 
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10° ɋ, ɹɤɳɨ ɡɚ 20 ɯɜɢɥɢɧ ɜɨɧɨ ɨɯɨɥɨɞɠɭєɬɶɫɹ ɞɨ 20° ɋ? 

16. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;1A  ɭ 
ɹɤɨʀ ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɳɨ ɜɿɞɬɢɧɚє ɞɨɬɢɱɧɚ ɧɚ ɨɫɿ ɨɪɞɢɧɚɬ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪ-
ɞɢɧɚɬ ɞɨɪɿɜɧɸє ɤɜɚɞɪɚɬɭ ɚɛɫɰɢɫɢ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟ-
ɧɭ ɤɪɢɜɭ. 

ȼаɪіаɧɬ 22 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.    1 1 0x y dx y xdy    . 

2. ,
1

1
2

2

x

y

xd

yd




  0 1y  . 

3.  2 0x y d x y d y   .            4. ' sin cos
y

y x x
x

   . 

5. ,' 3
xyxy   0 2y   . 

6.
2 " ' 1x y x y  . 

7. ,025" 3 yy  2 5y   ,    ' 2 1y   . 

8. 4 20 0y y y    . 

9. 2 0,y y y     0 6,y    0 0y   

10. 8 9 18 2,y y y x       0 0,y    0 40y   . 

11. 7 " ' 14y y x  . 

12. ,4'4" 2x
eyyy   0 2y  ,      ' 0 8y  . 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

,

5 3 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

   


14.

 

 

2 , 0 1,

, 0 1.t

dx
y t x

dt

dy
x e y

dt

    

   


 

 

15. ɉɪɢɫɤɨɪɟɧɧɹ ɩɪɹɦɨɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɪɭɯɭ ɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɨʀ ɬɨɱɤɢ ɡɚɞɚɧɨ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ 6 4a t  . Ɂɧɚɣɞɿɬɶ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɪɭɯɭ ɬɨɱɤɢ, ɹɤɳɨ 5S ì , 
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6v ì ñ   ɩɪɢ 2t c . 

16.Ʉɪɢɜɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;2A . Ʉɨɠɧɚ ɞɨɬɢɱɧɚ ɞɨ ɰɿєʀ 
ɤɪɢɜɨʀ ɩɟɪɟɬɢɧɚє ɩɪɹɦɭ 1y   ɜ ɬɨɱɰɿ ɡ ɚɛɫɰɢɫɨɸ ɪɿɜɧɨɸ ɩɨɞɜɨєɧɿɣ 
ɚɛɫɰɢɫɿ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. Ɂɧɚɣɞɿɬɶ ɤɪɢɜɭ ɿ ɩɨɛɭɞɭɣɬɟ ʀʀ.(ɞɢɜ. [5], ɫ. 40, 
ɡɚɞɚɱɚ 1.41). 

ȼаɪіаɧɬ 23 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1. ' 1x y y  . 

2.     ,0112 22  ydxydxyx  1 0y  . 

3.   0x y d y xd y   .4. ' cos sin cosy y x x x  . 

5. ,cos' 2
xxxtgyy   0 1y  . 

6.   2
" ' 1 'y y y  . 

7. ,
sin

1
'"

x
yxtgy  0

2
y
   
 

, ' 1
2

y
   
 

. 

8. 4 13 0y y y    . 

9. 4 0,y y    0 5,y    0 6y  . 

10. 30 30 31,y y y x      0 3,y    0 2y    

11.  2" 7 ' 1y y x   . 

12. ,42'3" x
eyyy   0 1y  ,    ' 0 2y  . 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13. 

,

3 2 .

dx
y

dt

dy
x y

dt

 

  


 14. 

 

 

, 0 1,

2 , 0 0.

dx
x y x

dt

dy
x y y

dt

   

   


 

15.Ɇɚɬɟɪɿɚɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ ɦɚɫɨɸ 1ɤɝ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɩɪɹɦɨɥɿɧɿɣɧɨ ɩɿɞ ɞɿєɸ 
ɫɢɥɢ, ɩɪɹɦɨ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɨʀ ɱɚɫɨɜɿ ɿ ɨɛɟɪɧɟɧɨ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɨʀ 
ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ. ɇɚ ɩɨɱɚɬɤɭ ɪɭɯɭ 0t  . ɇɚ ɞɟɫɹɬɿɣ ɫɟɤɭɧɞɿ ɪɭɯɭ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɞɨɪɿɜɧɸє 50 ɦ/ɫ, ɚ ɫɢɥɚ ɞɨɪɿɜɧɸє 40 ɇ. əɤɨɸ ɛɭɞɟ 
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ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ ɱɟɪɟɡ ɯɜɢɥɢɧɭ ɩɿɫɥɹ ɩɨɱɚɬɤɭ ɪɭɯɭ? (ɞɢɜ. Д7], ɫ. 29, ɡɚɞɚɱɚ 
98). 

16.Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɭ, ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;3A . Ⱥ ɤɭɬɨɜɢɣ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɛɭɞɶ-ɹɤɨʀ ʀʀ ɧɨɪɦɚɥɿ ɞɨɪɿɜɧɸє ɤɜɚɞɪɚɬɭ ɚɛɫɰɢɫɢ ɬɨɱɤɢ 
ɞɨɬɢɤɭ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ. 

 

ȼаɪіаɧɬ 24 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1. 
2' 2 ' 2 2 0y x y x y x    . 

2. ,012
22  

dyedxyx
x  0 0y  . 

3.  4 0x y dx xdy   .4. ' 2 siny yctg x x x  . 

5. ,2' xeyy
x    1

0
4

y  . 

6. 
1

" .y
y

  

7. ,
'

" x
x

y
y   1 1y  ,           ' 1 1y  . 

8. 2 17 0y y y    . 

9. 4 0,y y    0 4,y    0 4y   . 

10. 15 56 56 15,y y y x      0 0,y    0 0y   

11. 
34 " 24y y x x   . 

12. ,2'2" x
eyy   1 1y   ,   ' 1 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
 

13.

4 ,

2 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


14.

 

 

6 , 0 1,

3 2 , 0 0.

dx
x y x

dt

dy
x y y

dt

   

   

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15.Ɍɿɥɨ ɪɭɯɚєɬɶɫɹ ɡɿ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ 
2

1




t
v . Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɪɭɯɭ 

ɬɿɥɚ, ɹɤɳɨ S= 0 ɩɪɢ t = 0. 

16.Ɂɧɚɣɬɢɤɪɢɜɭ, ɳɨɩɪɨɯɨɞɢɬɶɱɟɪɟɡɬɨɱɤɭ  0 1;2M , ɚɜɿɞɪɿɡɨɤɛɭɞɶ-

ɹɤɨʀʀʀɞɨɬɢɱɧɨʀ, ɳɨɥɟɠɢɬɶɦɿɠɬɨɱɤɨɸɞɨɬɢɤɭɿɜɿɫɫɸɚɛɫɰɢɫ, 

ɞɿɥɢɬɶɫɹɜɿɫɫɸɨɪɞɢɧɚɬɧɚɜɩɿɥ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟɡɧɚɣɞɟɧɭɤɪɢɜɭ(ɞɢɜ. [3], ɫ. 

365, ɡɚɞɚɱɚ1067). 

ȼаɪіаɧɬ 25 

 

Ɂɧɚɣɬɢɡɚɝɚɥɶɧɿɿɧɬɟɝɪɚɥɢɚɛɨɡɚɝɚɥɶɧɿɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, 

ɚɛɨɱɚɫɬɢɧɧɿɪɨɡɜ’ɹɡɤɢɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.  4 ' 2y y x   . 

2.   ,0 ydxyxxdy  0 1y  . 

3.  2 2 0y x y dx x dy    .      4. 
2' lnx y y y x  . 

5. ,cos' xxyyx    1
2

y   . 

6.  2
" 1 'y y  . 

7. ,0'" 2  xyyx  1 1y  ,            ' 1 1y  . 

8. 2 26 0y y y    . 

9. 8 16 0,y y y     0 3,y     0 4y  . 

10. 4 5 10 8,y y y x      0 1,y    0 5y  . 

11. 
2" 6 ' 5 13 x

y y y e   . 

12. ,52613'4"  xyyy  0 1y  ,         ' 0 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

13.

7 5 ,

4 8 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

   

  


14.

 

 

5 8 , 0 0,

3 3 , 0 0.

dx
x y x

dt

dy
x y y

dt

    

    


 

15.  ȼ ɡɚɥɿ ɤɭɛɚɬɭɪɨɸ10 800ɦ3
 ɩɨɜɿɬɪɹ ɦɿɫɬɢɥɨ ɩɿɫɥɹ ɡɛɨɪɿɜ 0,12% 

ɜɭɝɥɟɤɢɫɥɨɝɨ ɝɚɡɭ ɋɈ2. ɋɤɿɥɶɤɢ ɦɟɬɪɿɜ ɤɭɛɿɱɧɢɯ ɩɨɜɿɬɪɹ, ɳɨ ɦɿɫɬɢɬɶ 
0,04% ɋɈ2 ɬɪɟɛɚ ɳɨɯɜɢɥɢɧɢ ɩɨɞɚɜɚɬɢ ɞɨ ɡɚɥɢ, ɳɨɛ ɱɟɪɟɡ 10 ɯɜɢɥɢɧ 
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ɭ ɧɿɣ ɛɭɥɨ 0,06% ɋɈ2? (ɞɢɜ. Д9], ɫ. 74, ɡɚɞɚɱɚ 1.156). 
16.Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɭ, ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  1;0 , ɹɤɳɨ ɜɿɞɨɦɨ, 

ɳɨ ɬɪɢɤɭɬɧɢɤ, ɭɬɜɨɪɟɧɢɣ ɜɿɫɫɸ Oy , ɞɨɬɢɱɧɨɸ ɞɨ ɤɪɢɜɨʀ ɜ ɞɨɜɿɥɶɧɿɣ 
ʀʀ ɬɨɱɰɿ ɿ ɪɚɞɿɭɫɨɦ-ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ, ɪɿɜɧɨɛɟɞɪɟɧɢɣ, ɩɪɢɱɨɦɭ 
ɨɫɧɨɜɨɸ ɣɨɝɨ є ɜɿɞɪɿɡɨɤ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ ɞɨ ɨɫɿ Oy . 

(ɞɢɜ. [11], ɫ. 432, ɡɚɞɚɱɚ 2) 

 

ȼаɪіаɧɬ 26 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1. 
2 0x dy y dx d x   . 

2.     ,0112 22  dyxydxyx  1 0y  . 

3. '
y y

y t g
x x

   .                        4. 
2' 2y y x x   . 

5. ,' 3
xyxy   0 2y   . 

6. " ' sin cosy y tg x x x  . 

7. ,4
'

" 2
x

x

y
y    1

1
4

y  ,        ' 1 2y  . 

8. 6 10 0y y y    . 

9. 2 0,y y y     0 2,y    0 5y  . 

10. 3 18 18 3,y y y x       0 7,y    0 2y    

11. 
4" ' 6 6 x

y y y e   . 

12. ,cos'2" xyyy   0 0y  ,     ' 0 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
 

13.

8 2 ,

3 15 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

   


14.
 
 

' 0, 0 0,

' 4 , 0 0.

x x

y x y

  


 
 

 

15.Ɂɚ ɹɤɢɣ ɱɚɫ Ɍ ɜɨɞɚ ɜɢɬɟɱɟ ɱɟɪɟɡ ɨɬɜɿɪ ɩɥɨɳɟɸ 0,5 ɫɦ2
 ɜ ɞɧɿ 
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ɤɨɧɿɱɧɨʀ ɥɿɣɤɢ ɜɢɫɨɬɨɸ 10 ɫɦ ɡ ɤɭɬɨɦ ɩɪɢ ɜɟɪɲɢɧɿ α = 60°(ɞɢɜ. [4], 

ɫ. 149, ɡɚɞɚɱɚ 36)? 

16. ɋɤɥɚɫɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  2; 1 , 

ɹɤɳɨ ɜɿɞɨɦɨ, ɳɨ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɜ ɞɨɜɿɥɶɧɿɣ ɬɨɱɰɿ 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɢɣ ɤɜɚɞɪɚɬɭ ɨɪɞɢɧɚɬɢ ɬɨɱɤɢ ɞɨɬɢɤɭ. Ʉɨɟɮɿɰɿєɧɬ 
ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɨɫɬɿ ɞɨɪɿɜɧɸє 6. 

 

ȼаɪіаɧɬ 27 
 
Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
1. 2 3xd y dx ydx dy   . 

2. ,0'  xtgyy  0 2y  . 

3.   0y dx x y dy   .                4. 
4' 3 2 0x

y y e   . 

5. ,2' xyxy   1 0y  . 

6.  2" 1 2 'y x xy  . 

7. ,sin" xy   0 0y  ,            ' 0 2y  . 

8. 6 13 0y y y    . 

9. 9 0,y y    0 7,y    0 9y  . 

10. " 7 ' 10 20 4y y y x    ,              0 0,y    0 2y  . 

11. 
540 x

y y e   . 

12. ,cos'4" xyy   0 0,y   0 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
 

13. 

1,

1.

dx
y

dt

dy
x

dt

  

  


14.

 

 

2 9 , 0 2,

8 , 0 1.

dx
x y x

dt

dy
x y y

dt

   

   


 

 

15.Ɂɧɚɣɬɢ ɬɚɤɭ ɤɪɢɜɭ, ɞɥɹ ɹɤɨʀ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ 
ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɜ 3 ɪɚɡɢ ɛɿɥɶɲɢɣ ɤɭɬɨɜɨɝɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚ 
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ɩɪɹɦɨʀ, ɳɨ ɡ’єɞɧɭє ɰɸ ɬɨɱɤɭ ɡ ɩɨɱɚɬɤɨɦ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ(ɞɢɜ. [4], ɫ. 
149, ɡɚɞɚɱɚ 28). 

16.Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɭ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  3;4A . ɍ ɹɤɨʀ 
ɜɿɞɪɿɡɨɤ ɛɭɞɶ-ɹɤɨʀ ɞɨɬɢɱɧɨʀ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɦɿɠ ɨɫɹɦɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ, 
ɞɿɥɢɬɶɫɹ ɜ ɬɨɱɰɿ ɞɨɬɢɤɭ ɧɚɜɩɿɥ. ɉɨɛɭɞɭɣɬɟ ɡɧɚɣɞɟɧɭ ɤɪɢɜɭ(ɞɢɜ. [3], 

ɫ. 377, ɡɚɞɚɱɚ1078). 

 

ȼаɪіаɧɬ 28 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.    1 1 0x y dx y x dy    . 

2.   ,021 2  dxyxdyx  1 4y   . 

3.  3 0x y dx xdy   .             4. ' 2 sinx
y y e x  . 

5. ,032' 2  x
eyy   0 1y  . 

6. " ' 2y y x  . 

7. ,1" 2 xy  1 1y   ,         ' 1 1y  . 

8. 6 18 0y y y    . 

9. 8 16 0,y y y      0 2,y    0 1y   . 

10. 6 13 26 1,y y y x       0 0,y    0 1y  . 

11. " 6 ' 25 4 x
y y y e   . 

12. ,42'2"  xyyy  0 1y  ,             ' 0 1y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
 

13.

,

.

dx
y

dt

dy
x

dt

 

  


14.

 

 

3 , 0 1,

0 1.

dx
x y x

dt

dy
x y y

dt

    

   


 

 

15. ɇɟɯɚɣ ɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ Ɇ ɡ ɦɚɫɨɸ m   ɩɚɞɚє ɜ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ 
ɛɟɡ ɨɩɨɪɭ ɜɡɞɨɜɠ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨʀ ɩɪɹɦɨʀ ɩɿɞ ɞɿєɸ ɫɢɥɢ ɡɟɦɧɨɝɨ 
ɬɹɠɿɧɧɹ. ɇɟɯɚɣ ɭ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɦɨɦɟɧɬ ɱɚɫɭ, 0t  , ɡɚɞɚɧɚ ɬɨɱɤɚ ɡɧɚ-
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ɯɨɞɢɬɶɫɹ ɧɚɞ ɩɨɜɟɪɯɧɟɸ Ɂɟɦɥɿ ɧɚ ɜɢɫɨɬɿ 0 314h ì  ɿ ʀʀ ɩɨɱɚɬɤɨɜɚ 
ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ 0 0  . Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ ɜɢɫɨɬɢ h   ɩɚɞɿɧɧɹ ɬɨɱɤɢ ɜɿɞ 
ɱɚɫɭ t . ɑɟɪɟɡ ɫɤɿɥɶɤɢ ɫɟɤɭɧɞ ɬɿɥɨ ɜɩɚɞɟ ɧɚ Ɂɟɦɥɸ(ɞɢɜ. [8], ɫ. 186, 
ɡɚɞɚɱɚ 1)? 

16.Ɂɧɚɣɬɢ ɤɪɢɜɭ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ (0;-2), ɚ ɤɭɬɨɜɢɣ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɞɨɪɿɜɧɸє ɨɪɞɢɧɚɬɿ ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ, 
ɡɛɿɥɶɲɟɧɿɣ ɧɚ ɞɜɿ ɨɞɢɧɢɰɿ(ɞɢɜ. [4], ɫ. 149, ɡɚɞɚɱɚ 26). 

 

ȼаɪіаɧɬ 29 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1. 1' 2 yy . 

2. 
21'2 xyyx  ,                          1 0y  . 

3. 1' 
x

y
ey x

y

.                     4. xyy cos4'  . 

5. 
2

1
'

xx

y
y  ,                             1 2y  . 

6.  22 '" yyx  . 

7.   '"
2

yy  ,                                   2
0

3
y  ,       ' 0 1y  . 

8. 6 25 0y y y    . 

9. 16 0,y y    0 1,y   0 1y  . 

10. 2 ,y y y x     0 1,y     0 3y  . 

11. 
23" xxyy  . 

12. xyyy sin2'"  ,                    0 0y  ,   0 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
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13. 

2 ,

4 3 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


14.

 

 

, 0 1,

, 0 0.t

dx
y t x

dt

dy
x e y

dt

   

   


 

 

15. ɒɜɢɞɤɿɫɬɶ ɪɚɞɿɨɚɤɬɢɜɧɨɝɨ ɪɨɡɩɚɞɭ ɩɪɨɩɨɪɰɿɣɧɚ ɤɿɥɶɤɨɫɬɿ ɪɟ-
ɱɨɜɢɧɢ. Ɂɚ ɹɤɢɣ ɱɚɫ ɪɨɡɩɚɞɟɬɶɫɹ ɩɨɥɨɜɢɧɚ ɪɟɱɨɜɢɧɢ (ɞɢɜ. [5], ɫ. 33, 
ɡɚɞɚɱɚ 1.32)? 

16.Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɞɥɹ ɹɤɨʀ ɞɨɜɠɢɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɞɨɬɢɱɧɨʀ 
ɞɨɪɿɜɧɸє ɜɿɞɫɬɚɧɿ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɬɢɧɭ ɰɿєʀ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɡ ɜɿɫɫɸ O x  ɞɨ 
ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ. 

 

ȼаɪіаɧɬ 30 

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɛɨ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 

1.   02  dyxdxy . 

2. xxyy  2' ,                              0 1y  . 

3. 0' yxyx .4. xxtgyy
2cos'  . 

5. 
2

'
x

e
yy

x

 ,                                 1y e . 

6. xyy  '" . 

7. yy  2" ,  0 2y  ,        ' 0 2y  . 

8. 2 5 0y y y    . 

9. 10 25 0,y y y     0 1,y    0 6y  . 

10. 12 12 11,y y y x      0 2,y   0 1y   

11. " ' 2siny y x  . 

12.
x

eyy 54"  ,                        0 1y  ,        ' 0 0y  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɫɢɫɬɟɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ: 
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13.

4 6 ,

2 3 .

dx
x y

dt

dy
x y

dt

  

  


 14.

 

 

, 0 2,

, 0 0.

dx
y x

dt

dy
x y

dt

  

  


 

 

15. ȼ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ є 100 ɥ ɜɨɞɧɨɝɨ ɪɨɡɱɢɧɭ, ɹɤɢɣ ɦɿɫɬɢɬɶ 10 ɤɝ ɫɨɥɿ. 
ɑɢɫɬɚ ɜɨɞɚ ɜɥɢɜɚєɬɶɫɹ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪ ɡ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ  3 ɥ ɡɚ 1 ɯɜ., ɚ ɫɭɦɿɲ 
ɜɢɬɿɤɚє ɡ ɛɨɱɤɢ ɡ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ 2 ɥ ɡɚ 1 ɯɜ., ɩɪɢɱɨɦɭ ɤɨɧɰɟɧɬɪɚɰɿɹ ɪɨɡ-
ɱɢɧɭ ɩɿɞɬɪɢɦɭєɬɶɫɹ ɲɥɹɯɨɦ ɩɟɪɟɦɿɲɭɜɚɧɧɹ. ɋɤɿɥɶɤɢ ɫɨɥɿ ɛɭɞɟ 
ɦɿɫɬɢɬɢɫɹ ɜ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿ ɱɟɪɟɡ 1 ɝɨɞ.(ɞɢɜ. [11], ɫ. 448, ɡɚɞɚɱɚ 8)? 

16.Ʉɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɞɨ ɤɪɢɜɨʀ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ʀʀ ɬɨɱɰɿ ɡɚɞɚ-
ɧɢɣ ɮɭɧɤɰɿєɸ cos x . Ɂɧɚɣɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ 

ɬɨɱɤɭ ;2
2

 
 
 

. 
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