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ВІДШАРУВАННЯ НЕРОЗТЯГЛИВОГО ПІДСИЛЕННЯ ПІД 

НАВАНТАЖЕННЯМ ЗОСЕРЕДЖЕНИХ НЕПЕРЕРВНИХ ТА 

ЦИКЛІЧНИХ СИЛ  

 
Отримано значення робочої довжини підсилення залежно від  

кількості циклів, мінімального та максимального навантаження 

за цикл, енергії відшарування одиниці довжини, міцнісних та пру-

жних характеристик, відстані до прикладених сил. Виконано роз-

рахунки робочої довжини підсилення для окремих значень харак-

теристик композиції та навантаження. 

Ключові слова: підсилення, відшарування, зона передруйнування, 

робоча довжина, кількість циклів. 

 
Основні зусилля спеціалістів у галузі циклічної втоми досі зосере-

джувалися на аналізі тіл з тріщинами, результати яких узагальнено в 
низці монографій. Серед підходів найефективнішими виявилися енер-
гетичні, в основу яких покладено, що дисипація енергії пластичного 
деформування у зоні передруйнування біля вершини тріщини дорів-
нює енергії руйнування на розраховуваній ділянці. З огляду на вищий 
рівень концентрації напружень поблизу підсилень та особливості роз-
поділу поблизу них полів напружень, процеси деформування та руй-
нування у таких композиціях мають істотні відмінності від аналогіч-
них явищ у тілах з тріщинами.  

Огляд досліджень. Поля напружень і переміщень в околі підси-
лень чи чужорідних включень вивчалися в широкому колі праць, їх 
подання за сталого навантаження вперше опубліковано в працях [1-3], 
а повний огляд досліджень виконано в монографії Г. Сулима [4]. Спі-
льною рисою отриманих суто пружних розв’язків є механічно некоре-
ктна коренева сингулярність напружень в околі вершин неодноріднос-
ті. Дотичні напруження xyσ~  на нерозтягливому підсиленні та норма-

льні yyσ~  на його продовженні (рис. 1, a) містять в околах вершини ко-

реневі сингулярності. Тут і дальше ijσ  – компоненти тензора напру-

жень, ∗≡ sijij τσσ~  – їх знерозмірені значення; параметр ∗
sτ  трактуємо 

як технічну зсувну міцність межі поділу з урахуванням її структурних 
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недосконалостей чи за пластичного деформування – як зсувний поріг 
пластичності. 

Внаслідок неоднорідності напруженого стану біля підсилень слід 
очікувати [3; 5] більших пластичних деформацій, порушення адгезій-
них зв’язків, розпушення, нелінійного деформування. Дослідні дані 
свідчать (див., напр., [6; 7]), що пластичне течіння починається біля 
кутів на торцях підсилення і зі збільшенням навантаження поширю-
ється уздовж поверхні поділу до його центральної частини. Це підтве-
рджують оптичні [8] та мікролазерні [9] дослідження полів напружень 
біля армувальних елементів. Аналітичні розв’язки плоских задач з ло-
калізованими тонкими зонами передруйнування отримано в працях 
[10-13]. Особливість напружень в околі вершин у цих розв’язках змі-
нилася із кореневої на логарифмічну, що є певним покращенням фізи-
чної адекватності моделі: дотичні напруження в околі вершини підси-
лення мають розрив першого роду (рис. 1, b), а нормальні – логариф-
мічну сингулярність.  

В працях [14-16] математична модель деформування тіла з підси-
ленням передбачає двофазну зону передруйнування, яка складається з 
спричиненого високою концентрацією пружних напружень ділянки 
розпушення та області пластичного зсуву чи адгезії. Це дало змогу 
отримати вищий рівень фізичної адекватності моделі та уникнути вна-
слідок цього сингулярності напружень в околах вершин підсилення, 
отримавши природним чином (рис. 1, c) в усіх точках композиції ме-
ханічно коректні обмежені напруження. У межах цієї концепції для 
аналізу гранично рівноважного стану використано відомі [17] поло-

ження cδ -моделі. Прийнята схема і результати за нею узгоджуються 

як з експериментальними даними [18; 6] так і чисельним експеримен-
том [19–21] на основі методу скінченних елементів. Результати дали 
можливість виявити [15; 16] два найбільш очікуваних механізми лока-
льного руйнування залежно від механічних та міцнісних характерис-
тик: розрив підсилення або його відшарування від матриці. Аналізу 
особливостей втомного відшарування високомодульного включення 
стосуються праці [22-25].  
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Рис. 1. Контактні дотичні xyσ~  і нормальні yyσ~  напруження на межі уздовж 

правої половини [0;1] та продовженні підсилення за розтягу ( )=∗
sq τ2 0,25: 

(a) – за пружним розв’язком; (b) – за результатами [10; 13]; (c) – двофазна  
[14; 15] зона передруйнування 
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Постановка задачі. Розглядаємо в умовах плоскої задачі компози-
цію з пружнопластичної матриці та лінійного підсилення завдовжки 

a2  ( *22 craa < ), віднесену до системи координат xOy  (рис. 2, а). Об-

меження на довжину підсилення виключає можливість його руйнуван-
ня способом розриву. Композиція навантажена у точках lx ±= , =y 0 

зосередженими циклічними силами tQQQ ωsin0 ∆+=  ( 0≥Q ) на про-

довженні лінії підсилення, ω  – кругова частота. Впливом зон неліній-
ності біля точок прикладання сил нехтуємо, що допустимо при достат-
ньому їх віддаленні від кінців підсилення. Вважаємо, що інерційні та 
теплотворні ефекти неістотні. 

 
Приймаємо, що за певної комбінації значень величини амплітуди та 

числа циклів навантаження підсилення відшаровується від матриці 
способом розвитку в околах його вершин тріщин ковзання вздовж ме-
жі розділу за механізмом поперечного зсуву. Довжину підсилення без 
відшарованих на кінцях частин позначаємо через wra2  і називаємо ро-

бочою довжиною підсилення (рис. 2, б). Коефіцієнт тертя на ділянках 

axaL wr ≤<≈2 ,  де відбулося розшарування приймаємо рівним нулю. 

Необхідно знайти (рис. 2, b) аналітичні залежності зміни робочої 

довжини підсилення ( )lGQQnaa swrwr ,,,,,, maxmin ντ ∗=  у залежності від 

кількості циклів n , мінімального minQ  та максимального maxQ  наван-
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Рис. 2. Схема відшарування підсилення 
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таження за цикл, енергії відшарування одиниці довжини ∗
τγ , міцнісної 

∗
sτ  та пружних G  ,ν  характеристик, відстані до точок прикладання 

сил l . Отримані в підсумку розрахункові формули будуть справедли-
вими при допущенні суперпозиції зовнішніх силових, температурних 
та інших чинників. 

Навантаження стале. Спочатку розглядаємо відповідну крайову 
задачу для композиції з підсиленням ( aawr = ) за дії сталих зосере-

джених сил Q , крайові умови якої формулюємо наступним чином. На 

проміжку wrcxL ≤≈1  ( )ccwr =  підсилення бездефектно зв’язане з 

матрицею і тому поздовжні деформації там відсутні: 
 ( ) ( )0 0 Lxxxu ∈=∂∂ .    (1) 

У зонах передруйнування дотичні напруження досягають свого грани-
чного значення 

 ( ) ( ) ( )1     )(sign Lxxxx sxyxy ∈=−= ∗−+ τσσ .  (2) 

Умова неперервності напружень в околах вершин зон передруйнуван-
ня  

  ( ) ( )0  0, -cxx wrsxy →→ ∗τσ .  (3) 

Для розв’язування задачі (1)–(3) використовуємо відомі [1] подання 
Колосова – Мусхелішвілі для напружень і деформацій: 

 ( )zyyxx Φ=+ Re4σσ , ( ) ( ) ( ) ( )zzzzzi xyyy Φ′−+Φ−Φ=− κσσ ,  (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( )zzzzxixuG Φ′−−Φ=+ Re22 κ∂∂ν∂∂ , iyxz += ,  (5) 

νκ 43−=  для плоскої деформації та ( ) ( )ννκ +−= 13  за умов плоско-

го напруженого стану. 
Функцію напружень ( )zΦ  знайдемо після підстановки формул (4), 

(5) у крайові умови (1)–(3) та розв’язання відповідної задачі спряження 
з кусково неперервними коефіцієнтами: 

 ( )
( )

( )wrwr
s cazz ,,ln

1
1Γ+

=Φ
∗

κπ
τ

, (6) 

  ( ) ( ) ( )[ ]zzcaz wrwr
−+=Γ ξξ,,1 , ( ) 2222

wrwrwrwr cazczaz −±−=±ξ , 

  0ln
2

22
22 =

−+
−−

∗
wr

wrwrwr
wr

s c

caa
cl

Q

τ
. (7) 
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Формули (4)–(7) цілком описують поля напружень та деформацій у ті-
лі з підсиленням за заданим навантаженням і дають можливість дослі-
дити умови його руйнування. Рівняння (7), отримане із забезпечення 
умови (3), описує зв’язок між довжиною зон передруйнування, наван-
таженням, відстанню до прикладених сил.  

В зонах передруйнування відбуваються зміщення точок матеріалу 
матриці стосовно підсилення, які згідно (5), (7) визначаються за фор-
мулою  

 ( )
( )

( ){ ( )},,,,,
1

, 12 wrwrwrwrwr
s

wr caxxcaxa
G

l
axu Γ+Γ

+
=

∗

κπ
κτ

 wrwr axc ≤≤ ,  (8) 

( ) ( ) ( )[ ]xxcax wrwr
−+=Γ ηηln,,2 , ( ) 2222

wrwrwr cxcax −±−=±η . 

Їх найбільші значення досягаються в околах вершин ( wrax ±= )  

 ( ) ( )
( ) wr

wrwrs

ax
wrwr

c

a

G

a
axuau

wr

ln
1

2
,lim

*

+
==

→ κπ
κτ

.  (9) 

При досягненні максимальними переміщеннями ( )wrau  певної гранич-

ної межі с2δ  настає можливість розшарування, тобто втрати зв’язку 

між підсиленням та матрицею. Розшарування визначаємо як процес 
переходу точок області ослаблених зв’язків в область розірваних 
зв’язків, умовою якого приймається рівність 

 ( ) cwrau 2δ= . (10) 

Відшарування за неперервного навантаження. Для побудови рі-
вняння відшарування підсилення використовуємо енергетичний кри-
терій, який передбачає існування критичного значення енергії fW , не-

обхідної для того, щоб робоча довжина підсилення зменшилася на 
одиницю довжини. Тоді для зменшення робочої довжини підсилення 

wra  на величину wraδ  дисипація енергії повинна досягти значення 

wrff aW δγη τ
∗= 1 : 

fWW = , 

де ∗
fτγ – густина енергії відшарування; 1η  – поправковий коефіцієнт. 

При зменшенні робочої довжини на деяку малу величину wraδ  напру-

ження на відповідному переміщенні виконають роботу  

 ( ) ( ) ( )[ ]∫
−

−−

−+−=
wrwr

wrwr

aa

ada

wrwrwrxy dxQaxuQQaaxuxW

δ

δ

δδσ ,,,,2 , 
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де wrwr cad −= . За схемою [24] подамо функцію ( )wrwr aaxu δ−,  у ви-

гляді ряду Тейлора за степенями wraδ , знехтуємо доданками порядку 

( )2wraδ  та спрямуємо wraδ  до нуля, вважаючи параметр wra  залежним 

від навантаження. Тоді отримаємо, що 

 
( ) ( )

wr

wrwr
wrs

a

c

wr

wr
s

da

Qaadu
adx

x

Qaxu
x

da

d
W

wr

wr

,,
2

,,
2 ∗∗ −= ∫ τ

∂
∂

τ . (11) 

Перетворимо рівняння (11), використовуючи поданий вище розв’язок 
(4)–(8). Трансцендентне щодо довжини смуг wrwr ca −  рівняння (7) по-

дамо в неявному вигляді  

( ) ( )[ ] 0
~

,
~

,
~

21 =QQQf ϕϕ , 

де ( ) lcQ wr=
~

1ϕ , ( ) wralQ =
~

2ϕ , ( )wrsaQQ *2
~

τ= , при цьому 

( ) ( ) wrwr acQQ =⋅
~~

21 ϕϕ . Тоді згідно формули (11) 

 ( ) ( )( ) ( ) ∗∗∗ =+ fwrwrswr
wr

s QaauaQQR
da

d
τγητϕϕτ 121

~
,,2,

~
,

~
2 ,  (12) 

де  ( ) ( )( )
( )

( )[ ( ) 
−+

+
=

∗
2

2
2

1121

2

21 1
~

ln2
1

,
~

,
~

ϕϕϕϕ
κπ
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ϕϕ Qs

G

a
aQQR wrs

wr , 

wrwrwrwr da

Qd

Q

R
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Qd

Q

R
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R

da

dR
~

~

~

~
2

2

1
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2
2

1
2

1

1
2

2
2

1
2

2
2

12

1 1
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ϕϕϕ

ϕϕϕϕ

∂ϕ
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=
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R
wr , ( )Q

~
11 ϕϕ = , ( )Q

~
22 ϕϕ = , 

( )
( )

( )2
2

2
1

2
2

1
2

2
2

1
2

2
2

1
2

2 1

~
1

1 ϕϕϕ

ϕϕϕϕ

κπ
κτ

∂ϕ
∂

−

−−

+
=

∗ Qs

G

aR wrs , 

( ) ( )












 −+= 21

2
2

2
11 11ln

~
ϕϕϕϕQs , ( ) ( ) 2

2
2

1
2

11
2

12 1
~

1
~

ϕϕϕϕ −−−= QsQs . 

Після відносно громіздких перетворень з формули (12) отримуємо, що 

 
( )

( ) ( )
( ) ∗

∗

=








+
+

s

f

wr

wr

da

Qd

C

B
A

G

a

τ

γη
π
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ϕ
ϕϕ

κ
κ τ1

211

211

2
211

~

,

,1
,2

1
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де ( ) ( ) ( ) 2
2

2
1121211 1

~
ln, ϕϕϕϕϕϕ −+= QsA ,  
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( ) ( )( ) ( ) 





 −−−−= 2

2
2

11
2

2
2

112
2

1211
~

1
~

1, ϕϕϕϕϕϕϕϕ QsQsB ,  

( ) ( ) 2
112211 1

~
, ϕϕϕϕ −= QsC . 

Звідси шуканий зв’язок між робочою довжиною підсилення та наван-
таженням подаємо у вигляді задачі Коші для диференціального рів-
няння першого порядку:  

 ( )211 ,~ ϕϕR
Qd

dawr = ,   ( ) 00
~

aQawr == , (13) 

де ( ) ( )
( ) ( )( )2112112

211
211

,21,

,
,

ϕϕπκκϕϕϕ

ϕϕπκ
ϕϕ

AagC

Bag
R

wrc

wrc

−+
= , 

 ( ) ( )∗∗≡ fsc Gg τγηπτ 1
22

, 0a  – початкова робоча довжина підсилення. 

Відшарування за циклічного навантаження. Диференціальне рі-
вняння задачі Коші (13) використаємо для розв’язання задачі про від-
шарування підсилення за циклічного навантаження, нехтуючи впли-
вом залишкових напружень. Приймаємо, що відшарування відбуваєть-
ся під час кожного періоду навантаження, а під час розвантаження йо-
го робоча довжина не змінюється.  

Рівняння (13) описує відшарування підсилення протягом одного 

циклу. Інтегруючи його від мінімального min
~
Q  до максимального max

~
Q  

навантаження та вважаючи параметр wra  сталим упродовж одного 

циклу, отримуємо зменшення робочої довжини підсилення протягом 
одного циклу на 

 ( )∫=∆
max

min

~

~
211

~
,

Q

Q

wr QdRa ϕϕ . 

Звідси швидкість відшаровування підсилення подається виразом 

 ( ) ( )wr

Q

Q

wr aQQRQdR
dn

da
 ,

~
 ,

~~
, minmax2

~

~
211

max

min

≡= ∫ ϕϕ ,  (14) 

де n  – кількість циклів навантаження. Після інтегрування залежність 
між робочою довжиною підсилення та кількістю циклів  

 ( )∫=
na

a wr

wr

aQQR

da
n

0

 ,
~

 ,
~

minmax2

 ,  (15) 

де 0a  – початкове значення параметра wra ; na  – значення параметра 
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wra  через n  кількість циклів. Формула (15) описує шукану залежність 

між робочою wra  довжиною підсилення та кількістю циклів наванта-

ження. Швидкість відшарування (рис. 3) істотно залежить як від поча-
ткової довжини підсилення, так і максимального навантаження за 
цикл. При цьому повного відшарування не відбувається, в середній ча-
стині підсилення завжди за умов задачі залишається зв’язаним з мат-
рицею. Чим менша початкова робоча довжина підсилення, тим повіль-
ніше (рис. 3, b) проходить розшарування. 

  

  

 
 

Висновки. Запропоновано розрахункову модель відшарування 
тонкого нерозтягливого підсилення від матеріалу матриці. 
Cформульовано постановку та отримано аналітичний розв’язок задачі 
відшарування підсилення за неперервного (описується задачею Коші 
для диференціального рівняння першого порядку) та циклічного (нелі-
нійним рівнянням) силового навантаження.  

Рис. 3. Робоча (a) та відносна (b) довжини підсилення 

0/%100~ aaa wrwr ⋅=  залежно від числа n  циклів навантаження: 

1,0
~

min =Q , 2,0
~

max =Q , =κ 2,2, =cg 1, =l 2; 1 – =0a 1, 2 – =0a 0,5 
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Для заданого фіксованого навантаження за цикл та наперед відомій 
кількості циклів завжди можна підібрати довжину підсилення чи його 
характеристики таким чином, щоб відшарування не перевищувало за-
даного наперед значення (чи не відбувалося).  

Отримані співвідношення необхідні в експериментальній механіці 
руйнування композитів. При відомих довжині підсилення, пружних та 
міцнісних параметрах композиції, мінімальному та максимальному на-
вантаженнях за цикл за отриманими формулами можна оцінити робочу 
довжину підсилення чи її значення у відношенні до початкової через 
задану кількість циклів навантаження. 
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SEPARATION OF THE INEXTENSIBLE LINE REINFORCEMENT 

UNDER LOADING OF CONCENTRATED CONTINUOUS AND 

CYCLICAL FORCES 

 

The value of working length of strengthening depending on the amount 

of cycles, minimum and maximal loading for a cycle, energy for 

separation, strength and elastic rates, distance to applied forces are 

obtained. The calculations of working length for some data cases of 

composition and load are made. 
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ОТСЛОЕНИЕ НЕРАСТЯЖИМОГО ПОДКРЕПЛЕНИЯ ПРИ 

НАГРУЗКЕ СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ НЕПРЕРЫВНЫМИ И 

ЦИКЛИЧЕСКИМИ СИЛАМИ  

 

Получено значение рабочей длины подкрепления в зависимости от 

количества циклов, минимальной и максимальной нагрузки за 

цикл, энергии отслаивания единицы длины подкрепления, проч-

ностных и упругих характеристик матрицы, расстояния к прила-

гаемым силам. Выполнены расчеты рабочей длины для отдель-

ных значений характеристик композиции и нагрузки.  

Ключевые слова: подкрепление, отслоение, зона предразрушения, 

рабочая длина, количество циклов. 
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