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ОСНОВНІ ТЕОРЕТИЧНІ ПОЛОЖЕННЯ 
 
1. Вибір типу формули 
 
Важливим завданням геодезії та природознавства загалом є описування 

законів природних явищ. Засобом для цього є накопичення результатів 
спостережень та вираження за ними закономірностей перебігу явищ. Таке 
завдання важливе з огляду на те, що встановлення законів явищ дозволяє 
передбачати їх перебіг на визначену перспективу. 

З іншого боку, геодезична теорія і практика тісно пов’язана з різними 
дослідженнями в польових та лабораторних умовах. Виходячи з результатів 
досліджень і теоретичних передумов, часто використовуються стандартні 
формули, які виражають загальні закономірності досліджуваних явищ та 
процесів. Ці формули можуть містити відомі константи, які залишаються 
сталими з перебігом експерименту, а також змінні параметри, котрі є сталими 
лише в умовах даного експерименту. В таких випадках співвідношення між 
незалежною змінною величиною, яка описує явище, і функцією змінних 
параметрів та констант може представлятись закономірністю, яка виражена 
математично. Така закономірність може бути числовою та функціональною. 

В обох випадках результати вимірів чи спостережень ix  та iy  деяких 

величин X та Y  завжди виражають дискретним числом значень ),1( nin = .  

Допустимо, що величина Y залежить від величини X і потрібно за 
наявними результатами знайти функцію )(XFY = , яка описувала б їх 

залежність. Така задача надзвичайно складна. Теоретично складно 
побудувати загальну однозначну формулу залежності величин. Тому задача 
описування результатів спостережень величин розглядається як задача 
складання табличної функції, яку потрібно апроксимувати деякою 
функціональною залежністю у тій чи іншій аналітичній формі. 

В природі не існує простих зв’язків тільки між двома величинами. Як 
правило, кожна величина залежить від низки інших величин. Задача пошуку 
зв’язку двох величин виникає за умов, що впливом на величину у інших 
аргументів можна нехтувати, або вони зберігають сталі (хоча б приблизно) 
значення під час експерименту. Перша умова означає, що сумарна похибка 
впливу знехтуваних величин несуттєва порівняно з точністю результатів 
спостережень і не позначається на точності функції. Друга умова передбачає, 
що інші аргументи входять до функціональної залежності як сталі параметри. 

Задача пошуку закономірностей у табличній функції не може забезпечити 
значення функції при довільних значеннях аргументів, оскільки не 
встановлює універсальної закономірності досліджуваного явища протягом 
усього його перебігу. Встановлена функція діє лише для тих значень 
аргументу, які містяться у таблиці. Коли потрібно визначити приблизні 
значення функції за значеннями аргументів, які відсутні у таблиці, але не 
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виходять за межі табуляції, то розв’язується задача інтерполяції. За своєю 
суттю задачі апроксимації табличних значень функціональною залежністю та 
інтерполяції у межах табуляції тотожні і мають на меті побудову емпіричних 
функцій або емпіричних формул. Емпіричною формулою називають всяку 
функцію, яка наближує табличну функцію, отриману з результатів 
спостережень. В геодезичній практиці побудову емпіричних формул 
здійснюють способом найменших квадратів. 

Визначення значень емпіричної формули поза межами табуляції функції 
називають екстраполяцією. Для використання емпіричної формули на усьому 
проміжку перебігу процесу відносно значень аргументу, які знаходяться поза 
межами експерименту, формальних підстав не існує. Тому екстраполяція 
може мати наслідком хибні висновки. Однак практика застосування 
емпіричних формул поза межами експериментів, підтверджена додатковими 
дослідженнями, показує їх значимість і часто забезпечує вагомі результати. 

Задача побудови емпіричних формул вимагає дотримання двох умов. По-
перше, потрібно вибрати аналітичну структуру функції, якою 
здійснюватиметься наближення табличної емпіричної функції. По-друге, 
потрібно визначитись з критерієм оптимальності описування результатів 
експерименту різними функціями. 

У всіх випадках, коли потрібно побудувати емпіричну формулу, 
попередньо викреслюють в прямокутній системі координат графік 
емпіричної таблиці. Точки на графіку покажуть певне розсіювання. 
Випадкові відхилення від явної чи припустимої закономірності розташування 
точок обумовлені похибками вимірів чи спостережень, якими завжди 
обтяжені всякі дослідження. Порівняння виявленої закономірності з різними 
кривими, рівняння яких відомі, дає підстави сформувати загальні уявлення 
про можливий тип емпіричної формули. Загалом закономірності перебігу 
природних явищ характеризуються однією з трьох основних залежностей: 
степеневою, показниковою, гармонічною. 

Загальна формула степеневої функції має вигляд 
nhxmky )( −=− . 

Якщо п = 1, то формула відповідає прямій лінії 
bmxy += . 

Якщо п > 0, то рівняння належить до параболічного типу з вершиною в точці 
(h, k). Сюди відносять часткові формули  

bmxy n +=  

та поліноми степені п 
n

n xaxaxaay ++++= K
2

210 . 

Якщо п < 0, то формула належить до гіперболічного типу 
nhxmky −−=− )(  

з центром у точці (h, k). До цього типу відносяться часткові формули 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 5

b
x

a
y

n
+= ; aybxxy += . 

Остання формула перетворюється до вигляду 

1=+
y

b

x

a . 

Показникова залежність виражається формулою 
kxaby = . 

Можлива також комбінація останніх двох типів формул вигляду 
nkxaby = . 

Гармонічній залежності відповідає, наприклад, формула 
)sin( Bnxay += . 

Якщо розташування геометричного місця точок на графіку емпіричної 
таблиці показує лінійну залежність, то в найпростіших випадках типом 
емпіричної формули можна приймати рівняння прямої. Якщо розташування 
точок показує більш складну залежність, то доцільно обрати поліноміальний 
тип функції. Теоретично вважається, що через будь-яке число точок з 

координатами ix  та iy  ),1( ni =  завжди можна провести криву, яка 

аналітично виражається поліномом степені п – 1. Така крива буде проходити 
через кожну із сукупності точок. Однак вона не виражатиме закономірності 
їх розташування і такий підхід не забезпечить досягнення поставленої мети. 
Адже випадкове розташування точок на графіку віддзеркалює статистичний 
розподіл результатів експерименту. Згладити випадкові відхилення і 
виразити загальний характер і тенденції залежності у від х можна за 
принципом найменших квадратів. 

 
2. Апроксимація функцій за результатами вимірів 
 
Нехай за результатами експерименту фізичні величини X та Y набули 

значень );( ii yx ; ni ,1= ; −n число вимірів чи спостережень. Точність 

результатів iy  характеризують середні квадратичні похибки im . Необхідно 

виконати апроксимацію емпіричних даних і визначити оптимальну 
емпіричну формулу. 

 
2.1. Імовірнісне обґрунтування вирішення задачі 
Допустимо, що істинну залежність Y  від X  виражає формула 
 

)(XFY = ,    (1) 
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а похибки вимірів im  і результати iy  підпорядковані нормальному законові 

розподілу. Якщо виміри рівноточні, то mmmm n ==== K21 . Тоді для 

функції щільності нормально розподіленої величини Y  одержимо: 
[ ]

2

2

2

)(

2

1
)( m

xFy

ii

ii

e
m

yf

−
−

=
π

.   (2) 

В такій постановці задачі величини im  ідентифікуються як середні 

квадратичні відхилення (стандарти), а )( ixF  - математичні очікування 

результатів iy . З метою забезпечення істинності умови (1) ймовірність 

сукупності результатів iy  має бути найбільшою. Для цього абсолютне 

значення показника степені у функції щільності (2) повинно бути 

найменшим. У межах проведеного експерименту const
m

=
22

1 . Отже, 

( ) [ ]∑
=

==−
n

i

ii xFy
1

22 min)( θ .  (3) 

Для нерівноточних результатів iy  з урахуванням зв’язку (3) середньої 

квадратичної похибки m та ваги р, отримаємо: 

( ) [ ]∑
=

==−
n

i

iii pxFyp
1

22 min)( θ .  (4) 

Різниці iii xFy θ=− )(  виражають істинні похибки результатів iy .  

Тож рішення поставленої задачі зводиться до визначення поправок 

iii yxFv −= )( ,   (5) 

які мають ліквідовувати наявні похибки. З іншого боку, величини iv  

посвідчують відхилення результатів експерименту iy  і відповідних значень 

функції (1). Використані у рамках того чи іншого чисельного критерію, тим 

самим відхилення iv  забезпечать встановлення оптимального аналітичного 

вираження та параметрів функції (1).  
Отже, умови (3) та (4) набувають вигляду  

min][ 2 =v     (6) 

або загалом 

min][ 2 =pv .    (7) 

Формули (6) і (7) є математичним вираженням принципу найменших 
квадратів. Отже, ці умови є основою вирішення поставленого завдання. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 7

2.2. Вираження залежності у загальному вигляді 

Будь-яка функція (1) містить сукупність постійних параметрів jc  

( kj ,1= ), значення яких апріорі невідомі. Тому загалом існуючу 

закономірність перебігу експерименту виражає функція 

),,;( 1 kccXFY K= .   (8) 

Співвідношення змінної X з параметрами jc  визначають характер 

аналітичного вираження залежності Y  від X . Якщо значеннями параметрів 

jc  сформувати матрицю 
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k
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1

1
, а результати iy  звести до матриці 
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n

n

y

y
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L
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1

1
, то залежність (8) набуває вигляду 

11 ×××
⋅=

kknn
cAY .    (9) 

Тут 
kn

A
×

- матриця коефіцієнтів, які залежать від аналітичного вираження 

залежності (8) і значень змінної X. Наприклад, якщо попередньо встановлено, 

що залежність виражається лінійною функцією 21 cXcY += , то 
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. При параболічній залежності загального вигляду 

k

k

k cXcXcXcY ++++= −
−

1
1

2
21 K  матриця формується коефіцієнтами 
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. Тут потрібно брати до уваги зв’язок числа 
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параметрів jc  і степені поліному m : 1+= mk . Якщо функціональна 

залежність Y  від сукупності величин )1,1( −= kiX i  має вигляд 

kkk cXcXcXcY ++++= −− 112211 K , то одержимо матрицю коефіцієнтів 
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−

−

−

×

1

1

1

1,21

1,22221

1,11211

knnn

k

k

kn

xxx

xxx

xxx

A

L

LLLLL

L

L

. Загалом, користуючись різними системами 

координат з функціональними шкалами на осях, нелінійні рівняння можна 
перетворити в лінійні і представити у формі (9). Так, рівняння 

2
2

1 cXcY +=  заміною змінної 2XU =  перетворюється до лінійного 

вигляду 21 cUcY += . Такого ж вигляду набуває рівняння 2
1 c

X

c
Y +=  

після підстановки 
X

U
1

= . Рівняння YcXcXY 21 +=  діленням на XY  і 

заміною змінних 
X

U
1

=  та 
Y

V
1

=  перетворюється до вигляду 

UcVc 211 += . Часто такого типу перетворення зручно виконувати шляхом 

логарифмування нелінійних функцій. Наприклад, рівняння 
nhXmkY )( −=−  після логарифмування )lg(lg)lg( hXnmkY −+=−  

та підстановки )lg( kYV −=  та )lg( hXU −=  перетворюється у 

рівняння mnUV lg+= ; показникова функція kXabY =  набуває 

лінійного вигляду abkXY lglglg +=  тощо. 

 
2.3. Визначення параметрів апроксимуючої функції 
Враховуючи (8), рівняння поправок (5) набувають вигляду 

ikii yccxFv −= ),,;( 1 K ,   (10) 

а завдання визначення чисельних значень невідомих параметрів jc  під 

умовою (7) (а в підсумку – побудови емпіричної формули) зводиться до 
розв’язування системи рівнянь 

0=












∂
∂

jc

v
pv .                                          (11) 
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Чисельні значення частинних похідних 

ij

j

i a
c

v
=











∂

∂

o

    (12) 

можна встановити за результатами експерименту ix . Диференціювання 

рівнянь поправок (10) показує, що значення ija  - це елементи матриці 

коефіцієнтів 
kn

A
×

 рівняння (9). Тепер система рівнянь (11) набуває вигляду 

0][ =vpa j     (13) 

або у матричній формі 

0
1
=⋅⋅

××× nnnnk

T VPA .    (14) 

Тут 



















=
×

n

n

v

v

v

V
L

2

1

1
 - матриця поправок; 



















=
×

n

nn

p

p

p

P

L

LLLL

L

L

00

00

00

2

1

- діагональна 

вагова матриця, яка формується за середніми квадратичними похибками im  

на основі формули (3). Якщо умови рівнянь (13) чи (14) будуть дотримані, 
тим самим буде забезпечена вимога мінімуму (7). 

Складемо рівняння поправок (10) у матричній формі, залучивши 
відповідну форму функції (9): 

111 ××××
−⋅=

nkknn
YcAV .   (15) 

Підстановка його в (14) зумовлює рівняння 

0
11
=⋅⋅−⋅⋅⋅

××××××× nnn

T

nkkknnn

T

nk
YPAcAPA .  (16) 

В теорії способу найменших квадратів такого типу рівняння називають 

нормальними рівняннями з коефіцієнтами 
kkknnn

T

nk
NAPA
××××

=⋅⋅  і вільними 

членами 
11 ××××

=⋅⋅
knnn

T

nk
LYPA . Якщо результати експерименту iy  рівноточні, то 

їх ваги =ip 1, і вагова матриця перетворюється в одиничну: 
nnnn

EP
××

= . 

Тоді нормальне рівняння має вигляд 

0
11
=⋅−⋅⋅

××××× n

T

nkkkn

T

nk
YAcAA ,   (17) 

де 
kkkn

T

nk
NAA
×××

=⋅  і 
11 ×××

=⋅
kn

T

nk
LYA .  
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Таким чином, незалежно від умов експерименту з урахуванням точності 
його результатів маємо нормальне рівняння загального вигляду 

0
11
=−⋅

××× kkkk
LcN .    (18) 

Розв’язок рівняння 

11 ×××
⋅=

kkkk
LQc ,    (19) 

де −=
×

−

× kkkk

NQ 1 обернена матриця, забезпечує значення найбільш 

оптимальних з точки зору вимоги (7) параметрів jc , які відповідають 

емпіричній формулі (9) обраної аналітичної структури в умовах проведеного 
експерименту. 

Однозначний розв’язок (19) можливий виключно за умови 
nk < .     (20) 

 
2.4. Апроксимація лінійної функції 
Нехай залежність (9) виражає лінійна функція 

21 cXcY +=     (21) 

з матрицею коефіцієнтів 



















=
×

1

1

1

2

1

2

n

n

x

x

x

A
LL

, а результати iy  рівноточні. 

Нормальне рівняння (17) для функції (21) у розгорнутому вигляді 
розкриває систему двох рівнянь:  



















×







=








×



















×








n

n

n

n

y

y

y

xxx

c

c

x

x

x

xxx

LL

L

LLL

L 2

1

21

2

12

1

21

111

1

1

1

111
; 

 









=








×









][

][

][

][][

2

1
2

y

xy

c

c

nx

xx
; 

 





=⋅+⋅

=⋅+⋅

][][

][][][

21

21
2

ycncx

xycxcx
.          (22) 
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Розділивши рівняння на n , переходимо до системи такого вигляду: 










=+

=+

n

y
cc

n

x
n

xy
c

n

x
c

n

x

][][

][][][

21

21

2

          (23) 

або 





=+⋅

=⋅+⋅ ∗∗

YccX

XYcXcX
~~

][
~

][

21

1,1212 αα
,          (24) 

 

де ][
~

1 XX ∗=α , ][
~

1 YY ∗=α , ][2 X∗α , ][1,1 XY∗α  - початкові статистичні 

моменти. З другого рівняння утвореної системи виражаємо невідомий 

параметр 2c  

12

~~
cXYc ⋅−=    (25) 

і одержаний вираз підставляємо до першого рівняння: 

( ) ][
~~~

][ 1,1112 XYcXYXcX ∗∗ =⋅−+⋅ αα ; 

 

2
2

1,1
1 ~

][

~~
][

XX

YXXY
c

−

⋅−
=

∗

∗

α

α
.   (26) 

Рівняння (25) та (26) забезпечують однозначний розв’язок завдання 
апроксимації експериментальних даних, яке є найбільш оптимальним з точки 
зору принципу найменших квадратів для лінійної залежності (21). 

В математичній статистиці існують співвідношення, які виражають 
зв’язок початкових і центральних моментів такого вигляду: 

][][][][ 1,1111,1 XYYXXY ∗∗∗∗ =⋅− µααα ; 

 

( ) ][][][ 2

2

12 XXX ∗∗∗ =− µαα . 

Другий змішаний центральний момент ][1,1 XY∗µ  називається кореляційним 

моментом: 

n

YyXx

KXY

n

i

ii

yx

∑
=∗∗

−−

== 1
,1,1

)~)(~(

][µ . 

Другий центральний момент 
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n

Xx

DX

n

i

i

x

∑
=∗∗

−
== 1

2

2

)
~

(
][µ  

виражає дисперсію величини X . Якщо врахувати, що для величини Y  

n

Yy

DY

n

i

i

y

∑
=∗∗

−
== 1

2

2

)
~

(

][µ , 

то за центральними моментами можна виразити статистичний коефіцієнт 
кореляції 

∗∗

∗
∗

⋅
=

yx

yx

yx

DD

K
r

,
, . 

Наведені тут статистичні співвідношення дають можливість розкрити за 

ними невідомий параметр 1c : 

∗

∗

∗
∗

∗

==
x

y

yx

x

yx

D

D
r

D

K
c ,

,
1 .   (27) 

Формула (27) виражає коефіцієнт регресії Y  на X : 1/ cxy =ρ . Враховуючи 

формулу (25),  лінійна залежність (21) тепер виразиться рівнянням 

XYXY xyxy

~~
// ρρ −+=  

або 

( )XXYY xy

~~
/ −=− ρ .   (28) 

Рівняння (28) називають рівнянням регресії Y  на X . Співвідношення 

ϕρ tg
XX

YY
xy ==

−

−
/~

~
   (29) 

виражає кутовий коефіцієнт прямої, яка відповідає рівнянням (21) чи (28). 

Отже, завдання визначення параметрів 1c  та 2c  математично тотожне 

завданню побудови рівняння регресії. Однак за суттю завдання різняться, 
адже наявність функціональної залежності передбачає, що коефіцієнт 

кореляції 1, ±=∗
yxr . Говорити про встановлення функціонального зв’язку 

між величинами X  та Y  за результатами експерименту немає жодних 
підстав. Це є наслідком того, що результати вимірів обтяжені похибками. 
Тому апроксимація експериментальних даних забезпечує хоча й однозначне, 
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проте наближене розв’язання завдання вираження закономірності перебігу 
експерименту обраним типом функціональної залежності. 

Метод найменших квадратів призначений для розв’язання системи 
лінійних вхідних рівнянь. Тому його пряме застосування в задачі 
апроксимації так, як це розкрито раніше, можливе тільки для вираження 
лінійних залежностей і залежностей параболічного типу у вигляді поліномів 
заданої степені. При апроксимації нелінійних функцій (крім поліномів) їх 
потрібно перетворювати до лінійного вигляду.  Перетворення нелінійних 
рівнянь до лінійного вигляду називають лінеаризацією. Можна виділити два 
способи лінеаризації. 

Перший спосіб, досить простий, полягає в такій заміні змінних, щоб після 
відповідних підстановок функції були лінійними відносно нових змінних. До 
цього способу також відносять лінеаризацію шляхом логарифмування 
нелінійних функцій. Деякі типові приклади такого роду заміни змінних були 
розкриті раніше. Перетворення нелінійних функцій таким способом дозволяє 
виразити їх лінійною формою (9). 

Розв’язок системи лінійних рівнянь методом найменших квадратів 
забезпечує визначення новоутворених змінних. За ними потім виражають 
невідомі параметри нелінійної функції відповідно до проведеної на початку 
заміни змінних. Однак практично застосувати такий простий спосіб 
лінеаризації вдається не завжди. Тоді використовують другий спосіб, 
загальний, який підходить для функцій будь-якого типу. Цей спосіб 
зводиться до лінеаризації нелінійної функції шляхом розкладання у ряд 
Тейлора. Обидва декларованих способи апроксимації нелінійних функцій не 
є предметом вивчення у межах цієї теми. 

 
3. Оцінка точності за результатами апроксимації 
 
Алгоритм розв’язання задачі побудови емпіричних формул аналогічний 

алгоритму розв’язання задачі зрівноважування вимірів параметричним 
способом. Відповідно залишається аналогічною група формул оцінки 
точності за результатами вирішення задачі.  

 
3.1. Оцінка точності прямих результатів експерименту 

Точність результатів експерименту iy  характеризують середні 

квадратичні похибки im . Їх емпіричні значення можуть бути встановлені 

шляхом аналізу умов перебігу експерименту з урахуванням 
інструментальних, методичних, зовнішніх та особистих чинників виникнення 
похибок. З іншого боку, оцінку точності можна виконати також за 
результатами встановлення закономірностей його перебігу. В цьому випадку 

похибки im  визначаються за сукупністю результатів iy , взявши за основу 

величини відхилень від них відповідних значень встановленої емпіричної 
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формули. Відхилення iv   виражаються рівняннями поправок (15), які є 

наслідком їх загальної форми (10). Далі, відповідно до формули мінімуму, 

обчислюється значення 
11

2 ][
×××

⋅⋅=
nnn

T

n
VPVpv  і середня квадратична похибка 

одиниці ваги за формулою Бесселя 
kn

pv

−
=

][ 2

µ . Точність результатів iy  

виражає формула 
i

i
p

m
µ

= . Ваги ip  для результатів iy  встановлюються 

з аналізу умов проведення експерименту. Якщо результати експерименту 

рівноточні, то їх точність виражає формула Бесселя 
kn

v
m

−
=

][ 2

, де 

11

2 ][
××

⋅=
n

T

n
VVv . 

Отже, середні квадратичні похибки µ  або m  визначають точність 

результатів експерименту. З іншого боку, вони є критерієм вираження 
закономірностей його перебігу побудованою емпіричною формулою. З усіх 
типів функцій, які застосовувались для побудови відповідних їм емпіричних 
формул, найбільш оптимальною буде та, якій відповідає найменше значення 
µ  або m . З цієї причини похибки µ  та m  при розв’язанні поставленого 

завдання називають середніми квадратичними похибками апроксимації. 
 
3.2. Оцінка точності параметрів емпіричних формул 
Згідно загальної теорії параметричного способу, точність розв’язання 

задачі зрівноважування визначає матриця вагових коефіцієнтів 
kk

Q
×

. Це 

матриця, обернена до матриці коефіцієнтів системи нормальних рівнянь: 
1−

××
=

kkkk

NQ . В задачі апроксимації матриця 
kk

Q
×

 зумовлює точність визначення 

параметрів емпіричних формул. 

Обернені ваги 
jP

1
 невідомих параметрів 

1×k
c  системи нормальних 

рівнянь (18) дорівнюють квадратичним ваговим коефіцієнтам jjQ  з 

відповідними індексами: jj

j

Q
P

=
1

. Середні квадратичні похибки параметрів 

jjj QM µ=     (30) 
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розкриває кореляційна матриця 
kkkk

QM
××

⋅= 22 µ . При апроксимації 

рівноточних результатів експерименту середні квадратичні похибки 
параметрів 

jjj QmM =     (31) 

виражаються діагональними елементами кореляційної матриці 

kkkk
QmM
××

⋅= 22 .  Інші (не квадратичні) елементи матриці вагових коефіцієнтів 

kk

Q
×

 виражають залежність між параметрами емпіричної формули. Коефіцієнт 

кореляції між параметрами ic  та jc  виражає формула 

jjii

ij

ij
QQ

Q
r = . 

 
3.3. Оцінка точності результатів інтерполяції та екстраполяції 
Задачі інтерполяції та екстраполяції полягають у визначенні значень 

функції Y  за значеннями змінної X , які відсутні у табличній формі функції 
і не брали участі у встановленні емпіричної формули. За своїм змістом ці 
задачі аналогічні задачі визначення функцій параметрів за результатами 
зрівноважування параметричним способом. Як наслідок, при оцінці точності 
результатів інтерполяції та екстраполяції мають силу відповідні формули 
параметричного способу. 

Нехай за емпіричною формулою, яка побудована апроксимацією функції 

визначеної аналітичної структури за табличною функцією );( ii yx , для r  

значень змінної X  обчислено відповідні значення Y : 

),,;( 1 klll ccxFy K= ; rl ,1= .  

Згідно теорії параметричного способу, обернену вагу функції параметрів 
виражають формули  

∑∑
<=

+=
ji

ijji

k

j

jjjj

F

QFFQFF
P

2
1

1

 

чи у матричній формі 

( )
11

2

1

21

22221

11211

21
1

×××
⋅⋅=





















⋅





















⋅=
k

T

kkk

kkkkk

k

k

k
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FQF

F

F

F
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Для r  значень емпіричної формули, які є результатом інтерполяції та 
(або) екстраполяції, остання формула набуває вигляду 

 

rk

T

kkkrrr
F FQFQ

××××
⋅⋅= .    (32) 

Вона виражає вагову матрицю r  значень емпіричної формули з параметрами 

jc , які встановлено апроксимацією методом найменших квадратів. Матриця 

kr
F
×

 формується значеннями частинних похідних емпіричної формули за її 

параметрами  jc :  

o












∂
∂

=
j

l
lj

c

F
F .    (33) 

Ними враховується аналітична структура емпіричної формули і значення lx  

змінної X . Головна діагональ вагової матриці 
rr
FQ
×

 містить обернені ваги 

lyP

1
 значень функції ly , які є результатами інтерполяції та (або) 

екстраполяції за емпіричною формулою. Їх дисперсії розкриває кореляційна 

матриця 
rr

M
×

2 : 

rr
F

rr
QM
××

⋅= 22 µ ;                                         (34) 

 

rr
F

rr
QmM
××

⋅= 22 .                                         (35) 

На головній діагоналі кореляційної матриці розташовані квадрати середніх 
квадратичних похибок результатів інтерполяції та (або) екстраполяції за 
емпіричною формулою. Їх абсолютні значення  

lll QM µ= ;    (36) 

 

lll QmM = .    (37) 

Останні формули середніми квадратичними похибками апроксимації µ  та 

m  враховують умови нерівноточності (або рівноточності) вхідних 
результатів експерименту. 
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ПРИКЛАДИ ПОБУДОВИ ЕМПІРИЧНИХ ФОРМУЛ 
 
Завдання 1.  

Провести апроксимацію лінійної функції 21 cXcY +=  за емпіричними 

значеннями довжин D і похибок їх виміру ∆ . 

Вихідні дані для виконання завдання студентами денної та заочної форм 
навчання наведено в додатку 1 та вибираються за номером варіанту 
N студента.  

Приклад. Емпіричні значення довжин D і похибок їх виміру ∆  подано у 

таблиці 1 (n=20). Позначимо: −ix  результати вимірів довжин ліній D, −iy  

похибки вимірів довжин ∆ . 
Допустимо, що емпіричні дані одержані за сталого комплексу умов, тому 

результати вимірів вважаємо рівноточними.  
 

Таблиця 1 – Емпіричні значення довжин D і похибок їх виміру ∆  

№ D 
(км) 

 ׀∆׀
(см) 

№ D 
(км) 

 ׀∆׀
(см) 

1 8.7 7.0 11 5.7 6.0 

2 3.7 3.0 12 4.9 5.0 

3 6.0 4.0 13 5.6 3.0 

4 3.3 3.0 14 7.6 4.0 

5 5.1 4.0 15 4.2 3.0 

6 6.1 4.0 16 2.0 2.0 

7 2.7 3.0 17 4.0 2.0 

8 4.9 4.0 18 6.5 5.0 

9 3.1 4.0 19 7.2 6.0 

10 3.7 2.0 20 2.7 2.0 

 

Насамперед формуємо матриці коефіцієнтів 
kn

A
×

 та вільних членів 
1×n

Y  

рівнянь поправок (15): 
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;

17.2

12.7

15.6

10.4

10.2

12.4

16.7

16.5

19.4

17.5

17.3

11.3

19.4

17.2

11.6

11.5

13.3

10.6

17.3

17.8

220





































































=
×

A

 

.

2

6

5

2

2

3

4

3

5

6

2

4

4

3

4

4

3

4

3

7

120





































































=
×

Y

 

Враховуючи добутки 
22220202 ×××

=⋅ NAA
T

 і 
12120202 ×××

=⋅ LYA
T , складаємо нормальне 

рівняння (18): 

;0
121222
=−⋅

×××
LcN  

 

0
76

8.409

207.97

7.9773.538

2

1 =







−








×








c

c . 

За оберненою матрицею 








−

−
==

×

−

× 438238.0079475.0

079475.0016269.0
22

1

22

NQ  з формули (19) 

тепер легко одержати розв’язок складеного нормального рівняння: 

.74.0
63.0

122212





=⋅=

×××
LQc  

Отже, лінійна емпірична формула, яка виражає залежність похибок 
вимірів від абсолютних значень довжин ліній за даного комплексу умов, має 
вигляд 74.063.0 += XY  або 74.063.0 +=∆ D . 
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Результати апроксимації подано графічно на рисунку 1. 
 

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X

Y

 
Рисунок 1 – Відображення результатів лінійної апроксимації емпіричних 

даних 
 

З рівняння (15) виражаємо матрицю поправок 
120×

V  і за формулою Бесселя 

kn

v
m

−
=

][ 2

 обчислюємо середню квадратичну похибку апроксимації, беручи 

до уваги, що 
120201

2 ][
××

⋅= VVv
T

. Отже, =m 91.0
220

0347.15
±=

−
. Наостанок 

виражаємо кореляційну матрицю =⋅=
×× 22

2

22

2 QmM








−

−

3660.00664.0

0664.00136.0  і за 

формулою (31) середні квадратичні похибки параметрів емпіричної формули: 

=
1cM ±0.12; =

2cM ±0.61. Остаточно =1c 0.63±0.12, =2c 0.74±0.61. 

Залежність параметрів 1c   та 2c  можна виразити коефіцієнтом кореляції 12r , 

обчисленим за формулою 
jjii

ij

ij
QQ

Q
r = : =12r 94.0

4382.00163.0

0795.0
−=

×

− .  

Зіставлення одержаних результатів із розв’язками завдання математичної 
статистики «Визначення тісноти і форми кореляційного зв’язку в системі 
двох випадкових величин» посвідчує наступне: 1) лінійна емпірична 
формула, побудована методом найменших квадратів, тотожна лінійному 
рівнянню регресії, яке визначене шляхом кореляційного аналізу заданих 

емпіричних даних; 2) кутовий коефіцієнт лінійної емпіричної формули 1c  

дорівнює коефіцієнту регресії D/∆ρ ; 3) розбіжності абсолютних значень 
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параметрів обох формул не перевищують значення похибок їх обчислення. 
Отже, одержані результати чисельно підтверджують сформульоване у §2.4 
теоретичне обґрунтування тотожності завдань визначення параметрів 
емпіричних формул і побудови рівняння регресії. 

Одержана емпірична формула дає змогу реалізовувати інтерполяцію та 
(або) екстраполяцію табличних значень функції. Для прикладу оберемо два 
довільних значення змінної X , які знаходяться всередині (інтерполяція) та 
поза межами (екстраполяція) табуляції функції, наприклад, 3=інтx км та 

10=екстx км. Відповідні їм значення побудованої емпіричної формули 

будуть 6,2=інтy см та 0,7=екстy см. Точність останніх можна виразити з 

формул (32), (35) та (37):  






=

× 010
03

22
F ;     






=

×
626929,1488079,0
488079,0146424,0

22
FQ ;     






=

× 3589,14077,0
4077,01223,0

22

2M . 

Отже, остаточно 4,06,2 ±=інтy (см) і 2,10,7 ±=екстy (см). 

 
Завдання 2.  
Визначити оптимальну емпіричну формулу для рівноточних результатів 

експерименту );( ii yx . 

Вихідні дані для виконання завдання студентами денної та заочної форм 
навчання наведено в додатку 2 та вибираються за номером варіанту 
N студента.  

Приклад. Рівноточні результати експерименту );( ii yx  подано у 

таблиці 2. З метою визначення оптимальної емпіричної формули, яка 
відповідає результатам експерименту, проведемо апроксимацію поліномів 
різної степені.  

 

Таблиця 2 – Результати експерименту );( ii yx  

№ вимірів ix  iy  

1 273 32,6 
2 283 33,7 
3 288 34,8 
4 293 36,5 
5 313 44,6 
6 333 55,2 
7 353 65,9 
8 373 78,3 
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2.1. Апроксимація лінійної функції  21 cXcY += . 

Сформувавши матрицю коефіцієнтів 
28×

A  та вільних членів 
18×

Y  рівнянь 

поправок (15), складаємо нормальне рівняння (17): 
 

0
1882122882
=⋅−⋅⋅

×××××
YAcAA

TT
; 

 

−







×

































×








2

1

1373

1353

1333

1313

1293

1288

1283

1273

11111111

373353333313293288283273

c

c

 

 

.0

3.78

9.65

2.55

6.44

5.36

8.34

7.33

6.32

11111111

373353333313293288283273
=

































×







−

 

З урахуванням добутків матриць рівняння перетворюється до вигляду 

0
121222
=−⋅

×××
LcN ; 

 

.0
6.381

8.123963

82509

2509796007

2

1 =







−








×







c

c  

 

За оберненою матрицею ==
×

−

× 22

1

22

NQ









907941.10034382.0

034382.0000110.0  одержуємо 

розв’язок нормального рівняння 
 

=⋅=
××× 122212
LQc










−
=








×









100

47.0

6.381

8.123963

907941.10034382.0

034382.0000110.0 . 

Таким чином, лінійна емпірична формула має вигляд 10047.0 −= XY . 
Результати апроксимації подано графічно на рис. 2. 
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Рисунок 2 – Відображення результатів апроксимації функції 21 cXcY +=  

 

Виразивши з рівняння (15) матрицю поправок 
18×

V , з урахуванням 

значення =⋅=
×× 1881

2 ][ VVv
T

36.9113 обчислюємо середню квадратичну похибку 

апроксимації =m 48.2
28

9113.36
±=

−
.  

Точність параметрів емпіричної формули характеризують середні 
квадратичні похибки  

== 111
QmM c

 ±0.03  і  == 222
QmM c

±8. 

2.2. Апроксимація поліному 3
2

21 cXcXcY ++= . 

Матриця коефіцієнтів рівнянь поправок формується елементами 

oo












∂

∂
=











∂

∂
=

j

i

j

i

ij
c

y

c

v
a  ( 8,1=i , 3,1=j ). Нормальне рівняння має вигляд 

0
1883133883
=⋅−⋅⋅

×××××
YAcAA

TT
; 

−















×

































×
















3

2

1

1139129373

1124609353

1110889333

197969313

185849293

182944288

180089283

174529273

11111111

1391291246091108899796985849829448008974529

373353333313293288283273

c

c

c
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0

3.78

9.65

2.55

6.44

5.36

8.34

7.33

6.32

11111111

1391291246091108899796985849829448008974529

373353333313293288283273

=

































×
















−

 

 

.0

6.381

4.40744608

8.123963

87960072509

79600738299715450255525661

2509255525661796007

3

2

1

=
















−
















×
















c

c

c
 

 

За оберненою матрицею ==
×

−

× 33

1

33

NQ

















−

−

−−

442291.17330167899.08535083.10

0167899.00000002.00001055.0

8535083.100001055.00680639.0
  

виражаємо невідомі параметри квадратичного поліному 3
2

21 cXcXcY ++= : 

=⋅=
××× 133313
LQc  

=















 −

=















×

















−

−

−−

139

0023.0

0.1

6.381

4.40744608

8.123963

442291.17330167899.08535083.10

0167899.00000002.00001055.0

8535083.100001055.00680639.0
. 

Отже, маємо емпіричну формулу  1390023.0 2 ++−= XXY . 
Результати апроксимації подано графічно на рис. 3. 
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Рисунок 3 – Відображення результатів апроксимації функції 

3
2

21 cXcXcY ++=  
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Наприкінці, виразивши з рівняння 
18133818 ××××

−⋅= YcAV  матрицю поправок, 

обчислюємо значення =⋅=
×× 1881

2 ][ VVv
T

3.8056 і середню квадратичну похибку 

апроксимації =m 87.0
38

8056.3
±=

−
. 

За результатами апроксимації середні квадратичні похибки параметрів 
емпіричної формули набувають наступних значень: 

=
1cM  ±0.2,  =

2cM  ±0.0004,  =
3cM  ±36. 

2.3. Апроксимація поліному  4
3

3
2

21 cXcXcXcY +++= . 

Матриця коефіцієнтів рівнянь поправок має структуру 
 

=
×48
A

































1

1

1

1

1

1

1

1

51895117139129373

43986977124609353

36926037110889333

3066429797969313

2515375785849293

2388787282944288

2266518780089283

2034641774529273

. 

З урахуванням добутків
444884 ×××

=⋅ NAA
T

 і 
141884 ×××

=⋅ LYA
T

 нормальне рівняння 

(18) набуває вигляду 0
141444
=−⋅

×××
LcN : 

 

.0

6.381

61354459440

4.40744608

8.123963

82555256617960072509

2555256611006282.91072725.238299715450

7960071072725.238299715450255525661

250938299715450255525661796007

4

3

2

1

1513

13

=



















−





















×



















××

×

c

c

c

c

 

 

Тепер, з урахуванням 
44

1

44 ×

−

×
= NQ , розв’язок рівняння 

=⋅=
××× 144414
LQc  



















−

−

=



















×



















−−

−×−

−−

−−

= −

983

000025.0

027.0

9

6.381

61354459440

4.40744608

8.123963

5.2315000069283.0735023.6301.2169

0069283.01020000002.00000651.0

735023.60000002.00001966.00632170.0

301.21690000651.00632170.034466.20

10
, 
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Отже, емпірична формула, побудована апроксимацією кубічного 
поліному, має вигляд 983000025.0027.09 32 +−+−= XXXY . Результати 
апроксимації подано графічно на рис. 4. 
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Рисунок 4 – Відображення результатів апроксимації функції 

4
3

3
2

21 cXcXcXcY +++=  

 
Насамкінець оцінимо точність розв’язку. Матриця поправок 

18144818 ××××
−⋅= YcAV  і 

1881

2 ][
××

⋅= VVv
T

= 0,7033, тому середня квадратична похибка 

апроксимації =m 42.0
48

7033.0
±=

−
. Точність параметрів емпіричної 

формули виражають середні квадратичні похибки =
1cM  ±2, =

2cM  ±0.006,  

=
3cM  ±0.000006,  =

4cM  ±201. 

Таким чином, з точки зору точності результати апроксимації показали 
значення середніх квадратичних похибок ±2.48, ±0.87 і ±0.42 для функцій 

21 cXcY += , 3
2

21 cXcXcY ++=  і 4
3

3
2

21 cXcXcXcY +++=  

відповідно. 
Порівняння похибок апроксимації дає підстави зробити висновок: 

найменша похибка досягнута апроксимацією кубічним поліномом 

4
3

3
2

21 cXcXcXcY +++= , тому відповідну цій функції емпіричну 

формулу слід визнати найбільш оптимальною для вираження закономірності 
у межах заданих результатів експерименту. 

Такий висновок підтверджує також порівняння графічного відображення 
результатів апроксимації на рисунках 2, 3 і 4: на останньому рисунку крива 
емпіричної формули найкраще описує точки, які відображають табличну 
функцію. 
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Питання для самостійної роботи 

 
1. Зміст задачі апроксимації функцій за результатами вимірів. 
2. В чому полягає принцип найменших квадратів? 
3. Зміст оцінки точності результатів інтерполяції та екстраполяції. 
4.  Зміст задачі побудови емпіричних формул. 
5. Види функцій та їх графіки. 
6. Який зміст задачі екстраполяції? 
7. Що характеризують середні квадратичні похибки апроксимації? 
8. Який зміст задачі інтерполяції? 
9. Що виражає рівняння регресії і як воно використовується на практиці? 
10. Який зміст поняття лінійної імовірнісної залежності в системі двох 

випадкових величин? 
11. Зміст оцінки точності параметрів емпіричних формул. 
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ДОДАТКИ 
 

Додаток 1 
Вихідні дані для виконання завдання №1 

N D(км) ∆ (см) N D(км) ∆ (см) N D(км) ∆ (см) 

1 8.7 7.0 31 6.3 5.0 61 6.4 4.0 

2 5.4 3.0 32 4.7 4.0 62 8.6 7.0 

3 3.7 3.0 33 3.5 3.0 63 2.4 3.0 

4 6.8 4.0 34 5.6 3.0 64 5.3 3.0 

5 7.7 5.0 35 7.6 4.0 65 8.7 6.0 

6 6.0 4.0 36 3.9 4.0 66 3.6 3.0 

7 3.2 4.0 37 4.2 3.0 67 4.5 3.0 

8 2.5 3.0 38 6.6 5.0 68 5.9 4.0 

9 3.3 3.0 39 3.7 3.0 69 7.1 6.0 

10 6.5 4.0 40 2.0 2.0 70 2.6 3.0 

11 5.1 4.0 41 4.1 3.0 71 8.8 7.0 

12 5.8 4.0 42 8.3 7.0 72 2.2 3.0 

13 7.9 6.0 43 4.0 2.0 73 6.2 4.0 

14 6.1 4.0 44 7.8 6.0 74 4.8 3.0 

15 7.2 6.0 45 6.5 5.0 75 2.9 3.0 

16 8.4 7.0 46 3.8 3.0 76 7.3 6.0 

17 2.7 3.0 47 7.2 6.0 77 2.8 3.0 

18 3.2 3.0 48 5.6 5.0 78 8.1 7.0 

19 4.9 4.0 49 5.1 4.0 79 8.5 7.0 

20 4.6 3.0 50 2.7 2.0 80 7.5 4.0 

21 3.1 4.0 51 7.6 5.0 81 3.4 3.0 

22 2.7 2.0 52 7.5 6.0 82 5.5 4.0 

23 4.1 3.0 53 2.1 3.0 83 5.6 4.0 

24 3.7 2.0 54 4.4 3.0 84 7.6 5.0 

25 3.9 3.0 55 6.9 5.0 85 7.9 5.0 

26 7.4 6.0 56 4.3 3.0 86 3.8 4.0 

27 5.7 6.0 57 8.2 7.0 87 7.2 5.0 

28 5.0 4.0 58 6.7 5.0 88 5.6 4.0 

29 8.9 7.0 59 5.2 4.0 89 6.1 5.0 

30 4.9 5.0 60 2.3 3.0 90 7.2 5.0 
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