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Вступ 

 

Функціональний аналіз відіграє важливу роль у сучасній 

математичній освіті спеціаліста з прикладної математики, якому 
потрібно використовувати математичні методи при розв’язанні 
конкретних задач. 

Методичні вказівки розроблені для студентів напряму 

“Прикладна математика” . Вони також можуть використовуватись 
для студентів технічних вузів, а також для студентів фізико-

математичних напрямів педагогічних вузів. 
В першій практичній роботі розглянуто поняття скалярного 

добутку в лінійному просторі , а також кута між елементами  

евклідового простору. 

Друга практична робота, крім понять лінійного, неперервного, 

обмеженого функціонала на нормованому просторі, містить методи 

знаходження норми лінійного неперервного функціонала. 
До кожної практичної роботи приводиться  необхідний 

теоретичний матеріал. Також наведено приклади розв’язання  
найбільш типових задач. 

В кінці кожної практичної роботи подано завдання для 
самостійної роботи,  які містять значну кількість задач. Вони 

можуть використовуватися для проведення тестового опитування з 
відповідних тем. 

Задачі, номери яких більші за тридцять, можна віднести до задач 

підвищеної складності. 
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Практична робота №1 

Евклідові простори 

 

Нехай X  – лінійний простір над дійсними числами. Функція 
RXX →×⋅⋅ :),(  називається скалярним добутком у просторі X , 

якщо вона задовольняє наступним умовам (аксіомам): 

1) Xxxx ∈∀≥ ,0),( ; 

2) 00),( =⇔= xxx ; 

3) Xyxxyyx ∈∀= ,,),(),( ; 

4) Xzyxzyzxzyx ∈∀+=+ ,,,),(),(),( ; 

5) XyxRyxyx ∈∀∈∀= ,,,),(),( λλλ . 

Лінійний простір X , разом зі заданим у ньому скалярним 

добутком, називається евклідовим простором. 

Кожний евклідовий простір стає нормованим простором, якщо 

ввести в ньому норму за формулою ),( xxx = . 

Повний евклідовий простір називається гільбертовим простором. 

Для довільних елементів x  і y  евклідового простору X  

виконується нерівність Коші – Буняковського 

                                    yxyx ≤),(   .                                          (1) 

Кутом між ненульовими елементами x  і y  евклідового 

простору X  називається кут ϕ , який знаходиться між 0  та π , 

такий, що  

              
yx

yx ),(
cos =ϕ .                                           (2) 

Якщо 0),( =yx , то елементи x  та y  називаються ортогональ-

ними і це записують yx ⊥  . 

Для того щоб нормований простір X  був евклідовим, необхідно 

і достатньо, щоб для довільних його елементів x  та y  виконува-
лась рівність паралелограма : 

                          )(2
2222

yxyxyx +=−++  ,                   (3) 

при цьому скалярний добуток визначається за формулою 
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4

),(

22
yxyx

yx
−−+

=    .                           (4) 

Приклад 1. Перевірити чи є функція 2211 32),( yxyxyx +=  

скалярним добутком у лінійному просторі 2R . 

Розв’язування. Перша аксіома скалярного добутку 

032)),(),,((),( 2

2

2

12121 ≥+== xxxxxxxx  

виконується для будь-якого елемента 2
Rx ∈ . 

Оскільки ,0,0032 21

2

2

2

1 ==⇔=+ xxxx то друга аксіома 
скалярного добутку 

)0,0(032 2

2

2

1 =⇔=+ xxx  

також виконується. 

Для довільних елементів 2,, Rzyx ∈  завжди мають місце 
рівності: 

,),(3232),( 22112211 xyxyxyyxyxyx =+=+=  

),,(),()32()32()(3

)(2)),(),,((),(

22112211222

111212211

zyzxzyzyzxzxzyx

zyxzzyxyxzyx

+=+++=++

++=++=+
 

тому третя і четверта аксіоми скалярного добутку справджуються. 
Перевіримо виконання п’ятої аксіоми скалярного добутку . 

Маємо  

=+== 22112121 32)),(),,((),( yxyxyyxxyx λλλλλ

,),()32( 2211 yxyxyx λλ =+=  

тобто вона виконується. Отже, функція 2211 32),( yxyxyx +=  є 

скалярним добутком у лінійному просторі 2R . 

Приклад 2. Перевірити чи є функція 221

2

1),( yxyxyx +=  

скалярним добутком у лінійному просторі 2R .  

Розв’язування. Перша аксіома скалярного добутку має вигляд 
22

2

3

1 ,0),( Rxxxxx ∈∀≥+= . 

Візьмемо елемент )0,1(−=x . Тоді 010)1(),( 23 <−=+−=xx , 

тобто перша аксіома скалярного добутку не виконується. Значить, 
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функція 221

2

1),( yxyxyx +=  не є скалярним добутком у лінійному 

просторі 2R . 

Приклад 3. Перевірити чи є функція 22112),( yxyxyx +=  

скалярним добутком у лінійному просторі 3R .  

Розв’язування. Для будь-якого елемента 3
Rx ∈  завжди 

виконується нерівність 

02),( 2

2

2

1 ≥+= xxxx , 

тому перша аксіома скалярного добутку справджується. 
Друга аксіома скалярного добутку має вигляд 

).0,0,0(02 2

2

2

1 =⇔=+ xxx  

Візьмемо елемент )1,0,0(=x , який не є нульовим елементом 

лінійного простору 
3R . Знайдемо значення функції 

0002),( 22 =+⋅=xx . Тобто друга аксіома скалярного добутку не 

виконується. Отже, функція 22112),( yxyxyx +=  не є скалярним 

добутком у лінійному просторі 3R . 

Приклад 4. Перевірити чи є функція 
1

( , ) sup
i i

i

x y x y
≤ ≤∞

=  скаляр- 

ним добутком у лінійному просторі 0c .  

Розв’язування. Нехай ,...),...,,( 21 nxxxx =  – довільний елемент 

простору 0c . Тоді маємо : 

0sup 2

1

≥
∞≤≤

i
i

x , 

...)0,...,0,0(1,00sup 2

1

=⇔≥∀=⇔=
∞≤≤

xixx ii
i

, 

тобто перші дві аксіоми скалярного добутку виконуються. 

Третя аксіома скалярного добутку ii
i

ii
i

xyyx
∞≤≤∞≤≤

=
11

supsup , 

0, cyx ∈∀  є очевидною. 

Запишемо четверту аксіому скалярного добутку : 

           0
1 1 1

sup ( ) sup sup , , , .
i i i i i i i

i i i

x y z x z y z x y z c
≤ ≤∞ ≤ ≤∞ ≤ ≤∞

+ = + ∀ ∈         (5) 
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Покажемо, що вона не виконується. Для елементів 
1 1 1 1 1 1

(1, , ,..., ,...), ( 1, , ,..., ,...), (1,1,0,...,0,...)
2 3 2 3

x y z
n n

= = − =  

простору 0c  дістанемо: 

,1)
2

1

2

1
(,1)11(sup{)(sup

1

⋅+⋅−=+
∞≤≤

iii
i

zyx

1,...}0)
11

(,...,0)
3

1

3

1
( =⋅+⋅+

nn
, 

1,...}0
1

,...,0
3

1
,1

2

1
,11sup{sup

1

=⋅⋅⋅⋅=
∞≤≤ n

zx ii
i

, 

1,...}0
1

,...,0
3

1
,1

2

1
,1)1(sup{sup

1

=⋅⋅⋅⋅−=
∞≤≤ n

zy ii
i

. 

Оскільки 1≠1+1, то рівність (5) справджується не для всіх 

елементів 0, , .x y z c∈  Отже, функція 
1

( , ) sup
i i

i

x y x y
≤ ≤∞

=  не є 

скалярним добутком у лінійному просторі 0c . 

Приклад 5. Перевірити чи є функція 2 2 1

1

( , ) i i

i

x y x y
∞

−
=

=∑  

скалярним добутком у лінійному просторі 2l .  

Розв’язування. Перша аксіома скалярного добутку 

2 2 1

1

0i i

i

x x
∞

−
=

≥∑  виконується не для всіх елементів 2lx ∈ . Наприклад, 

якщо взяти ,...)0,...,0,1,1( −=x , тоді 2 2 1

1

( 1) 1 1 0.i i

i

x x
∞

−
=

= − ⋅ = − <∑  

Таким чином, задана функція не є скалярним добутком у лінійному 

просторі 2l . 

Приклад 6. Перевірити чи є функція 
1

2

0

( , ) ( ) ( )x y t x t y t dt= ∫  

скалярним добутком у лінійному просторі ]1,0[C . 
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Розв’язування. Нехай )(tx  – довільна неперервна функція на 

відрізку ]1,0[  . Тоді для всіх ]1,0[∈t  0)(22 ≥txt  і за властивістю 

визначеного інтеграла ∫ ≥
1

0

22 0)( dttxt . Значить, перша аксіома 

скалярного добутку виконується. 

Якщо ∫ =
1

0

22 0)( dttxt  то, враховуючи невід’ємність підінте-

гральної функції, отримаємо : 0)(0)(22 ≡⇔≡ txtxt . 

Згідно властивостей визначеного інтеграла, маємо: 

∫ ∫=
1

0

1

0

22 )()()()( dttxtytdttytxt , 

∫ ∫ =+=+
1

0

1

0

222 ))()()()(()())()(( dttztyttztxtdttztytxt  

∫ ∫+=
1

0

1

0

22 )()()()( dttztytdttztxt , 

∫ ∫=
1

0

1

0

22 )()()())(( dttytxtdttytxt λλ . 

Значить, функція 
1

2

0

( , ) ( ) ( )x y t x t y t dt= ∫  є скалярним добутком у 

лінійному просторі ]1,0[C . 

Приклад 7. Перевірити чи є функція 
1

1

( , ) ( ) ( )x y tx t y t dt
−

= ∫  

скалярним добутком у лінійному просторі [ 1,1]C − . 

Розв’язування. Перша аксіома скалярного добутку має вигляд 

                              .]1,1[,0)(

1

1

2 −∈∀≥∫
−

Cxdtttx                          (6) 
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Покажемо, що нерівність (6) виконується не для всіх функцій 

]1,1[−∈ Cx . Наприклад, для функції 
1

( )
2

x t t= −  маємо:        

=+−=+−=−
−− −

∫ ∫
1

1

1

1

2341

1

22 )
834

()
4

1
()

2

1
(

ttt
dttttdttt

0
3

2
)

8

1

3

1

4

1
()

8

1

3

1

4

1
( <−=++−+−= . 

Отже, функція 
1

1

( , ) ( ) ( )x y tx t y t dt
−

= ∫  не є скалярним добутком у 

лінійному просторі ]1,1[−C . 

Приклад 8. Знайти кути між елементами ,,...)0,...,0,1,1( −=x  

,...)0,...,0,0,1(=y , ,...)0,...,0,1,0(=z  в евклідовому просторі .2l  

Розв’язування. Обчислимо значення скалярних добутків 
елементів та їх норми . Отримаємо : 

.1...010,1...001

,2...0)1(1

,0...001001),(,1...00

1)1(01),(,1...000)1(11),(

222222

222

=+++==+++=

=++−+=

=+⋅+⋅+⋅=−=+⋅+

+⋅−+⋅==+⋅+⋅−+⋅=

zy

x

zy

zxyx

 

Тепер знаходимо значення косинусів кутів між ними . Маємо : 

.0),cos(,
2

2

12

1
),cos(,

2

2

12

1
),cos( =−=

⋅

−
==

⋅
=

∧∧∧

zyzxyx  

Звідки отримаємо, що кут між елементами x  і y  рівний 4/π , кут 

між елементами x  і z  рівний 4/3π  , а елементи y  і z  ортого-

нальні між собою (кут між ними дорівнює 2/π ). 

Приклад 9. Довести, що в евклідовому просторі X  елементи x  

та y  ортогональні тоді і тільки тоді, коли 

                                   
2 2 2

.x y x y+ = +                                    (7) 

Розв’язування. Необхідність. Нехай x , y – ортогональні елеме- 

нти евклідового простору X , тобто 0),(),( == xyyx . Тоді маємо : 
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.),(),(),(),(),(),(

),(),(),(

22

2

yxyyxxyyxyyxxx

yxyyxxyxyxyx

+=+=+++=

=+++=++=+
 

Достатність. Припустимо, що для елементів x  та y  евклідово- 

го простору X  виконується рівність (7). Виразимо кожну з частин 

рівності (7) через скалярний добуток: =++=+ ),(
2

yxyxyx  

),(,),(),(2),(
2

xxxyyyxxx =++= , ),(
2

yyy = . Тоді (7) ма- 

тиме вигляд ( , ) 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ).x x x y y y x x y y+ + = +  Звідки отрима- 

ємо 0),( =yx , тобто елементи x  та y  ортогональні між собою. 

Приклад 10. Довести, що в нормованому просторі ]1,0[C  норма 
не породжується скалярним добутком. 

Розв’язування. Розглянемо в нормованому просторі ]1,0[C  

функції .]1,0[,1)(,)( ∈∀== ttyttx  Перевіримо виконання для 

них рівності паралелограма (3). Маємо 1))(( +=+ ttyx , 

1))(( −=− ttyx . Знаходимо: 1max
10

==
≤≤

tx
t

, 11max
10

==
≤≤t

y , 

21max
10

=+=+
≤≤

tyx
t

, 11max
10

=−=−
≤≤

tyx
t

 Тепер  отримаємо 

512222
=+=−++ yxyx , а 

2 2
2( ) 2(1 1) 4.x y+ = + =  Тобто 

для функцій ttx =)(  та 1)( ≡ty  рівність паралелограма не 

виконується. Отже, норму в просторі ]1,0[C  не можна задати за 
допомогою скалярного добутку. 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

Перевірити чи є функція RXX →×⋅⋅ :),(  скалярним добутком у  

лінійному просторі X . 

1. 
3RX = , 1 1 2 2 3 3( , ) 2 3x y x y x y x y= + + . 

2. 
3RX = , 3311 32),( yxyxyx += . 

3. 
3RX = , 33

2

22112),( yxyxyxyx ++= . 
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4. 
nRX = , 

1

( , )
n

i i

i

x y ix y
=

=∑ . 

5. 
nRX = , ∑

−

=

=
1

1

),(
n

i

ii yxyx . 

6. 
nRX = , ∑

=

=
n

i

ii yxyx
1

22),( . 

7. 0cX = , ii
i

yxyx
∞≤≤

=
1

sup),( . 

8. cX = , 
1

1
( , )

2
i ii

i

x y x y
∞

=

=∑ . 

9. cX = , 
1

( 1)
( , )

2

i

i ii
i

x y x y
∞

=

−
=∑ . 

10. 1lX = , ∑
∞

=

=
1

),(
i

ii yxyx . 

11. 1lX = , 2 1 2 1

1

( , ) i i

i

x y x y
∞

− −
=

=∑ . 

12. 2lX = , 
1

1
( , ) i i

i

x y x y
i

∞

=

=∑ . 

13. ]1,0[CX = , )()(max),(
10

tytxyx
t≤≤

= . 

14. ]1,0[CX = , )1()1(2)0()0(),( yxyxyx += . 

15. ]1,0[CX = , ∫+=
1

0

)()()0()0(),( dttytxyxyx . 

16. ]1,0[CX = , ∫+=
1

0

2 )()()1()1(),( dttytxtyxyx . 

17. ]1,0[1CX = , += )0()0(),( yxyx )()(max
10

tytx
t

′′
≤≤

. 

18. ],0[ πCX = , 

0

( , ) sin ( ) ( )x y tx t y t dt

π

= ∫ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 12 

19. ]1,1[−= CX , 

1

1

( , ) ( ) ( )t
x y e x t y t dt

−

= ∫ . 

20. Нехай )(tf  - додатно-визначена неперервна функція на 

відрізку [0,1]. Перевірити чи є функція ∫=
1

0

)()()(),( dttytxtfyx  

скалярним добутком у лінійному просторі ]1,0[C . 

21. Довести, що в нормованому просторі ]1,1[−= CX  норма не 
породжується скалярним добутком. 

22. Довести, що в нормованому просторі 1l  норма не 
породжується скалярним добутком. 

23. Довести, що в нормованому просторі 0c  норма не 

породжується скалярним добутком. 

24. Знайти кути між елементами )0,0,0,1(,)1,0,0,1( =−= yx , 

)1,0,0,0( −=z  в евклідовому просторі 4R . 

25. Знайти кути між елементами ,)0,2,2,0( −=x  

)0,0,2,0(=y , )0,2,0,0(=z  в евклідовому  просторі 4R . 

26. Знайти кути між елементами ,,...)0,...,0,1,1,1(=x  

,...)0,...,0,1,1( −=y , ,...)0,...,0,1,0,1( −=z  евклідовому просторі 2l . 

27. Знайти кути між функціями tt 4sin,2cos,1  у просторі 

]2,0[ πC  зі скалярним добутком ∫=
π2

0

)()(),( dttytxyx . 

28. Довести, що в евклідовому просторі Х для довільних 

елементів , ,x y z  має місце тотожність Аполонія 
2

2 2 21
2

2 2

x y
z x z y x y z

+
− + − = − + − . 

Перевірити чи є функція RXX →×⋅⋅ :),(  скалярним добутком у  

лінійному просторі X . 

29. 
nRX = , ∑

=

−=
n

i

ii

i
yxyx

1

)1(),( . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 13 

30. 
nRX 2= , ∑

=

=
n

i

ii yxyx
1

22),( . 

31. cX = , ∑
∞

=

=
1

2
3

1
),(

i

iii
yxyx . 

32. 2lX = , ∑
∞

= +

−
=

1 1

12
),(

i

ii yx
i

i
yx . 

33. 0cX = , 
1

1
( , )

!
i i

i

x y x y
i

∞

=

=∑ . 

34. ]1,0[CX = , ++= )1()1()0()0(),( yxyxyx ∫
1

0

)()( dttytx . 

35. ]1,0[1CX = , +=
≤≤

)()(max),(
10

tytxyx
t

)()(max
10

tytx
t

′′
≤≤

. 

36. ]1,0[1CX = , )1()1(3)0()0(),( yxyxyx +′′= . 

37. ]1,0[1CX = , )1()1()0()0(2),( yxyxyx ′′+=  

38. ]1,0[1CX = , ( , ) 3 (0) (0) 2 (1) (1)x y x y x y′ ′ ′ ′= + . 

39. ],0[1 πCX = , ∫ +=
π

0

)()(),( dttytxyx ∫ ′′
π

0

)()(2 dttytx . 

40. ],0[1 πCX = , ∫ +=
π

0

)()(4),( dttytxyx ∫ ′′
2

0

)()(2

π

dttytx . 

41. ],0[ πCX = , 

0

( , ) cos ( ) ( )x y tx t y t dt

π

= ∫ . 

42. ]1,1[−= CX , 

1

3

1

( , ) ( ) ( )x y t x t y t dt
−

= ∫ . 

43. ]1,1[−= CX , 

1

1

( , ) 2 ( ) ( )t
x y x t y t dt

−

−

= ∫ . 

44. ],0[ πCX = , 

0

( , ) sin( ) ( ) ( )
4

x y t x t y t dt

π
π

= +∫ . 
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45. ]1,1[−= CX , ∫
−

=
1

1

)()(),( signtdttytxyx . 

46. Нехай )(tf  - додатно-визначена неперервна функція на 

відрізку [0,1]. Перевірити чи є функція ∫ ′′=
1

0

)()()(),( dttytxtfyx  

скалярним добутком у лінійному просторі ]1,0[1C . 

47. Нехай )(),( tgtf  - додатно-визначені неперервні функції на 

відрізку [0,1]. Перевірити чи є функція += ∫
1

0

)()()(),( dttytxtfyx  

dttytxtg∫ ′′+
1

0

)()()(  скалярним добутком у лінійному просторі 

]1,0[1C . 

48. Довести, що в нормованому просторі ]1,0[1C  норма не 
породжується скалярним добутком. 

49. Довести, що в нормованому просторі 3l  норма не 

породжується скалярним добутком. 

50. Довести, що в нормованому просторі c  норма не 
породжується скалярним добутком. 

51. Довести, що в нормованому просторі m  норма не 
породжується скалярним добутком. 

52. Знайти кути між елементами ,)3,3,0,0( −=x  

)0,2,0,0(=y , )3,0,0,0(=z  в евклідовому просторі 4R . 

53. Знайти кути між елементами ,)2/1,2/1,2/1,2/1( −−=x  

)0,0,1,1( −=y , )0,1,1,0( −=z  в евклідовому просторі 4R . 

54. Знайти кути між елементами ,,...)2/1,...,4/1,2/1( nx =  

,...)2/1,...,4/1,0( ny = , ,...)2/1,...,4/1,0( nz −−=  в евклідо- 

вому  просторі .2l  
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55. Знайти кути між функціями ttt 3cos,2sin,cos  у просторі 

]2,0[ πC  зі скалярним добутком ∫=
π2

0

)()(),( dttytxyx . 

56. Довести, що функція ∑
∞

=

≥∀≤<=
1

1,10,),(
i

iiii iayxayx  

задає скалярний добуток у лінійному просторі 2l . 

57. Довести, що в евклідовому просторі Х для довільних 

елементів , , ,x y z t  справедлива нерівність Птоломея 

x z y t x y z t y z x t− − ≤ − − + − − . 

58. Довести, що в евклідовому просторі X рівність 

,yxyx +=+  Xyx ∈, , виконується тоді і тільки тоді, коли 

або 0=x , або xy λ=  для деякого 0>λ . 

59. Нехай 1 2, ,...x x  - ортогональна система в гільбертовому 

просторі H . Довести, що ряд 
1

i

i

x
∞

=

∑  збігається в H  тоді і тільки 

тоді, коли збіжний числовий ряд 
2

1

i

i

x
∞

=

∑ . 

60. Нехай 1 2, ,...l l  - ортонормована система в гільбертовому 

просторі H , 1 2, ,...λ λ  - послідовність дійсних чисел. Довести, що 

ряд 
1

i i

i

lλ
∞

=

∑  збіжний в H  тоді і тільки тоді, коли 
2

1

i

i

λ
∞

=

< ∞∑ . 

 

Практична робота №2 

Лінійні неперервні функціонали 

 

Нехай X - нормований простір. Відображення RXf →:  

називається функціоналом. Функціонал f  називається лінійним, 

якщо для довільних чисел R∈µλ,  і довільних елементів Xyx ∈,  

виконується рівність )()()( yfxfyxf µλµλ +=+ . 
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Функціонал RXf →:  називається неперервним у точці 0x , 

якщо )()( 0xfxf n →  при 0xxn → . 

Теорема. Якщо лінійний функціонал RXf →:  неперервний в 

точці X∈0 , тоді він неперервний в будь-якій точці Xx ∈0 . 

Лінійний функціонал RXf →:  називається неперервним, 

якщо він неперервний в точці X∈0 . 

Лінійний функціонал RXf →:  називається обмеженим, якщо 

0>∃M , що для будь-якого елемента Xx ∈  виконується 

нерівність xMxf ≤)( . 

Теорема. Лінійний функціонал RXf →:  неперервний тоді і 
тільки тоді, коли він обмежений. 

Нормою лінійного неперервного функціонала називається число 

           )(sup
1

xff
x =

= .            (1) 

Приклад 1. Перевірити лінійність, неперервність функціонала 
,32)(,: 210 xxxfRcf −=→  і знайти його норму. 

Розв’язування. Для будь-яких чисел R∈µλ,  і довільних 

елементів 02121 ,...),...,,(,...),,...,,( cyyyyxxxx nn ∈== маємо : 

.)()()32()32(

)(3)(2

,...)),...,,((

,...)),...,,(,...),...,,(()(

2121

2211

2211

2121

yfxfyyxx

yxyx

yxyxyxf

yyyxxxfyxf

nn

nn

µλµλ

µλµλ

µλµλµλ

µλµλ

+=−+−=

=+−+=

=+++=

=+=+

 

Значить, функціонал f  лінійний. 

Візьмемо будь-який елемент 0cx ∈  і оцінимо значення функціо- 

нала f  на ньому: 2121 3232)( xxxxxf +≤−= . Оскільки 

i
i

xx
∞≤≤

=
1

sup , тоді xx ≤1  , xx ≤2  і xxxxf 532)( =+≤  . 

Функціонал f  обмежений, а значить, неперервний і 5≤f .                  

Припустимо, що існує такий елемент ,...),...,,( )0()0(

2

)0(

1

)0(

nxxxx =  із 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 17 

одиничною нормою, для якого 5)( )0( =xf . Тоді повинна 

виконуватись наступна рівність 532 )0(

2

)0(

1 =− xx . Так як 1)0(

1 ≤x  і 

1)0(

2 ≤x , то ця рівність може виконуватись лише тоді, коли 

1)0(

2

)0(

1 =−= xx  або 1)0(

2

)0(

1 −=−= xx . Візьмемо, наприклад, елемент 

,...)0,...,0,1,1()0( −=x . Норма його ,1}1,1sup{)0( =−=x  а 

значення функціонала на ньому 5)1(312)( )0( =−⋅−⋅=xf . 

Враховуючи раніше отриману оцінку ,5≤f  отримаємо, що норма 

функціонала дорівнює 5, тобто 5=f . 

Приклад 2. Перевірити лінійність, неперервність функціонала 

3212 342)(,: xxxxfRlf +−=→ , і знайти його норму. 

Розв’язування. . Нехай µλ,  - довільні дійсні числа, а  

,...),...,,( 21 nxxxx = , ,...),...,,( 21 nyyyy =  - довільні послідовності 

простору 2l .Тоді  

,)()()342()342(

)(3)(4)(2)(

321321

332211

yfxfyyyxxx

yxyxyxyxf

µλµλ

µλµλµλµλ

+=+−++−=

=+++−+=+

тобто функціонал f  лінійний. 

Візьмемо будь-який елемент 2lx ∈  і оцінимо значення )(xf : 

.2929

3)4(2342)(

1

2

2

3

2

2

2

1

222

321

xx

xxxxxxxf

i

i =≤

≤+++−+≤+−=

∑
∞

=

    

При оцінці  значення )(xf  ми  використали  нерівність  Коші –     

Буняковського в просторі 2l . Значить, функціонал f  обмежений і 

неперервний, причому 29≤f  . 

Припустимо, що існує послідовність 2

)0( lx ∈  із одиничною нор- 

мою, для якої 29)( )0( =xf , тобто 29342 )0(

3

)0(

2

)0(

1 =+− xxx . 
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Рівність справджується при ,29/4,29/2 )0(

2

)0(

1 −== xx  

29/3)0(

3 =x . Розглянемо тепер елемент 

2

)0( ,...)0,...,0,29/3,29/4,29/2( lx ∈−= . Його норма =)0(x   

1
29

9

29

16

29

4
)29/3()29/4()29/2( 222 =++=+−+= , а 

значення функціонала f  на ньому  

29
29

29

29

3
3)

29

4
(4

29

2
2)( )0( ==+−−=xf . 

Отже, норма функціонала f  дорівнює 29 . 

Приклад 3. Перевірити лінійність, неперервність функціонала     

311 3)(,: xxxfRlf −=→ , і знайти його норму. 

Розв’язування. Перевіримо лінійність функціонала. Для 
довільних дійсних чисел µλ,  і довільних елементів 

,...),...,,( 21 nxxxx = , ∈= ,...),...,,( 21 nyyyy 1l  маємо :  

.)()()3()3(

)(3)(

131

3311

yfxfyyxx

yxyxyxf

µλµλ

µλµλµλ

+=−+−=

=+−+=+
 

Значить, функціонал f  є лінійним. 

Оцінимо значення )(xf  для будь-якого елемента 1lx ∈ : 

{ }

.3}3,1max{

)(3,1max33)(

1

213131

xx

xxxxxxxf

i

i =≤

≤+≤+≤−=

∑
∞

=

  

Звідси випливає обмеженість, неперервність функціонала і 

оцінка 3≤f . 

Нехай існує послідовність 1

)0()0(

2

)0(

1

)0( ,...),...,,( lxxxx n ∈= , норма 

якої дорівнює одиниці, така, що 3)( )0( =xf . Тоді маємо  

33 )0(

3

)0(

1 =− xx . Рівність виконується, наприклад, при ,0)0(

1 =x  

1)0(

3 =x . Розглянемо послідовність ,...)0,...,0,1,0,0()0( =x . Вона на- 
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лежить простору 1l , має одиничну норму, а значення функціонала 

3130)( )0( =⋅−=xf . Отже, норма функціонала f  рівна 3. 

Приклад 4. Перевірити лінійність, неперервність функціонала 

i

i

i

x
i

xfRcf ∑
∞

=

=→
1

0
!

2
)(,: , і знайти його норму. 

Розв’язування. Для будь-яких чисел R∈µλ,  і довільних 

послідовностей 0, cyx ∈  маємо )(
!

2
)(

1

ii

i

i

yx
i

yxf µλµλ +=+ ∑
∞

=

. 

Оскільки послідовності  x  і y  є обмеженими, а ряд ∑
∞

=1 !

2

i

i

i
 є 

абсолютно збіжним, тому 

)()(
!

2

!

2
)(

!

2

111

yfxfy
i

x
i

yx
i

i

i

i

i

i

i

ii

i

i

µλµλµλ +=+=+ ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

. 

Значить, функціонал f  є лінійним. 

Нехай x  - будь-яка послідовність простору 0c .  Тоді  

∑∑∑
∞

=∞≤≤

∞

=

∞

=

≤≤=
1111 !

2
sup

!

2

!

2
)(

i

i

i
i

i

i

i

i

i

i

i
xx

i
x

i
xf  . 

Так як ∑
∞

=

−=
1

2 1
!

2

i

i

e
i

, тому xexf )1()( 2 −≤ . Звідки отримаємо, 

що функціонал  f  обмежений, неперервний і 12 −≤ ef . 

Припустимо, що в просторі 0c  існує послідовність 

,...),...,,( )0()0(

2

)0(

1

)0(

nxxxx =  із одиничною нормою така, що 

1)( 2)0( −= exf . Тоді повинна виконуватись рівність 

1
!

2 2)0(

1

−=∑
∞

=

ex
i

i

i

i

. Вона можлива тоді і тільки тоді, коли 

,1)0( =ix 1≥∀i . Тобто послідовність )0(
x  повинна мати вигляд 

,...)1,...,1,1()0( =x . Ця послідовність не збіжна до нуля, тому просто- 
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ру 0c  не належить. Значить, у просторі 0c  не існує елемента з оди- 

ничною нормою, значення функціонала f  на якому дорівнює 

12 −e . 

Розглянемо послідовність елементів ,...)0,...,0,1()1( =x , 

,...),...,0,...,0,1,1()2( =x ,...),...,0,1,...,1,1()( =nx  простору 0c . Норма 

кожного елемента послідовності дорівнює одиниці. Знайдемо 

значення функціонала f  на елементах послідовності :  

.,...
!

2
)(,...,

!3

2

!2

2

1

2
)(

,
!2

2

1

2
)(,

1

2
)(

1

)(
32

)3(

2
)2()1(

∑
=

=++=

+==

n

i

i
n

i
xfxf

xfxf

 

Отримані значення, як неважко переконатись, співпадають із 

послідовністю часткових сум ряду ∑
∞

=1

,
!

2

i

i

i
 тому =

∞→
)(lim )(n

n
xf  

12 −= e . Звідси випливає, що 1)(sup 2

1

−≥
=

exf
x

. Враховуючи 

раніше отриману оцінку 12 −≤ ef , отримаємо 12 −= ef . 

Приклад 5. Перевірити лінійність, неперервність функціонала 

i

i

x
i

i
xfRlf ∑

∞

= +
=→

1

1
12

)(,: , і знайти його норму. 

Розв’язування. Для будь-яких дійсних чисел µλ,  і довільних 

послідовностей 12121 ),,,,(),,,,,( lyyyyxxxx nn ∈== KKKK маємо  

.)(
12

)(
1

∑
∞

=

+
+

=+
i

ii yx
i

i
yxf µλµλ  

Ряди ∑
∞

=1i
ix  і ∑

∞

=1i
iy  абсолютно збіжні і для кожного 1≥i  

2

1

12
<

+i

i
, 

тому 

).()(
1212

)(
121 1 1

yfxfy
i

i
x

i

i
yx

i

i

i i i

iiii µλµλµλ +=
+

+
+

=+
+

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

 

Тим самим лінійність функціонала перевірена.  
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Перевіримо тепер його неперервність. Для будь-якої 
послідовності 1lx ∈  отримаємо : 

xx
i

i
x

i

i
x

i

i
xf

i

i

i

i

i

i
2

1

12
sup

1212
)(

11111

=
+

≤
+

≤
+

= ∑∑∑
∞

=∞≤≤

∞

=

∞

=

. 

Отже, функціонал f  обмежений, тобто неперервний, а також 

2

1
≤f .  

Нехай існує елемент  1

)0( lx ∈   із одиничною нормою такий, що 

2

1
)( )0( =xf , тобто виконується рівність 

2

1

121

)0( =
+

∑
∞

=i

ix
i

i
. Але 

для будь-якого 1≥i  завжди 
2

1

12
<

+i

i
, тому 

2

1

2

1

1212 1

)0(

1

)0(

1

)0( =<
+

≤
+

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= i

i

i

i

i

i xx
i

i
x

i

i
. 

Отримали протиріччя, тобто такого елемента в просторі 1l  не існує. 

Розглянемо послідовність елементів ,...)0,...,0,1()1( =x , 

,...)0,...,0,1,0()2( =x , ),0,1,,0,0(, )(
KKK =nx …, простору 1l  із 

одиничною нормою. Знайдемо значення функціонала на елементах 

цієї послідовності: 

KK ,
12

)(,,
5

2
)(,

3

1
)( )()2()1(

+
===

n

n
xfxfxf

n
. 

Оскільки 
2

1
)(sup )(

1

=
∞≤≤

n

n

xf , то звідси випливає, що 
2

1
)(sup

1

≥
=

xf
x

. 

Отже, маємо 
2

1
≤f  і 

2

1
≥f , тобто 

2

1
=f .  

Приклад 6. Перевірити  лінійність, неперервність функціонала 
)1(2)0(4)(,]1,0[: xxxfRCf −=→ , і знайти його норму. 

Розв’язування. Для довільних чисел R∈µλ,  і довільних 

функцій ]1,0[)(),( Ctyytxx ∈==  отримаємо : 
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.)()())1(2)0(4())1(2)0(4(

))1()1((2))0()0((4)(

yfxfyyxx

yxyxyxf

µλµλ

µλµλµλ

++=−+−=

=+−+=+
 

Умова лінійності функціонала виконується. 
Оцінимо значення функціонала f  на будь-якому елементі x  

простору ]1,0[C . Маємо )1(2)0(4)1()0(4)( xxxxxf +≤−= . 

Згідно визначення норми в просторі ]1,0[C  )(max
10

txx
t≤≤

= , звідси 

xtx ≤)(  для кожного t  із відрізка ]1,0[ , тобто xx ≤)0(  і 

xx ≤)1( . Тоді xxxxf 624)( =+≤ . Значить, функціонал f  

обмежений, неперервний і 6≤f . 

Знайдемо норму функціонала. Нехай існує така функція 

)()0()0( txx = , норма якої дорівнює одиниці, що 

6)1(2)0(4)( )0()0()0( =−= xxxf . Оскільки 1)0( =x , то значення 

функції )()0( tx  в точках 0=t  і 1=t  по модулю не перевищують 

одиниці. Звідси випливає, що рівність 6)( )0( =xf  може 

виконуватись тоді, коли 1)1()0( )0()0( =−= xx  або 

1)1()0( )0()0( −=−= xx . Розглянемо функцію ttx 21)()0( −= . Норма 

цієї функції 121max
10

)0( =−=
≤≤

tx
t

, а в точках 0=t  і 1=t  її 

значення  відповідно дорівнюють 1 і 1− . Оскільки раніше 

отримали оцінку 6≤f , а для функції )()0( tx  маємо 6)( )0( =xf , 

то норма функціонала f дорівнює 6 . 

Приклад 7. Перевірити лінійність, неперервність функціонала 

∫
−

=→−
1

1

)()(,]1,1[: dtttxxfRCf , і знайти його норму. 

Розв’язування. Перевіримо лінійність функціонала:  

,]1,1[,,,,)()(

)()())()(()(

1

1

1

1

1

1

−∈∀∈∀+=

=+=+=+ ∫∫∫
−−−

CyxRyfxf

dtttydtttxdttytxtyxf

µλµλ

µλµλµλ
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тобто функціонал f  лінійний. 

Для довільної функції ]1,1[−∈ Cx  маємо : 

xdtttxdttxtdtttxxf
t

=⋅≤≤= ∫∫∫
−

≤≤
−−

1

1
10

1

1

1

1

)(max)()()( , 

бо ∫
−

=
1

1

1dtt . Отже, функціонал f  обмежений, причому 1≤f . 

    Припустимо, що існує функція ]1,1[)0( −∈ Cx , 1)0( =x , така, для 

якої 1)( )0( =xf . Тоді повинна виконуватись рівність 

1)(

1

1

)0( =∫
−

dtttx . Функція t міняє знак на відрізку ]1,1[− , і, крім того, 

∫
−

=
1

1

1dtt , тому рівність можлива тоді і тільки тоді, коли 

signttx ±=)(0
. Але функція signt  не належить простору ]1,1[−C . 

    Розглянемо послідовність функцій )(txn : 1)( −=txn , 

]/1,1[ nt −−∈ , nttxn =)( , ]/1,/1[ nnt −∈ , 1)( =txn , ]1,/1[ nt ∈ , 

Nn ∈ . 

Кожна функція )(txn  неперервна на відрізку ]1,1[−  і має одини-

чну норму. Обчислимо значення функціонала f  на елементі )(txn : 

,
3

1
1

2

1

2

1
)

3

1
(

3

1
)

2

1

2

1
(

232

1)1()()(

22222

1

1

2

1

1

3

1

1

2

1

1

1

1

1

1

1

1

nnnnn

tt
n

t

dtttntdtdttdtttxxf

n

n

n

n

n

n n

n

nn

−=−+−−+−−=

=++−=

=⋅++−⋅==

−

−

−

−

−
−

−

∫∫ ∫∫
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тобто 
23

1
1)(

n
xf n −= . Оскільки 1)( →nxf  при ∞→n , то це 

означає, що 1)(sup
1

≥
=

xf
x

.Але  раніше було отримано оцінку 

1≤f  . Значить, 1=f . 

 

Завдання для самостійної роботи 

Перевірити, що функціонали є лінійними, неперервними і знайти 

їх норми. 

1. .31

3 2)(,: xxxfRRf +=→  

2. .43)(,: 42

4 xxxfRRf +=→  

3. .2)(,: 1 k

k
xxxfRRf +=→  

4. .2)(,: 410 xxxfRcf +=→  

5. .5)(,: 120 xxxfRcf −=→  

6. .4)(,: 1230 xxxxfRcf −−=→  

7. .
2

1
)(,:

1

0 ∑
∞

=

=→
i

ii
xxfRcf  

8. .
3

1
)(,:

1
0 2∑

∞

=

=→
i

ii
xxfRcf  

9. .
)1(

)(,:
1

20 ∑
∞

=

−
=→

i
i

i

x
i

xfRcf  

10. .2)(,: 31 xxxfRcf +=→  

11. .
2

1
)(,:

1

2∑
∞

=

=→
i

ii
xxfRcf  

12. .2)(,: 31 xxxfRmf −=→  

13. .
3

1
)(,:

1

12∑
∞

=

−=→
i

ii
xxfRmf  

14. .42)(,: 211 xxxfRlf +=→  
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15. .43)(,: 321 xxxfRlf −=→  

16. .)(,:
1

21 ∑
∞

=

=→
i

ixxfRlf  

17. .
1

)(,:
1

1 ∑
∞

=

=→
i

ix
i

xfRlf  

18. .
2

)(,:
1

1 ∑
∞

= +
=→

i

ix
i

i
xfRlf  

19. .
43

2
)(,:

1

21 ∑
∞

= +
=→

i

ix
i

i
xfRlf  

20. .)
2

1
1()(,:

1

21 ∑
∞

=

−=→
i

ix
i

xfRlf  

21. .23)(,: 212 xxxfRlf +=→  

22. .32)(,: 312 xxxfRlf −=→  

23. ).1(2)0(3)(,]1,0[: xxxfRCf +=→  

24. ).0(2)1(4)(,]1,0[: xxxfRCf −=→  

25. .)()(,]1,0[:

1

0

2

∫=→ dttxtxfRCf  

26. .cos)()(,]1,0[:

1

0

∫=→ tdttxxfRCf  

27. .)()5.0()(,]1,0[:

1

0

∫ −=→ dttxtxfRCf  

28. ).1(4)1(3)0(2)(,]1,1[: −−+=→− xxxxfRCf  

29. .)()(,]1,1[:

1

1

3

∫
−

=→− dttxtxfRCf  

30. ).0()(,]1,0[: 1 xxfRCf ′=→  

31. .
1

)(,:
1

∑
=

=→
n

i

i

n
x

i
xfRRf  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 26 

32. .
)1(

)(,:
1

2

2 ∑
=

−
=→

n

i

i

i
n

x
i

xfRRf  

33. ,: 0 Rcf → ∑
∞

=

−=
1

12
)!2(

1
)(

i

ix
i

xf . 

34. .
!

1
)(,:

1

0 ∑
∞

=

=→
i

ix
i

xfRcf  

35. .
)!12(

1
)(,:

1

20 ∑
∞

= −
=→

i

ix
i

xfRcf  

36. .
3

)1(
)(,:

1

30 ∑
∞

=

−
=→

i

i

i

x
i

xfRcf  

37. .
2

)1(
)(,:

1

12∑
∞

=

−

−
=→

i

ii

i

xxfRcf  

38. .lim)(,: n
n

xxfRcf
∞→

=→  

39. .
!

)1(
)(,:

1

∑
∞

=

−
=→

i

i

i

x
i

xfRcf  

40. .
2

)1(
)(,:

1

∑
∞

=

−
=→

i

ii

i

xxfRmf  

41. .
3

)1(
)(,:

1

3∑
∞

=

−
=→

i

ii

i

xxfRmf  

42. .
!

)1(
)(,:

1

2∑
∞

=

−
=→

i

i

i

x
i

xfRmf  

43. .)
3

1
1()(,:

1

31 ∑
∞

=

−=→
i

ix
i

xfRlf  

44. .)(
3

1
)(,:

1
11 ∑

∞

=
++=→

i
iii

xxxfRlf  

45. .
2

)(,:
1

21 ∑
∞

= +
=→

i

ix
i

i
xfRlf  

46. 3212 432)(,: xxxxfRlf −+=→ . 
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47. .)(
2

1
)(,:

1
12 ∑

∞

=
++=→

i
iii

xxxfRlf  

48. .
)1(

)(,:
1

2 ∑
∞

=

−
=→

i

i

i

x
i

xfRlf  

49. ).5.0(2)1(3)(,]1,0[: xxxfRCf −=→  

50. .)()(,]1,0[:

1

0

∫=→ dttxxfRCf  

51. .cos)()(,]1,0[:

1

0

∫=→ tdttxxfRCf π   

52. .)5.0()()(,]1,0[:

1

0

∫ −=→ dttsigntxxfRCf   

53. )1(3)()(,]1,0[:

2ln

0

xdttxexfRCf
t +=→ ∫ . 

54. ).1(4)1(3)5.0(2)(,]1,1[: −−−=→− xxxxfRCf  

54. .)0()()(,]1,1[:

1

1

∫
−

−=→− xdttxxfRCf  

55. .)()(,]1,1[:

1

1

∫
−

=→− signtdttxxfRCf  

56. )(3sin)()(,],0[:
0

ππ
π

xtdttxxfRCf −=→ ∫ . 

57. )0(2cos)()(,],0[:
0

xtdttxxfRCf −=→ ∫
π

π . 

58. .)2(4)0(3)()21()(,]2,0[:

1

0

∫ +−−=→ xxdttxtxfRCf  

59. ).1()0()(,]1,0[: 1 xxxfRCf +′=→  

60. ).0(3)0(2)(,]1,0[: 1 xxxfRCf ′−=→  
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