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ЗВЕДЕННЯ ДО ДВОХ ЗМІННИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО 
РІВНЯННЯ ДЛЯ НАПІРНИХ РОЗПОДІЛЬНИХ ТРУБОПРОВОДІВ,  
ПРОКЛАДЕНИХ У ПОТОЦІ РІДИНИ 
 

У диференціальному рівнянні течії рідини змінної витрати для напірних 
розподільних трубопроводів (РТ) ураховано силу гідродинамічного тиску 
зовнішнього потоку рідини. Рівняння зведено до двох змінних: повного 
робочого напору, під дією якого витікають струмені з РТ, і незалежної 
змінної відстані уздовж РТ.  
Ключові слова: напірні розподільні трубопроводи, диференційне рівнян-
ня, гідродинамічній тиск, повній робочий напір, змінна відстань.  
 

В дифференциальном уравнении движения жидкости переменного рас-
хода для напорных распределительный трубопроводов (РТ) учтена сила 
гидродинамического давления внешнего потока жидкости. Уравнения 
приведены к двум переменным: полного рабочего объема, под действием 
которого вытекают струи из РТ, и независимого переменного расстояния 
вдоль РТ. 
Ключевые слова: напорные распределительные трубопроводы, диффе-
ренциальное уравнение, гидродинамическое давление, полный рабочий 
напор, переменное расстояние. 
 

In the differential equation of variable flow rate fluid flow for enforced 
distributive pipelines (DP), the force of hydrodynamic pressure of the external 
fluid stream is taken into account. The equation is reduced to the two 

variables: full operating pressure under which jets run out of the DP, 
independent distance along the DP.  
Keywords:  enforced distributive pipelines, differential equation,  
hydrodynamic pressure, full operating pressure, variable distance.  

 

Вступ. Напірні потоки з дискретною шляховою роздачею рідини пошире-
ні в іригації, вентиляції, водопостачанні, водовідведенні та ін. Точний гідрав-

лічний розрахунок напірних розподільних трубопроводів (РТ) досягається за 

допомогою теорії гідравліки змінної маси [1, С. 4].  

На основі рівнянь, отриманих проф. І.В. Мещерським для точки змінної 
маси, проф. І.В. Маккавеєв у 1928 р. вперше вивів загальне диференціальне 

рівняння руху рідини змінної витрати (ДРРРЗВ) і застосував його до 

розв’язування задачі про гідравлічний стрибок. У 1937 р. проф. Я.Т. Ненько 

одержав ДРРРЗВ для цілого потоку і застосував його до задач з розрахунку 

дірчастих РТ з безперервною шляховою роздачею рідини [2, С. 3-4].  

1. Аналіз ДРРРЗМ. Для циліндричного розподільного трубопроводу 

ДРРРЗВ, що його подає проф. Г.А. Петров [2, С. 17], зводиться до такого виду  
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l

α v cos 2V dV dp
+ + sinψ dx+dh = 0

g ρg

ϕ − ⋅
⋅ ,               (1) 

де ϕ  – кут між векторами швидкостей основного потоку V
�

 усередині 

перфорованого трубопроводу та струменя v , що від’єднуються;  
ψ  – кут нахилу осі РТ до обрію;  

ldh  – втрати напору на тертя по довжині трубопроводу.  

На практиці зустрічається робота РТ, прокладеного у потоці рідини, що 

омиває його зовні. Наприклад, розосереджене випускання очищених стоків у 

ріку [3, 4]. У рівнянні (1) не ураховується гідродинамічний тиск зовнішнього 

потоку рідини. Неповне врахування конструкційних параметрів перфорова-
ного трубопроводу та гідродинамічних особливостей потоку змінної витрати 

супроводжується серйозними прорахунками при проектуванні РТ, які спри-

чиняють пониження ефективності роботи РТ [5, С. 3]. 

Мета роботи – для підвищення точності розрахунку напірних РТ вклю-

чити у ДРРРЗВ компоненту гідродинамічного тиску зовнішнього потоку рі-
дини та звести ДРРРЗВ до виду, зручного для інтегрування. 

2. Доповнення ДРРРЗВ (1). Г.А. Петров вважає, що рух рідини у місцях 

розгалуження є досить складним явищем і не усі елементи його можуть бути 

врахованими [2, С. 55]. Тим більш, розв’язати поставлену задачу точними 

методами гідромеханіки поки не уявляється можливим [2, С. 44-45]. Зобра-
зимо відсік напірного розподільного трубопроводу, що звужується, на ділян-

ці відгалуження струменя (рис. 1). Г.А. Петров виділяє силу S , яка заміняє 
дію відкиненої частини струменя, що від’єднується [2, С. 47-52]. Він виражає 

її через тиск 1p  у розрахунковому перерізі 3-3 цього струменя: οω1pS = , 

де οω – площа поперечного перерізу струменя. Приймемо, що outpp =1 , 

де outp  – гідродинамічний тиск зовнішнього потоку рідини у перерізі 3-3. 

Тоді диференціал сили S  можемо представити так:   

                                                       
v

dQ
pdS out= ,                                        (2) 

де /dQ v  – площа поперечного перерізу струменя, що від’єднується.    

Для нескінченно короткої ділянки dx  потоку в РТ з урахуванням сили 

dS  (2), яка заміняє дію відкиненої у перерізі 3-3 частини струменя, що 

від’єднується (рис. 1), записуємо гідравлічне рівняння зміни кількості руху за 

алгоритмом, поданим проф. Ю.М. Константіновим для трубопроводів-

збирачів у [6, С. 122-124]: 
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де out

dQ
p cosθ

v
 – проекція на вісь x  сили dS , яка заміняє дію відкиненої 

у перерізі 3-3 частини струменя, що від’єднується (рис. 1); θ  – кут між на-

прямком руху основного потоку рідини усередині РТ (вісь x ) і напрямком 

дії сили dS . Інші складові рівняння (3) докладно описані для трубопроводів-

збирачів у підручнику [6, С. 122-124], а для РТ у статтях [7-9].  
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Рис. 1. Розрахункова схема напірного потоку із відділенням струменя  

 

Із (3) отримано доповнене ДРРРЗВ. Для циліндричних труб, коли 

const=ω , а dQ = ωdV  воно має такий вигляд:  

( )0 out
x

α νcos 2V dV pp dV
+d + cosθ+ sinψ dx+dh = 0

g ρg ρg v

ϕ −
⋅ .       (4) 

У рівнянні (4) сила dS  урахована доданком θ
ρ

cos
v

dV

g

pout

. У поперед-

ніх роботах автора [7, 8] οdS = α ρvdQ , тобто визначалась як сила тиску на 

плоску стінку струменя, що від’єднується, направленого зі швидкістю ν  но-

рмально до цієї стінки. Виведення рівняння (4) подано в роботі [9]. 
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3. Приведення рівняння (4) до однієї невідомої. Основний потік усере-
дині РТ формується від’єднанням від нього окремих струменів. Виразимо 

змінні V , dV , v , dp , ldh , dx  у рівнянні (4) через повний напір (x)H , під 

дією якого витікають струмені, і через незалежну змінну відстань x . Прий-

мемо, що 
ο ο0 360ϕ≤ ≤ , 0 θ 360≤ ≤� �

 0 ψ 360≤ ≤� �

, а 

/(x) (x) (x)m = v cosβ V const≠ .  

Отож, середня швидкість витікання струменів крізь отвір у стінці РТ  

( ) ( )
/1 2

(x) x x
v = 2gH = aHϕ , (5) 

де 

a = 2g = constϕ , 

0,5м

c
; (6) 

ϕ  – коефіцієнт швидкості; (x)H  – повний напір, під дією якого витікають 

струмені, рівний різниці повних напорів потоків рідин усередині та зовні РТ. 

 
 

Рис. 2. Розрахункові схеми РТ:  а) напори, що діють на РТ;  б) кути між напрямками 

швидкостей рідин:  1 – РТ;  2 – рівень рідини зовні РТ;  3 – п’єзометрична лінія для 

потоку усередині РТ;  4 – те саме, лінія повного напору;  5 – вихідний насадок;   

l  – вісь РТ;  v ,  V ,  outV  – швидкості відповідно струменя, що від’єднується, внут-

рішнього та зовнішнього потоків рідин  
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Повний тиск внутрішнього потоку рідини у кінці ділянки РТ довжиною 

x   

ϕ
αρ

ψρ cos
2

V
pxsingp

2
)x(

)x(in )x(
++⋅−= , (7) 

де (x)p  – п’єзометричний тиск рідини, що усередині РТ. 

Повний тиск зовнішнього потоку рідини у кінці ділянки РТ довжиною x   

( )( ) ξ
αρ

ψρ cos
2

V
pxsinZgp

2
outout

o0outout out)x(
++⋅−= , (8) 

де ρ  – густина рідини усередині РТ;  outρ  – те саме, зовні РТ;  ( 0 )Z  – гли-

бина занурення осі РТ на початку розрахункової ділянки при dx = 0                   

(див. рис. 1);  o
out

p  – п’єзометричний тиск рідини, що зовні РТ; ξ  – кут між 

векторами швидкостей від’єднуваного струменя )x(v  (у вихідному перерізі 

вихідного отвору) та швидкості зовнішнього потоку outV
����

, 
ο ο0 ψ 360≤ ≤  

(див. рис. 2, б). Для забезпечення роботи РТ мусить дотримуватись умова: 

in
(x)

p > out
(x)

p . 

Різницю внутрішнього та зовнішнього тисків рідин, які діють на струмені, 
що від’єднуються, виражаємо через напір стовпа тієї рідини, що наповнює РТ  
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Приймаємо, що outV f(x)≠ , o
out

p f(x)≠ . Із виразу (9) знаходимо дифе-

ренціал п’єзометричного напору потоку рідини усередині РТ 
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де множник cosϕ  враховує дію динамічного напору основного потоку, що 

тече усередині РТ, на поверхню живого перерізу струменя на вході у отвір-

випуск. Суть множника cosϕ  зрозуміла з рис. 3. 

Диференціал шляхової витрати рідини, що роздається з РТ  

dxbHdxgH2ndQ 21
)x()x(distrib hole)x(

=⋅= µω , (11) 

де n – кількість вихідних отворів, яка припадає на одиницю довжини РТ, 

1м−
; holeω  – площа одного вихідного отвору; %  – коефіцієнт його витрати;  

constg2nb hole == µω ,    
c

м 5.1

. (12) 

Диференціал витрати основного потоку рідини усередині РТ  

1/ 2

(x) distrib(x) (x)dQ = dQ = bH dx− − . (13) 
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Рис. 3. Схема дії динамічного напору основного потоку, що тече усередині РТ, на жи-

вий переріз отвору-випуску при різних значеннях кута ϕ :   
ο0  – (а);   

ο ο0 ÷90  – (б);   
ο

180  – (в);   
οο

270180 ÷  – (г) 
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Витрата рідини, що тече усередині розподільного трубопроводу, 

CdxHbCdQQ
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)x()x( +−=+= ∫∫ . При 0x = , 0QC = . Отож, 
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де 0Q  – витрата рідини на вході в РТ, у загальному випадку для РТ довжи-

ною L  можна записати 
/

L

1 2

tr (x)
( 0 )

0

Q = Q +b H dx∫ , де trQ  – транзитна витрата 

на виході з РТ. 
Диференціал середньої швидкості потоку всередині РТ визначається з (13) 
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де ω – площа поперечного перерізу РТ.  

Середня швидкість потоку рідини усередині РТ  
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Диференціал втрат напору l
(x)

dh  на нескінченно короткій ділянці довжи-

ною dx  циліндричного РТ, розміщеній між сусідніми випускними отворами 

у стінці РТ, з достатнім ступенем точності можна визначити так само, як при 

рівномірному русі з формули Дарсі-Вайсбаха [6, С. 124]  
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де D – діаметр розподільного трубопроводу.  
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Залежності (5), (8), (10), (15), (16) і (17) підставили у (4). Одержали 

нелінійне інтегро-диференціальне рівняння напірної течії рідини з 
дискретним шляховим зменшенням її витрати для нахилених до обрію 

циліндричних розподільних трубопроводів відносно невідомої функції 

)x(H  з урахуванням гідродинамічного тиску зовнішнього потоку рідини  
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/ /
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∫   (18) 

де (x) (x)λ = f(H ) , залежно від ділянок гідравлічного опору потоку в РТ. 

Гідродинамічний тиск зовнішнього потоку рідини ураховується у (18) 

многочленом: dxcos
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Методом, запропонованим у статті [7], рівняння (18) розв’язано для ламі-
нарної течії й усіх трьох ділянок опору турбулентного режиму руху рідини, 

для яких одержано однаковий розв’язок (у цій роботі не представлено). 

Отримані розрахункові залежності підтверджені експериментально. На відмі-
ну від відомих методик розрахунку РТ у отриманих залежностях береться до 

уваги гідродинамічний тиск зовнішнього потоку рідини. Цим підвищується 

точність проектування РТ. 

Висновки. З метою підвищення точності проектування напірних розподі-
льних трубопроводів (РТ) у диференціальному рівнянні для течії рідини зі 
шляховим дискретним зменшенням витрати ураховано силу гідродинамічно-

го тиску потоку рідини, що омиває РТ зовні. Рівняння зведено до зручного 

для інтегрування виду, з двома змінними, що ними є повний робочий напір, 

під дією якого струмені витікають з РТ, і незалежна змінна відстань уздовж 

РТ.  
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