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ПОРІВНЯННЯ ЧИСЕЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ  

СІТКОВИМИ ТА БЕЗСІТКОВИМИ МЕТОДАМИ В ДВОВИМІРНОМУ 

ВИПАДКУ. I. ЧИСЕЛЬНІ РОЗВ’ЯЗКИ ТА ПОХИБКИ 

 

Наведено схему чисельного розв’язання нелінійної крайової задачі сіт-

ковими та безсітковими методами в двовимірному випадку. Запропоно-

вано різні типи похибок для порівняння наближених розв’язків. 

Ключові слова: метод радіальних базисних функцій, метод скінченних 

елементів, похибка. 

 

Отображена схема численного решения нелинейной краевой задачи се-
точными и бессеточными методами в двухмерном случае. Предложены 

разные типы погрешностей для сравнения приближенных решений. 

Ключевые слова: метод радиальных базисных функций, метод конечных 

элементов, погрешность. 

 

The numerical solutions of nonlinear two-dimensional boundary-value 

problem have been found by the finite element method and the radial basis 

function method. Different types of errors have been offered. 

Keywords: radial basis function method, finite element method, error. 

 

Одна із складових процесу чисельного розв’язання крайової задачі – 

програмна реалізація запропонованих алгоритмів. Але досить часто дана 

складова в наукових публікаціях, що стосуються математичного моделюван-

ня та чисельних методів, залишається в стороні. Одна із цілей даної статті – 

запропонувати структури даних, які можуть використовуватись при програм-

ній реалізації чисельних методів скінченних елементів (МСЕ) та радіальних 

базисних функцій (РБФ) в двовимірному випадку. Стаття є продовженням 

ряду робіт вказаного напрямку [5, 6, 8-11]. Як і в попередніх публікаціях, ви-

кладки проведемо на прикладі нелінійної крайової задачі, якою описується 

математична модель фільтраційної консолідації ґрунтів з урахуванням впли-

ву тепло-масопереносу [3, 4]. 

І МСЕ, і метод РБФ відносяться до одного класу проекційних методів 

[12]. Однак, між ними існує дві важливі відмінності. МСЕ належить до класу 

сіткових методів і дозволяє знаходити наближений узагальнений розв’язок 

крайової задачі [12, 13, 15]. В той же час метод РБФ [17] є одним із цілої гру-

пи безсіткових проекційних методів [20] і дозволяє шукати класичний на-
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ближений розв’язок, оскільки побудований на основі методу колокації в точ-

ці. 

В роботах [5, 6, 8-11] проведено порівняння наближених розв’язків крайо-

вих задач різними чисельними методами: методом скінченних різниць, МСЕ 

та методом РБФ. Однак у вказаних роботах, для відображення похибок вико-

ристовувалась або максимальна відносна похибка, або візуальне графічне 

представлення різниці двох чисельних розв’язків. Такі дані не в повній мірі 

відображають співвідношення наближених розв’язків. Дана стаття покли-

кана ліквідувати вказану прогалину через застосування похибок інших видів. 

Розглянемо процес фільтраційної консолідації масиву двофазного ґрун-

ту під впливом миттєво прикладеного рівномірного зовнішнього наванта-

ження інтенсивністю q  в двовимірному випадку. Згідно [3, 4] математичну 

модель задачі фільтраційної консолідації масиву ґрунту в умовах фільтрації 

сольових розчинів в неізотермічному режимі при урахуванні повзучості ске-

лета ґрунту можна описати наступною крайовою задачею: 
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де )(1 tC , )(1 tT , )(1 tH , )(0 Xh , )(0 Xc , )(0 XT  – задані функції; Γ=ΓΓ )(
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Тут використано такі позначення: ),( th X  – надлишкові напори; ),( tc X  – кон-

центрація порового сольового розчину; ),( tT X  – температура; 
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=λ= ji
ijλ  – відповідно коефіцієнти фільтрації, хімічного ос-

мосу, конвективної дифузії, термодифузії, термоосмосу та ефективної тепло-

провідності вологого ґрунту; u , v , cq , Tq  – швидкості фільтрації сольового 

розчину та руху твердих частинок ґрунту, потоки розчинених солей і тепла, 

відповідно; 0a , 1a , 1β  – параметри повзучості скелета ґрунту; ρ , ρc  – гус-

тина та питома теплоємність порового розчину; Tc  – об’ємна теплоємність 

ґрунту за постійного об’єму; t  – час; e  – коефіцієнт пористості; ξ  – коефіці-

єнт стисливості ґрунту; γ  – питома вага сольового розчину; n  – пористість 

ґрунту; 1γ  – константа швидкості масообміну; mC  – концентрація граничного 

насичення.  

Початкову умову (11) запропоновано в [7, 16]. В роботах [1, 2] замість 

умови (11) використано простішу 0
0

0 =
∂
∂

=t
t

h
. При дискретизації в часі вказана 

умова означає, що на двох перших часових шарах значення надлишкових на-

порів є однаковим. 

При застосуванні методу РБФ існує проблема з недостатньою точністю 

апроксимації граничних умов другого та третього родів. В роботі [18] цю 

проблему запропоновано вирішити через вибір параметра форми мультиква-

дратичної РБФ. Зокрема, для внутрішніх вузлів області 5N=ε , а для гра-

ничних 51.0 N=ε . Тут N  – загальна кількість вузлових точок. Однак, при 

розв’язуванні отриманих систем лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР) вини-

кають проблеми з числом обумовленості відповідних матриць. При вказано-

му співвідношенні параметрів форми у випадку збільшення кількості N  вуз-

лів число обумовленості теж зростає і, наприклад, метод Гауса, який чутли-

вий до похибок, дає невірні результати. І якщо в одновимірному випадку ме-

жа області складається з однієї точки, то в двовимірному – це крива, на яку 

при дискретизації попадає ціла множина вузлів. В одновимірному випадку 

цей метод був використаний в [8, 9] і дав прийнятні результати. В двовимір-

ному – наближені розв’язки втрачають стійкість і в них з’являються непри-

родні осциляції. Тому для вирішення вказаної проблеми в двовимірному ви-
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падку використаємо підхід, запропонований в [19]. Згідно вказаного методу 

множини вузлових та колокаційних точок є різними. Причому, вузлові точки 

є лише внутрішніми. 

Для застосування методу РБФ покриємо область Ω  вузловими точками 

);( )()( x
j

x
jj yx=X , Nj ,1= . Наближений розв’язок крайової задачі (1)-(11) шука-

ємо у вигляді: 
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Замикання ΓΩ=Ω ∪  області Ω  покриємо колокаційними точками 
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Використовуючи метод колокації у точці, з рівнянь (1)-(3), граничних і 

початкових умов (7)-(11) отримуємо задачу Коші для системи нелінійних ди-

ференціальних рівнянь [4] 
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Визначення елементів матриць вказаної задачі Коші є однотипним, але до-

сить громіздкім [4]. Так, наприклад для рівняння теплопровідності маємо: 
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Наближений розв’язок задачі (1)-(11) МСЕ шукаємо у вигляді 
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де )(Xjϕ  – базисні функції МСЕ. Використовуючи стандартний підхід [3, 13, 
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Для знаходження чисельного розв’язку задачі Коші (13)-(16) дискретизу-

ємо часовий відрізок ];0[ 0t  з кроком τ . Наближений розв’язок системи нелі-

нійних диференціальних рівнянь (13), (14) можна знайти, наприклад, за до-

помогою лінеаризованої повністю неявної різницевої схеми [14]. Детальніше 

схеми дискретизації в часі наведено в роботах [3, 4]. 

В роботах [5, 6, 10, 11] для оцінки якості співпадання двох наближених 

розв’язків ),(1 tu X , ),(2 tu X  (при τ⋅== stt s ) крайової задачі використана 
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лише максимальна відносна похибка 
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Отже, в першій частині роботи наведено схему чисельного розв’язання 

нелінійної крайової задачі, якою описується двовимірна задача фільтраційної 

консолідації ґрунтів в умовах тепло-масопереносу. Запропоновано типи по-

хибок, які будуть використані для аналізу співпадання наближених 

розв’язків. 
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