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Функціональний аналіз відіграє важливу роль у сучасній 

математичній освіті фахівця з прикладної математики, якому 

потрібно використовувати математичні методи при розв’язанні 

конкретних задач. 

Методичні вказівки розроблені для студентів напряму 

підготовки “Прикладна математика” . Вони також можуть 

використовуватись для студентів технічних вузів, а також для 

студентів фізико-математичних напрямів педагогічних вузів. 

Перша практична робота, крім понять лінійного, неперервного, 

обмеженого оператора на нормованому просторі, містить методи 

знаходження норми лінійного неперервного оператора. 

В другій практичній роботі розглянуті оборотні і неперервно 

оборотні лінійні оператори, а також обернені оператори. Показано 

використання обернених операторів при розв’язанні інтегральних та 

диференціальних рівнянь 

До кожної практичної роботи надається необхідний теоретичний 

матеріал. Також наведено приклади розв’язання  найбільш типових 

задач. 

У кінці кожної практичної роботи подано завдання для 

самостійної роботи,  які містять значну кількість задач. Вони 

можуть використовуватися для проведення тестового опитування з 

відповідних тем. 

Задачі, номери яких більші за тридцять, можна віднести до задач 

підвищеної складності. 
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Практична робота 1. Лінійні неперервні оператори 

 

Нехай YX , - лінійні нормовані простори. Відображення 

YXA →:  називається оператором. Оператор A  називається 

лінійним, якщо для будь-яких чисел R∈µλ,  і будь-яких елементів 

Xyx ∈,  виконується рівність AyAxyxA µλµλ +=+ )( . 

Оператор A  називається неперервним в точці Xx ∈0 , якщо 

0AxAxn →  при 0xxn → . 

Теорема. Якщо лінійний оператор YXA →:  неперервний в 

точці X∈0 , тоді він неперервний в будь-якій точці Xx ∈0 . 

Лінійний оператор YXA →:  називається неперервним, якщо 

він неперервний в точці X∈0 . 

Лінійний оператор YXA →:  називається обмеженим, якщо 

0>∃M , що для будь-якого елемента Xx ∈  виконується 

нерівність 
XY

xMAx ≤ . 

Теорема. Лінійний оператор YXA →:  неперервний тоді і 

тільки тоді, коли він обмежений. 

Нормою лінійного обмеженого оператора YXA →:  

називається число  

      
Y

x

AxA
X

1

sup
=

= .           (1) 

Приклад 1. Перевірити лінійність, обмеженість оператора        

А: 11 ll → , ,...)
2

1
,

2

1
,

2

1
( 33221 xxxAx =  і знайти його норму.  

Розв’язування. Для будь-яких дійсних чисел µλ,  і будь-яких 

послідовностей ,...),...,,( 21 nxxxx = , ,...),...,,( 21 nyyyy = 1l∈  

маємо : 

=+++=

=+++=

=+=+

),...)(
2

1
),...,(

2

1
),(

2

1
(

,...),...,,(

,...)),...,,(,...),...,,(()(

22211

2211

2121

nnn

nn

nn

yxyxyx

yxyxyxA

yyyxxxAyxA

µλµλµλ

µλµλµλ

µλµλ
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.,...)
2

1
,...,

2

1
,

2

1
(

,...)
2

1
,...,

2

1
,

2

1
(

221

221

AyAxyyy

xxx

nn

nn

µλµµµ

λλλ

+=+

+=  

    Значить, оператор A  є лінійним.  

Перевіримо обмеженість оператора. Нехай x  – довільний 

елемент простору 1l . Тоді маємо: 

.
2

1

2

1
sup

2

1

,...)
2

1
,...,

2

1
,

2

1
(

111

221

xxx

xxxAx

i

ii
ii

ii

nn

=≤=

==

∑∑
∞

=∞≤≤

∞

=

 

Звідки випливає обмеженість оператора і оцінка норми .
2

1
≤A   

Припустимо, що існує елемент 1

)0()0(

2

)0(

1

)0( ,...),...,,( lxxxx n ∈= , 

∑
∞

=

==
1

)0()0( 1
i

ixx , для якого 
2

1)0( =Ax . Тоді =)0(Ax  

∑
∞

=

==
1

)0(

2

1

2

1

i

ii
x . Рівність виконується при 1)0(

1 =x  і 0)0( =ix  для 

всіх 2≥i . Візьмемо елемент ,...).0,...,0,0,1()0( =x  Він належить 

простору 1l , має одиничну норму і 
2

1)0( =Αx . Отже, норма 

оператора A  дорівнює 
2

1
.  

Приклад 2. Перевірити лінійність, обмеженість оператора 

сс →Α 0: , ,...)
5

8
,

4

6
,

3

4
,( 4321 xxxxAx =  і знайти його норму. 

Розв’язування. Для довільних дійсних чисел µλ,  і довільних 

послідовностей x , y  0c∈  отримаємо: 
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+
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3

4
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yxyx µλµλµλ  

.

,...)
1

2
,...,

3

4
,(,...)

1

2
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3

4
,( 2121

AyAx
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+=
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Отже, оператор A є лінійним. 

Нехай x  – будь-який елемент простору 0c . Тоді маємо : 

,2,...},...,,sup{,...}
1

2
,...,

3

4
,1sup{

,...}
1

2
,...,

3

4
,sup{,...)

1

2
,...,

3

4
,(

0
21

2121

cn

n

c

nc

xxxx
n

n

x
n

n
xxx

n

n
xxAx

=
+

≤

≤
+

=
+

=

 

тобто 
0

2
cc

xAx ≤ . Значить, оператор A  є обмеженим і 2≤A .  

Припустимо, що існує елемент 0

)0(
cх ∈ , 1

0

)0( =
c

х , такий, для 

якого 2)0( =
с

Ах . Згідно задання норми в просторі  c , це означає, 

що  виконується  рівність 2,...}
1

2
,...,

3

4
,sup{ )0()0(

2

)0(

1 =
+

nx
n

n
xx . 

Оскільки для будь-якого  n N∈  справедливі нерівності 

2
1

2
,1)0( <

+
≤

n

n
xn  і , крім того, 0lim )0( =

∞→
n

n
x , то рівність не може 

виконуватись ні для якого елемента 0

)0(
cх ∈  з одиничною нормою. 

Отримали протиріччя. 

     Розглянемо послідовність елементів ,...),0,0,1()1( =х  

,...),0,1,0()2( =х ,...),...0,1,...,0,0,0(..., )(

43421
n

nх =  із простору 0c . Норма 

кожного елемента  послідовності дорівнює одиниці. Знайдемо нор- 

ми елементів ,...,...,, )()2()1( nАхАхАх  у просторі c . Отримаємо : 
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.,...
1

2
,...}0,

1

2
,...,0,0,0sup{

...,,
3

4
,...}0,

3

4
,0sup{,1,...}0,0,1sup{

)(

)2()1(

+
=

+
=

====

n

n

n

n
Ax

AxAx

c

n

cc

 

Звідки випливає, що ,2
1

2
limlim )( =

+
=

∞→∞→ n

n
Ax

nc

n

n
 тобто норма 

оператора  A  не може бути меншою за число 2. Оскільки раніше 

отримали оцінку 2≤А , тому 2=А . 

Приклад 3. Перевірити лінійність, обмеженість  оператора 

,: 02 clА →  ,...)
9

5
,

6

3
,

3

1
( 321 xxxAx =  і знайти його норму. 

Розв’язування. Перевіримо  лінійність оператора : 
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Значить, оператор Α  є лінійним. Для будь-якого елемента 2lx ∈  

маємо : 

.
3

2
)(

3

2
,...},...,,sup{

3

2

,...},...,,sup{,...}
3

12
,...,

6

3
,

3

1
sup{

,...}
3

12
,...,

6

3
,

3

1
sup{

,...)
3

12
,...,

6

3
,

3

1
(

2

0
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Звідки випливає обмеженість оператора Α і оцінка 
3

2
≤A . 

Нехай для деякого елемента 2

)0( lx ∈  , норма якого рівна 

одиниці, виконується рівність 
3

2

0

)0( =
c

Ax , тобто 

.
3

2
,...}

3

12
,...,

6

3
,

3

1
sup{ )0()0(

2

)0(

1 =
−

nx
n

n
xx  Оскільки 1

2

)0( =
l

x , то 

1)0( ≤ix  для всіх 1≥i . Так як 1
3

12
<

−

n

n
 для будь-якого 1≥n , тоді 

послідовність чисел }{ )0(

nx  повинна містити підпослідовність }{ )0(

knx  

таку, що 1lim )0( =
∞→ k

k

n
n

x . Але 0lim )0( =
∞→

n
n

x . Отримали протиріччя. 

Розглянемо послідовність елементів ,...)0,0,1()1( =x ,  

,...),...,0,1,0()2( =x ,...),...0,1,...,0,0,0()( =nx  простору 2l  з одинич- 

ними нормами. Знаходимо : 

.,...
3

12
,...}0,

3

12
,...,0,0,0sup{,...,

6

3

,...}0,..,0,
6

3
,0sup{,

3

1
,...}0,...,0,0,

3

1
sup{

0

00

)(

)2()1(

n

n

n

n
Ax

AxAx

c

n

cc

−
=

−
==

====

Звідки отримаємо , що 
3

2

3

12
limlim

0

)( =
−

=
∞→∞→ n

n
Ax

nc

n

n
, тому норма 

оператора Α  не менша за 
3

2
. Отже, 

3

2
=A . 

Приклад 4. Перевірити лінійність, обмеженість оператора 

,: 21 ll →Α  ,...)
4

3
,

3

2
,

2

1
( 321 xxxAx =  і знайти його норму. 

Розв’язування. Перевіримо лінійність оператора. Для довільних 

чисел R∈µλ,  і довільних елементів x , y  1l∈  отримаємо : 
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Тобто оператор Α  лінійний. 

Візьмемо будь-який елемент 1lx ∈  і оцінимо норму елемента 

Ax  в просторі 2l . Маємо : 

.])[()())
1

(sup(

))
1

((,...)
1

,...,
3

2
,

2

1
(

1

2

2

2

1

2

1

2

1

1

22

1

1

22

1

2

1

1

2

21

l
i

i

i

i

i

i
i

i

i

l

nl

xxxx
i

i

x
i

i
x

n

n
xxAx

=≤=
+

≤

≤
+

=
+

=

∑∑∑

∑

∞

=

∞

=

∞

=∞≤≤

∞

=
 

Звідки випливає, що оператор Α  є обмеженим і 1≤A .  

Нехай існує елемент 
)0(

x  є 1l  такий, що 1
1

)0( =
l

x  і 

1
2

)0( =
l

Ax . Тоді має місце рівність ∑
∞

=

=
+1

2)0( 1)
1

(
i

ix
i

i
. Згідно 

припущення ∑
∞

=

=
1

)0( 1
i

ix . Оскільки для кожного 1≥i  дріб 
1+i

i
 

менший за одиницю і 1)0( ≤ix  , то отримаємо : 

∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

=≤<
+1 1

)0(

1

2)0(2)0( 1)()
1

(
i i

i

i

ii xxx
i

i
, 

тобто протиріччя. 

Для послідовності елементів ,...)0,0,1()1( =x , 

,...),...,0,1,0()2( =x ,...),...0,1,...,0,0,0()( =nx  простору 1l  з одинич-   

ними нормами маємо :  
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.,...
1

,...)0,
1

,...,0,0,0(

,...,
3

2
,...)0,

3

2
,0(,

2

1
,...)0,0,

2

1
(

2

2

2

2

2

2

)(

)2()1(

+
=

+
=

====

n

n

n

n
Ax

AxAx

l
l

n

l
l

l
l

 

Звідки випливає, що 1
1

limlim
2

)( =
+

=
∞→∞→ n

n
Ax

nl

n

n
. Значить, норма 

оператора Α  не може бути меншою за одиницю. Раніше отримали 

оцінку 1≤A , тому 1=A . 

Приклад 5. Перевірити лінійність, обмеженість оператора 
3))0(3)1(2())((,]1,0[]1,0[: txxtAxCCA −=→  і знайти його 

норму. 

Розв’язування. Для будь-яких дійсних чисел µλ,  і довільних 

неперервних на відрізку ]1,0[  функцій )(),( tytx  маємо :  

).)(())(())0(3)1(2())0(3)1(2(

))0(3)1(2())0(3)1(2(

)))0()0((3))1()1((2()))(((

33

33

3

tAytAxtyytxx

tyytxx

tyxyxtyxA

µλµλ

µµλλ

µλµλµλ

+=−+−=

=−+−=

=+−+=+

 

Значить, оператор Α  є лінійним.  

Для будь-якої функції ]1,0[Cx ∈  отримаємо : 

.5)0(3)1(2max)0(3)1(2

))0(3)1(2(max))0(3)1(2(

3

10

3

10

3

xxxtxx

txxtххАх

t

t

≤+≤−=

=−=−=

≤≤

≤≤
 

Отже, оператор Α обмежений і маємо оцінку 5≤А . 

Нехай існує функція ]1,0[0 Cх ∈  така, що 10 =х  і 50 =Ах . 

Тоді справедлива рівність 5))0(3)1(2(max 3

00
10

=−
≤≤

txx
t

. Оскільки 

найбільше значення функції 
3

t  на відрізку ]1,0[  дорівнює 1, тому 

5)0(3)1(2 00 =− xx . Звідси випливає, що значення функції 0x  в 

точках 0,1 == tt  повинні бути по модулю рівні 1 і відрізнятися 

лише знаком. Розглянемо функцію ,12)(0 −= ttx  ]1,0[∈∀t . Вона 
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неперервна на відрізку ]1,0[ , її норма 112max
10

0 =−=
≤≤

tx
t

 і 

55 3

0 == tAx . Звідси випливає, з врахуванням раніше отриманої 

оцінки 5≤A  , що 5=A . 

Приклад 6. Перевірити лінійність, обмеженість оператора 

],1,0[]1,0[: CCA →  )()2())(( txttAx −=  і знайти його норму. 

Розв’язування. Перевіримо лінійність оператора. 

,))(())(()()2()()2(

))()()(2()))(((

tAytAxtyttxt

tytxttyxA

µλµλ

µλµλ

+=−+−=

=+−=+
 

тобто оператор A  лінійний. 

Перевіримо обмеженість оператора. Нехай x - довільна функція 

з простору ]1,0[C , тоді отримаємо : 

.2)(max2max

)()2(max)()2(

1010

10

xtxt

txttxtAx

tt

t

=−≤

≤−=−=

≤≤≤≤

≤≤
 

Звідки випливає обмеженість оператора і оцінка норми 2≤А . 

Припустимо, що існує функція ]1,0[0 Сх ∈  з одиничною нормою 

така, для якої ,20 =Ах  тобто 2)()2(max 0
10

=−
≤≤

txt
t

. Ця рівність 

справджується, якщо модуль значення )0(0x  дорівнює 1. 

Розглянемо функцію ]1,0[,1)(0 ∈∀= ttx . Ця функція належить 

простору ]1,0[C , норма її рівна 1 і 22max
10

0 =−=
≤≤

tАх
t

. Отже, 

норма оператора A  дорівнює 2. 

Приклад 7. Перевірити лінійність, обмеженість оператора 

∫
−=→

1

0

2 )(3))((,]1,0[]1,0[: drrxtАхССА tr
, і знайти його норму. 

Розв’язування. Перевіримо лінійність оператора. 
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∫

∫ ∫

+=+

+=+=+

−

−−

1

0

2

1

0

1

0

22

).)(())(()(3

)(3))()((3)))(((

tAytAxdrry

drrxdrryrxtyxA

tr

trtr

µλµ

λµλµλ

 

Отже, оператор А  лінійний. 

Для довільної функції ]1,0[Сx ∈  маємо: 

≤≤⋅=

===

∫∫

∫∫

−

≤≤

−

≤≤

−

≤≤

1

0

1

0

2

10

1

0

2

10

1

0

2

10

)(3)(33max

)(33max)(3max

drrxdrrx

drrxdrrxАх

rrt

t

rt

t

tr

t

 

.
3ln

2

3ln

3
3)(max

1

0

1

0
10

xxdrrx
r

r

r
==≤ ∫≤≤

 

Тому оператор А  є обмеженим і .
3ln

2
≤A  

Покажемо, що норма оператора рівна 
3ln

2
. Розглянемо функцію 

]1,0[,1)(0 ∈∀= ttx . Ця функція належить простору ]1,0[C  і має 

одиничну норму. Знайдемо норму функції 0Ax : 

3ln

2
33max3max

1

0

2

10

1

0

2

10
0 === ∫∫

−

≤≤

−

≤≤
drdrAx

rt

t

tr

t
. 

Отже, норма оператора 
3ln

2
=A . 

Приклад 8. Перевірити лінійність, обмеженість оператора 

∫=→
π

π
0

)(cos))((],1,0[],0[: drrrxttAxCCA  і знайти його норму. 

Розв’язування. Для будь-яких R∈µλ,  і довільних функцій 

[ ]π,0, Cyx ∈  маємо : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 13 

,))(())(()(cos

)(cos))()((cos)))(((

0

0 0

tAytAxdrrryt

drrrxtdrryrxrttyxA

µλµ

λµλµλ

π

π π

+=+

+=+=+

∫

∫ ∫
 

тобто оператор A  лінійний. 

Нехай x  – будь-яка функція з простору ],0[ πC . Оцінимо норму 

функції Ax  в просторі ]1,0[C . Отримаємо : 

≤==
≤≤≤≤ ∫∫ tdrrrxdrrrxtAx

ttC 10
00

10]1,0[
max)(cos)(cosmax

ππ

 

],0[

0 0
0

2cos)(max)(cos
π

π π

π Cr
xdrrrxdrrxr∫ ∫ =≤≤

≤≤
. 

Звідки випливає обмеженість оператора і оцінка норми 2≤A . 

Припустимо, що існує функція 1,],0[
],0[00 =∈

π
π

C
xCx , така, 

для якої 2
]1,0[0 =

C
Ax . Тоді виконується рівність 

2)(cosmax
0

0
10

=∫≤≤

π

drrrxt
t

. Оскільки 1max
10

=
≤≤

t
t

, то маємо 

2)(cos
0

0 =∫
π

drrrx . Функція rcos  на відрізку ],0[ π  один раз міняє 

знак в околі точки 
2

π
=r  з плюса на мінус, і, крім того, 

∫ =
π

0

2cos drr . А це означає, що рівність 2)(cos
0

0 =∫
π

drrrx  може 

виконуватись тоді і тільки тоді, коли )
2

()(0

π
−±= rsignrx . 

Функція )
2

(
π

−rsign  не належить простору ],0[ πC . Значить, 

отримали протиріччя. 
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 Розглянемо послідовність функцій : 















≤≤+−

∈+≤≤−+−

−≤≤

=

.
1

2
,1

.,
1

2

1

2
,

2

,
1

2
0,1

)(

π
π

πππ

π

t
n

Nn
n

t
n

n
nt

n
t

txn
 

Кожна функція )(txn  є неперервною на відрізку ],0[ π  і, як не 

важко переконатись, .1
],0[

=
πCnx  

Знайдемо норму функції nAx  в просторі ]1,0[C . Отримаємо : 

.cos)
2

(coscos

)(cosmax)(cosmax

1

2

0

1

2

1

2

1

2

0
10

0
10]1,0[

∫ ∫ ∫

∫∫

− +

− +

≤≤≤≤

−+−+=

===

n n

n n

n
t

n
tCn

rdrdr
n

nrrrdr

drrrxtdrrrxtAx

π π

π

π

π

ππ

π
 

Так як  

∫
−

−

=−==
n

n

nn
rrdr

1

2

0

1

2 ,
1

cos)
1

2
sin(sincos

0

π

π
π

 

=

=

=

−=

+−=

=+−∫
+

−

rv

rdrdv

ndrdu

n
nru

dr
n

nrr
n

n

sin

cos

2

)
2

(cos

1

2

1

2

π

π
π

π
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,
1

cos2
1

sin2]cossin)
2

[(

sinsin)
2

(

1

2
1

2

1

2

1

2

1

2
1

2

nn
nrnr

n
nr

rdrnr
n

nr

n

n

n

n

n

n

−=−+−=

=++−=

+

−

+

−

+

− ∫

π

π

π

π

π

π

π

π
 

,
1

cos)
1

2
sin(sincos 1

21

2

nn
rrdr

n

n

−=+−==
+

+

∫
ππ

π

π

π

 

то дістанемо : 

.
1

sin2
1

cos
1

cos2
1

sin2
1

cos
]1,0[ n

n
nnn

n
n

Ax
Cn =+−+=   

Оскільки ,2
1

1
sin

lim2
1

sin2lim ==
∞→∞→

n

n

n
n

nn
 тому 2

]1,0[
→

CnAx  

при ∞→n . А це означає , що 2≥A . Але раніше отримали оцінку 

2≤A . Отже, норма оператора .2=A  

 

Завдання для самостійної роботи 

 

Перевірити, що оператори є лінійними, обмеженими і знайти їх 

норми. 

1. 00: ccA → , ),,,( 531 KxxxAx = . 

2. 11: llA → , ),,,( 432 KxxxAx = . 

3. 22: llA → , ),
4

1
,

3

1
,

2

1
( 531 KxxxAx = . 

4. 01: clA → , ),,,,( 3412 KxxxxAx = . 

5. 21: llA → , ),0,,0,( 31 KxxAx = . 

6. 00: ccA → , ),2,,2,( 4321 KxxxxAx −−= . 
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7. 10: lcA → , ),
2

1
,

2

1
,

2

1
( 53321 KxxxAx = . 

8. 20: lcA → , ),
6

1
,

5

1
,

4

1
( 531 KxxxAx = . 

9. ccA →0: , ),
8

6
,

7

5
,

6

4
,

5

3
( 7531 KxxxxAx −−= . 

10. 1: lcA → , ),
!3

1
,

!2

1
,( 321 KxxxAx = . 

11. 1: lcA → , ),
!4

1
,

!3

1
,

!2

1
( 642 KxxxAx = . 

12. 11: llA → , ),
5

4
,

4

3
,

3

2
,

2

1
( 9753 KxxxxAx −−= . 

13. 01: clA → , ),
6

1
,

5

1
,

4

1
,

3

1
( 4321 KxxxxAx −−= . 

14. 21: llA → , ),
7

3
,

5

2
,

3

1
( 642 KxxxAx = . 

15. 02: clA → , ),
6

1
,

5

1
,

4

1
,

3

1
( 4321 KxxxxAx −−= . 

16. ]1,0[]1,0[: CCA → , txxtAx ))1()0(2())(( += . 

17. ]1,0[]1,0[: CCA → , 
2))1(3)0(4())(( txxtAx −= . 

18. ]1,0[]1,0[: CCA → , )())(( 2txtAx = . 

19. ]1,0[]1,0[: CCA → , )())(( 2 txttAx = . 

20. ]1,0[]1,0[: CCA → , )())(( txetAx t= . 

21. ]1,0[]1,0[: 1 CCA → , )())(( txtAx = . 

22. ]1,0[]1,0[: 1 CCA → , )())(( txtAx ′= . 

23. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
t

drrxtAx
0

)())(( . 

24. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

23 )())(( drrxrttAx . 
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25. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

32 )())(( drrxrttAx . 

26. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

2 )())(( drrxrttAx . 

27. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

3 )())(( drrxrttAx . 

28. ]1,0[]1,0[: CCA → , drrxetAx
rt )())((

1

0

23

∫
−= . 

29. ]1,0[]1,0[: CCA → , drrxtAx
rt )(2))((

1

0

2

∫
−= . 

30. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

)(cos2sin))(( drrrxttAx . 

31. ccA →0: , ),
4

3
,

3

2
,

2

1
( 642 KxxxAx −−= . 

32. 10: lcA → , ),
3

1
,

3

1
,

3

1
( 63422 KxxxAx = . 

33. 01: clA → , ),
7

3
,

5

2
,

3

1
( 642 KxxxAx = . 

34. 01: clA → , ),
4

7
,

3

5
,

2

3
,( 4321 KxxxxAx = . 

35. 01: clA → , ),
8

11
,

6

8
,

4

5
,( 9753 KxxxxAx −−= . 

36. 21: llA → , ),
10

4
,

8

3
,

6

2
,

4

1
( 7531 KxxxxAx −−= . 

37. 12: llA → , ),
2

1
,

2

1
,

2

1
( 55331 KxxxAx = . 

38. 02: clA → , ),
8

11
,

6

8
,

4

5
,( 8642 KxxxxAx −−= . 
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39. 10: lcA → , ),
!3

1
,

!2

1
,( 321 KxxxAx = . 

40. 10: lcA → , ),
!5

1
,

!4

1
,

!3

1
,

!2

1
( 8642 KxxxxAx −−= . 

41. 20: lcA → , ),
3

1
,

2

1
,( 321 KxxxAx = . 

42. 20: lcA → , ),
5

1
,

4

1
,

3

1
,

2

1
( 8642 KxxxxAx −−= . 

43. 10: lcA → , ),
3

1
,

2

1
,( 32221 KxxxAx = . 

44. 2: lRA n → , ),,,,,
1

,,
1

( 11 KKKK
k

x

k

xxx
Ax nn= . 

45. 22: llA → , ),,,( 332211 KxaxaxaAx = , +∞<
≥

n
n

a
1

sup . 

46. ]1,0[]1,0[: CCA → , 
3))0(3)1(4())(( txxtAx −= . 

47. ]1,0[]1,0[: CCA → , )())0(2)1(())(( 2txxxtAx −= . 

48. ]1,0[]1,1[: CCA →− , )1(3))(( −= txtAx . 

49. ]1,0[]1,1[: CCA →− , txxtAx ))0(2)1(3())(( −−= . 

50. ]1,0[]1,1[: CCA →− , )())1(3)0(2())(( 2txxxtAx −+= . 

51. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

3 )())(( drrxrttAx . 

52. ]1,0[]1,0[: CCA → , drrxetAx
tr )())((

1

0

32

∫
−= . 

53. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

)(cos2cos))(( drrrxttAx . 

54. ]1,0[]1,0[: CCA → , )0(2)())((

1

0

xdrrxttAx −= ∫ . 
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55. ]1,0[]1,0[: CCA → , )1(2)())((

1

0

2
xdrrxttAx += ∫ . 

56. ],[],[: baCbaCA → , )()())(( txttAx δ= , ],[)( baCt ∈δ . 

57. ]1,0[]1,0[: CCA → , ∫=
1

0

)())(( drrxrttAx
βα

, 1,0 −>≥ βα . 

58. ],[],[: 1 baCbaCA → , )())(( txtAx ′= . 

59. ],[],[: baCbaCA → , ∫=
t

a

drrxtAx )())(( . 

60. ],[],[: baCbaCA → , ∫=
b

a

drrxrgtptAx )()()())(( ,  

],[, baCgp ∈ . 

 

Практична робота 2. Обернені оператори 

 

Нехай X , Y - банахові простори, YXA →: - лінійний 

неперервний оператор. 

Ядром оператора A  називають множину 

}0:{ =∈= AxXxKerA . 

Множину значень оператора A  (множину }:{ XxAx ∈ ) 

позначають )(AR . 

Банахів простір усіх лінійних неперервних операторів з X  в Y  

позначають ),( YXL . 

Оператор ),( YXLA∈  називається оборотним, якщо для 

довільного )(ARy ∈  рівняння  

yAx =                                             (1) 

має єдиний розв’язок, тобто }0{=KerA . 

Якщо оператор ),( YXLA∈  оборотний, то кожному  )(ARy ∈  

можна поставити у відповідність єдиний елемент Xx ∈ , який є 

розв’язком рівняння (1). Оператор, який здійснює таку 

відповідність, називається оберненим до A  і позначається 
1−A . 
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Оператор ),( YXLA∈  називається неперервно оборотним,  

якщо: 1) }0{=KerA ; 2) YAR =)( ; 3) ),(1 XYLA ∈−
. У цьому 

випадку 
1−A  називають неперервним оберненим до A  оператором. 

Теорема ( теорема Банаха про обернений оператор). Якщо X , 

Y - банахові простори і оператор ),( YXLA ∈  здійснює взаємо 

однозначне відображення простору X  на простір Y , тоді оператор 

A  є неперервно оборотним, тобто ),(1 XYLA ∈−
. 

Приклад 1. Чи є оператор 21: llA → , ,...),,0( 21 xxAx =  

неперервно оборотним? Знайти оператор 1−A . 

Розв’язування. Рівняння 0=Ax  має вигляд =,...),,0( 21 xx  

,...)0,0,0(= . Звідки ...,,0,0 21 == xx  тобто }0{=KerA . Значить, 

оператор A  оборотний.  

Так як, наприклад, елемент 2,...)0,0,1( ly ∈=  не належить 

множині значень оператора )(AR , то оператор A  не є 

неперервно оборотний. 

Знайдемо обернений оператор 12

1 : llA →−
. Візьмемо довільний 

елемент )(,...),,0( 32 ARyyy ∈=  і розглянемо рівняння yAx = . 

Маємо ,...),,0(,...),,0( 3221 yyxx = , звідки ,21 yx =  

,...,..., 132 +== nn yxyx  Отже, обернений оператор має вигляд 

,...),,(,...),,0( 43232

11
yyyyyAyA == −− . 

Приклад 2. Показати, що лінійний неперервний оператор 

22: llA → ,  ,...),,3,2( 431221 xxxxxxAx −−=  неперервно обо- 

ротний і знайти оператор 1−A . 

Розв’язування. Знайдемо ядро оператора KerA . Із рівності  

,...)0,0,0,0(,...),,3,2( 431221 =−− xxxxxx  

отримаємо ,...0,0,03,02 431221 ===−=− xxxxxx  Оскільки 

система рівнянь 

,03

,02

12

21

=−

=−

xx

xx
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має тільки нульовий розв’язок 0,0 21 == xx , то }0{=KerA . 

Значить, оператор A  оборотний. 

Так як простір 2l  банахів, то якщо для довільного 2ly ∈  

рівняння yAx =  має єдиний розв’язок, тоді, згідно теореми Банаха 

про обернений оператор, A  буде неперервно оборотним. Рівняння 

yAx =  в даному випадку має вигляд  

,...),,,(,...),,3,2( 4321431221 yyyyxxxxxx =−− . 

Отримаємо kk yxyxxyxx ==−=− ,3,2 212121  для всіх 

3≥k . Звідки знаходимо ,
5

3
,

5

2 21
2

21
1

yy
x

yy
x

+
−=

+
−=  

kk yx =  для всіх 3≥k . Тобто рівняння має розв’язок  

,...),,
5

3
,

5

2
( 43

2121 yy
yyyy

x
+

−
+

−= . 

Отже, оператор A  неперервно оборотний і дія оберненого 

оператора 22

1 : llA →−
 задається формулою 

,...),,
5

3
,

5

2
()( 43

21211 yy
yyyy

yA
+

−
+

−=−
. 

Приклад 3. Показати, що оператор ]1,0[]1,0[: CCA → , 

dssxetxtAx
st )()())((

1

0

32

∫
++=  неперервно оборотний і знайти 

1−A . 

Розв’язування. Оператор A  визначений на всьому просторі 

]1,0[C  і лінійний. Для будь-якої функції ]1,0[)( Ctx ∈  маємо: 

≤+≤+= ∫∫ ≤≤≤≤

+

≤≤
dssxeetxdssxetxAx

st

tt

st

t
)(max)(max)()(max

1

0

32

1010

1

0

32

10
 

∫∫ ≤+≤+≤
≤≤≤≤

1

0

3

10

2

1

0

32

10
)(max)(max dssxeexdssxeex

s

s

st

t

xexeex )1( 532 +=+≤ . 

Із отриманої оцінки випливає обмеженість оператора A , тобто 

])1,0[],1,0[( CCLA∈ . 
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Простір ]1,0[C  є банаховим простором. Значить, для того щоб 

встановити неперервну оборотність оператора A , досить (згідно 

теореми Банана про обернений оператор) показати, що для будь-

якої функції ]1,0[)( Cty ∈  рівняння  

                         )()()())((

1

0

32
tydssxetxtAx

st =+= ∫
+

                   (2) 

має єдиний розв’язок. 

Нехай )(tx - розв’язок рівняння (2). Тоді має місце рівність  

                               )()()(

1

0

32
tydssxetx

st =+ ∫
+

.                             (3) 

Позначимо через dssxea
s )(

1

0

3

∫= . Запишемо (3) наступним 

чином 

aetytx t2)()( −= .                                    (4) 

Помножимо рівність (4) на функцію 
t

e
3

 і проінтегруємо від 0   

до 1. У результаті отримаємо 

dteeadttyedttxe
tttt 2

1

0

3

1

0

3

1

0

3 )()( ∫∫∫ −= .               (5) 

Оскільки adttxe
t =∫ )(

1

0

3 , )1(
5

1 5

1

0

23 −=∫ edtee
tt , то рівність (5) 

запишеться у вигляді 

)1(
5

)( 5

1

0

3 −−= ∫ e
a

dttyea
t . 

Звідки знаходимо 

dttye
e

a
t )(

4

5
1

0

3

5 ∫+
= . 

Підставимо отримане значення a  в формулу (4). Дістанемо 
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dssyee
e

tytx
st )(

4

5
)()(

1

0

32

5 ∫+
−= .                 (6) 

Формула (6) визначає єдиний розв’язок рівняння (2). 

Отже, оператор A  неперервно оборотний, а дія оберненого 

оператора ]1,0[]1,0[:1 CCA →−
 визначається так 

dssye
e

tytyA
st )(

4

5
)())((

1

0

32

5

1

∫
+−

+
−= . 

Приклад 4. Нехай X - простір неперервно диференційованих на 

[0,1] функцій )(tx  таких, що 0)( =tx , з нормою +=
≤≤

)(max
10

txx
t

 

+ )(max
10

tx
t

′
≤≤

. Показати, що оператор ]1,0[: CXA → , =))(( tAx  

)(2)( ttxtx −′=  є неперервно оборотним і знайти 
1−A . 

Розв’язування. Лінійність оператора A  і його визначеність на 

всьому просторі X  очевидна. Покажемо обмеженість оператора. 

Візьмемо довільну функцію Xx ∈  і оцінимо норму елемента 

Ax  в просторі ]1,0[C . Маємо: 

≤+′≤−′=
≤≤

≤≤≤≤
10

1010
)(max2)(max)(2)(max

t
tt

ttxtxttxtxAx  

xtxtx
tt

2))(max)(max(2
1010

=+′≤
≤≤≤≤

. 

Значить, оператор A  є обмеженим, тобто ])1,0[,( CXLA∈ . 

Простір X  є банаховим простором. Розглянемо рівняння 

)()(2)())(( tyttxtxtAx =−′= ,                         (7) 

де )(ty - довільний елемент простору ]1,0[C . 

Рівняння (7) є лінійним неоднорідним диференціальним рівнян-

ням вигляду 

)()()()( tytxtptx =+′ .                                 (8) 

Загальний розв’язок рівняння (8) задається формулою 

))(()(
0

)()(

00 ∫
∫

+
∫

=
− t drrpdssp

dsesycetx

st

.                      (9) 

Тому, згідно формули (9), розв’язками рівняння (7) є функції 
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))(())(()(
00

22
22

00 dsesycedsesycetx

t

st

t rdrsds

st

∫∫
−

−

+=
∫

+
∫

= .    (10) 

Оскільки 0)0( =x , то з (10) отримаємо єдиний розв’язок  

dssyeetx

t

st

∫
−=

0

)()(
22

. 

Отже, оператор A  є неперервно оборотним. Обернений 

оператор XCA →− ]1,0[:1
 діє наступним чином 

∫
−− =

t

st
dssyeetyA

0

1 )())((
22

. 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

Чи є оператор YXA →:  неперервно оборотним? Знайти 

оператор 
1−A . 

1. 00: ccA → , ,...),,,,( 54213 xxxxxAx = . 

2. 22: llA → , ,...),,,3,2( 54231 xxxxxAx = . 

3. 11: llA → , ,...),,,3,( 54321 xxxxxAx −−= . 

4. 00: ccA → , ,...),,,0,( 4321 xxxxAx = . 

5. 11: llA → , ,...),,,0,0( 321 xxxAx = . 

6. 01: clA → , ,...),,4,,2( 54312 xxxxxAx = . 

7. 02: clA → , ,...),,2,,3( 54312 xxxxxAx −= . 

8. 21: llA → , ,...),,,3,2( 54231 xxxxxAx −−= . 

9. 11: llA → , ,...),,,,( 43221 xxxxxAx = . 

10. 22: llA → , ,...),,,,( 43121 xxxxxAx = . 

Показати, що оператор ]1,0[]1,0[: CCA →  є неперервно 

оборотним і знайти 
1−A . 

11. )()1())(( txttAx += . 

12. ttxtAx cos)())(( = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 25 

13. dssxsttxtAx )(2)())((

1

0

32

∫+= . 

14. dssxsttxtAx )(3)())((

1

0

23

∫−= . 

15. dssxetxtAx
st )(3)())((

1

0

23

∫
++= . 

16. dssxtxtAx
st )(32)())((

1

0

42

∫
+−= . 

17. dssxetxtAx
ts )(2)())((

1

0

32

∫
−+= . 

18. dssxtetxtAx
s )(3)())((

1

0

3

∫+= . 

19. dssxtetxtAx
s )(4)())((

1

0

4

∫
−−= . 

20. dssxsetxtAx
t )(2)())((

1

0

3

∫+= . 

Нехай X - простір неперервно диференційованих на [0,1] 

функцій )(tx  таких, що 0)( =tx , з нормою +=
≤≤

)(max
10

txx
t

 

)(max
10

tx
t

′+
≤≤

. Показати, що оператор ]1,0[: CXA →  є неперервно 

оборотним і знайти 
1−A . 

21. )(4)())(( txtxtAx +′= . 

22. )(3)())(( txtxtAx −′= . 

23. )()(4))(( txtxtAx −′= . 

24. )(3)(2))(( txtxtAx −′= . 

25. )()())(( ttxtxtAx −′= . 

26. )(2)())(( 2 txttxtAx +′= . 
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27. )()())(( 3 txttxtAx +′= . 

28. )(3)())(( 2 txttxtAx −′= . 

29. )()())(( txetxtAx t+′= . 

30. )()()1())(( txtxttAx −′+= . 

Чи є оператор YXA →:  неперервно оборотним? Знайти 

оператор 
1−A . 

31. 00: ccA → , ,...),0,,0,,0( 321 xxxAx = . 

32. 22: llA → , ,...)0,,0,,0,( 321 xxxAx = . 

33. 11: llA → , ,...),,2,,3( 54213 xxxxxAx = . 

34. 00: ccA → , ,...),,2,,2( 5423321 xxxxxxxAx −+= . 

35. 22: llA → , ,...),,2,2,( 5412332 xxxxxxxAx −−= . 

36. 02: clA → , ,...),,,3,2( 5413232 xxxxxxxAx −+−= . 

37. 01: clA → , ,...),,2,2,( 5412332 xxxxxxxAx −−−= . 

38. 21: llA → , ,...),,3,3,2( 5432132 xxxxxxxAx +−= . 

39. 21: llA → , ,...),,,3,2( 5412312 xxxxxxxAx +−= . 

40. 22: llA → , ,...),,( 332211 xaxaxaAx = , 0inf
1

>
≥

n
n

a , 

+∞<
≥

n
n

a
1

sup . 

Показати, що оператор ]1,0[]1,0[: CCA →  є неперервно 

оборотним і знайти 
1−A . 

41. )()32())(( 2 txtttAx +−= . 

42. 0)(]1,0[,]1,0[)(),()())(( ≠∈∀∈= tbtCtbtxtbtAx . 

43. dssxettxtAx
s )()13(2)())((

1

0

3

∫ −+= . 

44. dssxsetxtAx
t )()12(4)())((

1

0

2

∫ −−= . 

45. dssxettxtAx
s )(2)())((

1

0

32

∫+= . 
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46. dssxsetxtAx
t )(3)())((

1

0

22

∫−= . 

47. dssx
st

txtAx )(
2

cos
2

sin)())((

1

0

∫−=
ππ

. 

48. dssx
st

txtAx )(
2

sin
2

cos3)())((

1

0

∫+=
ππ

. 

49. dssxs
t

txtAx )(
2

cos)())((

1

0

∫−=
π

. 

50. dsssx
t

txtAx )(
2

sin2)())((

1

0

∫+=
π

. 

Нехай X - простір неперервно диференційованих на [0,1] 

функцій )(tx  таких, що 0)( =tx , з нормою +=
≤≤

)(max
10

txx
t

 

)(max
10

tx
t

′+
≤≤

. Показати, що оператор ]1,0[: CXA →  є неперервно 

оборотним і знайти 
1−A . 

51. )(2)()1())(( 2 ttxtxttAx −′+= . 

52. )(2)()2())(( 2 ttxtxttAx +′−= . 

53. )(2)())(( ttxtxetAx t −′= . 

54. )()13()())(( 2 txttxetAx t ++′= . 

55. )()12()()1())(( txttxttAx +−′+= . 

56. )()12()()2())(( txttxttAx ++′−= . 

57. )(3)()1())(( 23 txttxttAx −′+= . 

58. )()())(( 2 txttxetAx t −′= . 

59. ]1,0[)(),()()())(( CtatxtatxtAx ∈+′= . 

60. )()()()())(( txtatxtbtAx +′= , ]1,0[)(),( Ctatb ∈ , 

0)(]1,0[ ≠∈∀ tbt . 
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