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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕСТАНДАРТНИХ ЗАДАЧ В КУРСІ НАРИСНОЇ 
ГЕОМЕТРІЇ 
 

Запропонована технологія розв’язування нестандартних задач з нарисної 
геометрії та показано доцільність поєднання під час їх розв’язування ме-

тодів, що характерні для нарисної та аналітичної геометрії. 
 

Предложена технология решения нестандартных задач по начертатель-

ной геометри и показана целесообразность сочетания при их решении 

методов, характерних для начертательной и аналитической геометрии. 

 

Technology for solving of non-standard tasks in descriptive geometry is 

proposed and expedience of combination of methods characteristic for 

descriptive and analytical geometry is shown. 
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Як показує досвід, при вивченні предметів природничо-математичного 

циклу в курсі загальноосвітньої школи розв’язують так звані закриті задачі. 

Класична формула закритої задачі: чітка умова + єдиний шлях розв’язування 

+ єдина правильна відповідь. 

Психологи розрізняють [1] два типи мислення: конвергентне (закрите, не-

творче) та дивергентне (відкрите, творче). Студенти з конвергентним типом 

мислення можуть розв’язувати навіть складні задачі, проте вже до них ки-

мось поставлені і які вже мають відомі способи розв’язування, - ті самі „за-

криті” задачі. Проте студенти з дивергентним типом мисленням здатні самі 

побачити і поставити задачі, прагнуть вийти за рамки  вузько поставленої 

умови. Доведено, що кожна людина володіє обома типами мислення, проте в 

різних пропорціях. По мірі того, як людина дорослішає, творче мислення 

„згасає”. Переважна більшість школярів старших класів та студентів є кон-

формними, бояться самостійності, тяжіють зовсім не до оригінальних думок, 

а до розтлумаченої і розкладеної по полицям інформації. Невизначеність 

умови і варіантність розв’язування творчої задачі їх лякають.  

Відкрита задача припускає різні підходи до розв’язування, різний ступінь 

заглиблення в  сутність проблеми, різні варіанти відповідей. В техніці, науці, 

взагалі, в будь-якій царині людської діяльності переважно доводиться 
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розв’язувати відкриті задачі. Класична формула відкритої задачі: розмита 

умова + різні шляхи розв’язування + набір можливих відповідей. 

Звичайно, формулювання відкритих задач в нарисній геометрії в їх класи-

чному вигляді практично неможливе в зв’язку з невеликою кількістю навча-

льних годин, відведених на вивчення даного предмета. Тому в заголовку 

статті замість слова „відкрита” написано слово-синонім „нестандартна”. 

Умова задачі не може бути занадто розмитою, повинна бути невелика кіль-

кість запропонованих шляхів розв’язування та можливих відповідей. 

Проте викладач повинен прагнути до розв’язування якомога більшої кіль-

кості нестандартних задач, щоб розвивати у студентів саме дивергентний тип 

мислення. 

Потрібно відзначити, що задачі з нарисної геометрії не є власне задачами, 

які притаманні лише нарисній геометрії, а є взагалі геометричними задачами, 

тобто план їх розв’язування спільний для геометрії елементарної, аналітичної 

та нарисної, і тільки здійснення цього плану має свої особливості (алгебраїчні 

перетворення в аналітичній геометрії, графічні побудови – в нарисній геоме-

трії). 

Розв’язування нестандартних геометричних задач – це процес, який спри-

яє розвитку у студентів творчого, вдумливого підходу до рішення будь-якої 

інженерної проблеми. Проте, якщо у студентів не буде вироблений систем-

ний підхід до розв’язування задач, вони будуть витрачати свій час непродук-

тивно, набуваючи відповідні навички безпосередньо в процесі розв’язування 

задач, що призводить до великих затрат зусиль. Тому з метою розробки оп-

тимального шляху розв’язування задач з нарисної геометрії було проведено 

аналіз та узагальнення інформації з методики розв’язування математичних та 

графічних задач [2-6]. Це дозволило запропонувати такий системний підхід 

до розв’язування задач нарисної геометрії: 1) аналіз умови задачі; 2) план 

розв’язування (побудови); 3) дослідження задачі; 4) виконання побудов (гра-

фічне здійснення плану розв’язування); 5) аналіз рішення. 

Розглянемо перелічені 5 етапів розв’язування задач нарисної геометрії, які 

можна назвати нестандартними або оригінальними задачами: 

1 етап: аналіз умови задачі. Метою аналізу є встановлення зв’язків між 

даними геометричними фігурами та шуканими. Для цього потрібно розкласти 

задачу на складові частини шляхом логічних міркувань. Доцільно також по-

чинати розгляд задачі з кінця – з шуканих елементів та знаходити їх  взає-

мозв’язок з даними елементами. 

Взаємозв’язок шуканого елемента з кожним із даних може бути вираже-

ний у вигляді множини (геометричного місця точок) якоїсь геометричної фі-

гури, яка задовольняє ті вимоги, що накладає на шуканий елемент умова за-

дачі. Тоді очевидно, що шуканий елемент (фігура) визначається як перетин 

виявлених при аналізі множин. 
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Рис. 1. Графічна умова задачі 

 

Розглянемо умову такої задачі (рис. 1). 

Через точку А провести  пряму ℓ, що пере-

тинає прямі ВС і DE. 

Геометричним місцем прямих, що про-

ходять через точку А і перетинають пряму 

ED,  є площина α, що задається цими елеме-

нтами. Якщо пряма ВС перетинає площину 

α, то тим самим визначається точка   пло-

щини α,   через   яку  проходить 

 шукана пряма ℓ. Можливий інший шлях 

розв’язку. Геометричним місцем  прямих, 

що проходять через точку А і пряму DE є 

площина α, задана цими елементами. Гео-

метричним місцем прямих, що проходять через точку А і пряму ВС є площи-

на β, задана цими елементами. Шукана пряма ℓ визначається в перетині двох 

площин (множин):   ℓ=α∩ β. 

2 етап: план розв’язування (побудови). Аналіз умови задачі дозволяє на-

мітити план майбутніх побудов, тобто зміст та послідовність елементарних 

операцій. Ці елементарні операції є типовими графічними побудовами, що 

детально вивчаються студентами на лекціях і практичних заняттях. 

Можна запропонувати два шляхи (способи) розв’язування задачі: 

План розв’язування за 1 шляхом може бути таким (рис. 2): 

1. Через точку А і пряму DE провести площину α. 

2. Визначити точку К перетину прямої ВС з площиною α. 

3. Пряму ℓ провести через точку А і К. Оскільки точки А і К належать 

площині α, то пряма ℓ перетне пряму DE в точці М, що також нале-

жить площині α. 

План розв’язування за 2 шляхом може бути таким: 

1. Через точку А і пряму DE провести площину α. 

2. Через точку А і пряму ВС провести площину β. 

3. Побудувати лінію перетину площин α і β, яка і визначити шукану 

пряму ℓ, що проходить через точку А і перетинає прямі ВС та DE.  

3 етап: дослідження задачі. В результаті дослідження встановлюються 

умови існування рішення, їх кількість тощо. 

Розв’язування задачі на побудову призводить до взаємного перетину де-

яких множин, що є певними геометричними фігурами, які описуються алгеб-

раїчними рівняннями. Оскільки порядок алгебраїчного рівняння, що описує 

ці фігури, визначається степенем рівняння, при дослідженні задачі потрібно 

враховувати наступне: 

1. Дві поверхні порядків n1 і n2  перетинаються, в загальному випадку,  
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Рис. 2. Розв’язування  

задачі на наочному 

 зображенні 

 

по кривій порядку (n1 × n2), тобто дві пло-

щини, що задаються алгебраїчними   рівнян-

нями  1-го  степеня,   перетинаються   по   

прямій лінії 1-го порядку; 

площина перетинає конічну поверхню, пове-

рхню другого порядку, в загальному випад-

ку, по кривій другого порядку (еліпсу, пара-

болі, гіперболі) і т.д. 

2. Поверхня порядку n і лінія порядку m 

перетинаються в загальному випадку в (n × 

m) точках, тобто пряма лінія перетинає 

площину, поверхню першого порядку, в од-

ній точці, а, наприклад, сферу, поверхню другого порядку, в двох точках. 

Дана задача, що розв’язується за 1 шляхом, першого степеня, оскільки 

площина α і пряма ВС описуються алгебраїчними рівняннями 1-го ступеня. 

Вона має 1 і 0 рішення, тобто в результаті перетину прямої ВС і площини α 

знаходиться одна точка перетину (точка К). 0 рішення буде мати місце, коли 

пряма ВС паралельна до прямої DE, тобто паралельна до площини α. 

За 2 шляхом розв’язування дві площини α і β, що описуються алгебраїч-

ними рівняннями 1-го степеня, перетинаються по прямій лінії або не перети-

наються (0 рішення). Останнє рішення може мати місце, коли площини α і β 

паралельні. В нашому випадку маємо 1 рішення, оскільки площини α і β про-

ходять через спільну точку А. 

Якщо задані прямі ВС і DE паралельні або перетинаються, то через них 

можна провести площину, наприклад w. Якщо точка А  не належить площині 

w, то пряма, що проходить через точку А, не може водночас перетинати пря-

мі ВС і DE, за умовою, що вони паралельні. У випадку перетину прямих ВС і 

DE, пряма, що проходить через точку А, перетинає прямі ВС і DE в точці їх 

перетину. З іншого боку, якщо точка А належить площині w, то через точку 

А можна провести безліч прямих, які перетинають прямі ВС і DE. 

Таким чином, дослідження даної задачі показало, що спочатку треба вста-

новити: паралельні чи перетинаються задані прямі ВС і DE. На рис. 1, де на-

ведена графічна умова задачі, показані прямі ВС і DE, які не паралельні і не 

перпендикулярні між собою, а є мимобіжними прямими. 

Після цього можна приступити до реалізації 4 етапу – виконання побудов. 

4 етап: виконання побудов.  Побудови виконуються відповідно до наміче-

ного плану, проте для кожної задачі залежно від її графічної умови слід шу-

кати таке рішення, яке забезпечувало б максимальну точність і мінімальну 

трудомісткість графічних побудов. Детальна ілюстрація важливості враху-

вання цього показана в [7]. 

Для кожної задачі слід шукати таке рішення, яке забезпечує максимальну 

точність побудов. Слід зазначити, що під час розв’язування нестандартних 

задач, кількість побудов, що впливають на точність, значно більша, тому ви-
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кладачам доцільно звертати увагу на цей аспект розв’язування задач. 

Починаючи графічне розв’язування задачі, слід шукати такий шлях, який 

дозволить побудувати шуканий елемент за найменшою кількістю операцій 

(проведення ліній, відкладання відрізків тощо). Як правило, більш проста по-

будова є і більш точною [7]. 

 
 

Рис. 3. Розв’язування задачі на  

епюрі 

 

Рис. 4. Кінцевий результат 

розв’язування задачі на епюрі 

 

На рис. 3, 4 наведено графічний хід розв’язування задачі та його резуль-

тат. Графічні побудови здійснені найбільш простим способом – мінімально 

можливою кількістю проведених ліній. 

5 етап. Аналіз рішення.  Аналізуючи результат та шлях, яким проходять 

до нього, студенти можуть поглибити та зміцнити свої знання, закріпити на-

вички, потрібні для розв’язування задач. 

Можна запропонувати студентам застосувати інший спосіб для проведен-

ня прямої ℓ і мати, в кінцевому підсумку, той самий результат. Для цього 

треба визначити точку перетину прямої   DE   з   площиною,   що   задана то-

чками А і прямою ВС. Це точка М і пряма ℓ буде проходити через точки А і 

М, перетне пряму ВС в точці К. 

Можна проаналізувати випадки, коли прямі ВС і DE паралельні між со-

бою або перетинаються, і як це впливає на проведення прямої ℓ. 

Викладачеві слід пам’ятати, що будь-яку задачу неможливо вичерпати до 

кінця, тому, отримавши відповідь, доцільно проаналізувати її та хід 

розв’язування. 

Звернемо увагу викладачів також на те, що задачі, які він пропонує студе-

нтам, повинні пробуджувати допитливість, відповідати рівню їхніх знань. 
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Студенти повинні набути якомога більше досвіду самостійної роботи. Проте, 

якщо вони залишені із задачею наодинці без будь-якої допомоги з боку ви-

кладача або якщо ця допомога не є достатньою, то це не принесе студентам 

ніякої користі. З іншого боку, якщо допомога викладача є надмірною, нічого 

не залишається студентам. Тому викладач повинен допомагати, але не занад-

то багато і не занадто мало, щоб студентам залишалась певна частина роботи. 

Якщо викладач вміло та продумано ставить запитання, що спонукають сту-

дентів до роздумів, він зможе прищепити їм смак до самостійного творчого 

мислення та розвинути потрібні для цього здібності, це зробить знання сту-

дентів глибокими та міцними. 

В [8-19] показано, що розв’язування задач з нарисної геометрії доцільно 

поєднати з математичним аналізом геометричних фігур, що розглядаються, 

використовуючи при цьому методи аналітичної геометрії. Це сприяє більш 

глибокому опануванню студентами положень нарисної геометрії. 

Здійснимо розв’язування задачі з використанням методів аналітичної гео-

метрії. Так, за першим способом треба скласти лінійне рівняння площини, що 

проходить через точку А (7, 2, 2) і пряму DE в проекціях: 
4

3
4

4

3
+−= xy , 

4

1

4

3
+= xz , що є відповідно рівняннями горизонтальної та фронтальної про-

екції прямої DE. Згідно з [13,14] будь-які дві не паралельні між собою пло-

щини, що описуються з лінійними рівняннями 

 

А1x + В1y + С1z + D1 = 0 

   А2x + В2y + С2z + D2 = 0,                                              (1) 

   

визначають пряму їх перетину. Тоді, розглядаючи пряму DE як лінію перети-

ну двох проектуючих площин, визначаємо пряму DE рівняннями площин: 

0
4

3
4

3

4
=−+ yx  

0
4

1

4

3
=+− zx . 

 Рівняння площини, що проходить через точку А (x1, y1, z1) і пряму, на якій 

не лежить точка А, задається рівнянням [13,14] 

А1x1 + By1 + Cz1 + D + λ (А2x2 + B2y1 + C2z1 +D2) = 0,            (2) 

 

де λ – постійна величина. 

Тоді рівняння площини, що проходить через пряму DE, має вигляд: 

   0)
4

1

4

3
(

4

3
4

4

3
=+−+−+ zxyx λ .  (3) 

Умова проходження цієї площини через точку А (7, 2, 2) дає: 
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7

5
,0

4

14

2

5
−==+ λλ звідки . 

Підставляючи це значення λ в рівняння (3), отримаємо: 

,0
14

69

7

5

14

3
=−++ zyx  

або 3x + 14у + 10z – 69 = 0.   (4) 

Далі визначаємо координати точки К перетину прямої ВС з площиною, 

що задана рівнянням (4) і яка задається точкою А і прямою DE. 

Відомо [13,14], якщо рівняння прямої 
p

cz

n

by

m

ax −
=

−
=

− , а рівняння 

площини Аx +By + Cz +D = 0, то координати x, y, z точки перетину прямої з 

площиною визначаються за формулами: 

x = a + mt,  y = b + nt,   z = c + pt,                (5) 

 

   
CpBnAm

DCcBbAa
t

++

+++
−=  .                 (6) 

 

Оскільки рівняння прямої ВС: 
5.1

5

5.1

5

1

+
=

+
=

zyx  (рис. 1), а рівняння 

площини 3x + 14 y + 10z – 69 = 0, то згідно з (5) маємо, що t = 4 
11

/13 о. д., y = 2 
7
/26 о. д., z = 2

7
/26 о. д., що відповідає значенням координат x, y, z точки К, які 

знайдені графічним способом (рис. 3).  

Тепер можна визначити рівняння прямої АК, що перетинає прямі ВС і DE. 

Так, рівняння прямої, що проходить через точки А (x1, y1, z1) і К (x2, y2, z2) має 

вигляд [13,14]: 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
=

−

−  .   (7) 

 

Згідно з (7) рівняння прямої АК 

     
⋅

−
=

−
=

−

−

26

7

2

26

7

2

3

2
2

7 zyx                                (8) 

За другим способом розв’язку цієї задачі складаємо рівняння площини, 

що проходить через точку А (7, 2, 2) і пряму ВС, задану рівняннями 

5.1

5

5.1

5

1

+
=

+
=

zyx . 

Згідно з (2) і (3) рівняння цієї площини 

   - y + z = 0,     (9) 

що є рівнянням профільно-проеціюючої площини. 
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Далі шукаємо лінію перетину площин, що задані рівняннями (9) і (4). Ця 

лінія перетину визначається лінійними рівняннями (1) 

   3x +14y + 10z – 69 = 0 

   - y + z = 0, 

які відповідають канонічному вигляду (8) прямої АК. 

Відзначимо, що в аналітичній геометрії цю задачу розв’язують, виходячи 

з умов розміщення прямої АК з прямими ВС і DE в одній площині. Згідно з 

[13, 14], дві прямі, що задані рівняннями 

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1 ,
p
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n

by

m

ax

p

cz

n

by

m

ax −
=

−
=

−−
=

−
=

−
              (10) 

лежать в одній площині, якщо визначник цих рівнянь дорівнює нулю: 

 

   a2 – a1   b2 – b1   c2 – c1 

    

      m1        n1      p1      = 0              (11) 

       

      m2     n2      p2       
 

Рівняння прямої, що проходить через точку А (7, 2, 2) і прямої ВС і DE, 

задані рівняннями відповідно 
5.1

5

5.1

5

1

+
=

+
=

zyx
  і  

4

3
4

1

4

3
4

19

1

−

=
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=

zy
x , ви-

значається рівнянням: 
p

z

n

y

m

x 227 −
=

−
=

−
. 

Умови знаходження цієї прямої з прямою ВС в одній площині має вигляд: 

        7  7        7 

        1  1.5     1.5    або  n – p = 0, 

        m    n       p 

 

а з прямої DE: 

         7        
14

1
−       

4

7
  

          1        
4

3
−        

4

3
     або 0

4

3

4

14

28

125
=−−− mnp . 

          m          n        p 

 

 Визначивши відношення m : n : p , одержимо рівняння прямої, що лежить 

з прямими ВС і DE в одній площині, тобто перетинає їх. Це рівняння відпові-

дає рівнянню (8) прямої АК. 
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Поєднання під час розв’язування задач методів, що характерні для нарис-

ної  та аналітичної геометрії, веде  до поглиблення знань студентів про гео-

метричні фігури, привчає їх описувати певні природні явища математичними 

рівняннями, дозволяє їм знайти найбільш простий та раціональний спосіб 

розв’язування різних задач. 

 
1. Гин А. А. Приёмы педагогической техники: пособие для учителей / А. А. Гин. – М. : 

Вита-Пресс, 2007. 2. Арустамов Х. А. Сборник задач по начертательной геометри / Х. 

А. Арустамов. – М. : Машиностроение, 1971. 3. Локтев О. В. Задачник по начертатель-

ной геометри / О. В. Локтев, П. А. Числов. – М. : Высшая школа, 1984. 4. Фролов С. А. 

Сборник задач по начертательной геометри / С. А. Фролов. – М. : Машиностоение, 

1980. 5. Пойа Д. Как решать задачу / Д. Пойа. – К. : Полиграф, книга, 1991. 6. Фрид-

ман Л. М. Как научиться решать задачи / Л. М. Фридман, Е. Н. Турецкий. – М. : Про-

свещение, 1989. 7. Крівцов В. В. До методики розв’язування задач з нарисної геомет-

рії / В. В. Крівцов, С. С. Дєєв // Вісник УДУВГП. Сучасні технології навчання: про-

блеми та перспективи. Ч. 1. – Рівне : УДУВГП, 2003.   8. Чернишова З. Т. К методике 

решения задач по начертательной геометри / З. Т. Чернишова, В. В. Глоговский. – 

Львов : Изд-во Львовского универсиета, 1964. 9. Крівцов В. В. Викладання теми 

„Пряма” в курсі нарисної геометрії із застовуванням аналітичної геометрії / В. В. Крі-

вцов, С. С. Дєєв // Науково-метод. збірник „Технологія навчання”.– Вип. 4. – Рівне :          

УІІВГ, 1997. 10. Крівцов В. В. Застосування алгебраїчного аналізу в курсі нарисної 

геометрії / В. В. Крівцов //  Науково-метод. збірник „Технологія навчання”. – Рівне : 

УІІВГ, 1995. – Вип. 3. 11. Крівцов В. В. Розв’язування задач на визначення відстані 

від точки до площини з використанням методів аналітичної та нарисної геометрії /                

В. В. Крівцов // Вісник УДАВГ.– Рівне, УДАВГ, 1998. – Вип. 1, частина 1.  12. Крів-

цов В. В. Застосування методів аналітичної геометрії під час викладання розділу 

„Проекції з числовими позначками”/ В. В. Крівцов, С. С. Дєєв // Навчально-методичне 

забезпечення кредитно-модульної системи організації навчального процесу в галузе-

вих університетах : матеріали VII Всеукраїнської  науково-методичної  конференції.  –  

Рівне : НУВГП, 2005. 13. Крівцов В. В. Застосування методів аналітичної геометрії в 

курсі нарисної геометрії / В. В. Крівцов, С. С. Дєєв // Вісник УДУВГП. Розділ „Педа-

гогіка”: „Сучасні технології навчання: проблеми та перспективи”, ч. 1. – Рівне : 

УДУВГП, 2003. 14. Привалов И. И. Аналитическая геометрия / И. И.  Привалов. – М. : 

ГИИТЛ, 1958. 15. Каплан И. А. Практические заняття по высшей математике /                

И. А. Каплан. – Харьков : Изд-во ХГУ, 1964. 

 

Рецензент: д.т.н., доцент Науменко Ю. В. (НУВГП) 

 

 


