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Представлено підхід до розрахунку на стійкість нетонких конічних 
оболонок при урахуванні геометрично нелінійного докритичного 
напружено-деформованого стану. Представлені графіки, що ілюструють 
вплив кута укладання шаруватих волокнистих композитів на величини 

критичних значень осьового стиску. 
 

Cone structures in the form of cones are widely used in shipbuilding, aircraft 

construction, instrument making, rocket technology, construction, 

engineering, and many other industries. The use of laminated composite 

materials can enhance one of their main advantages - a combination of ease 

with high durability. When designing thin-walled shell designs one of the main 

steps is to calculate the stability. 

The paper presents an approach to calculations for the stability of non-thin 

conical anisotropic membranes made from a material having a plane of elastic 

symmetry based on a refined theory of the Tymoshenko-Midline type. The 

material of which the shell is made has one plane of elastic symmetry, which is 

due to the rotation of the principal directions of elasticity of the output 

orthotropic material. 

To construct equations that help determine the critical state of the shells 

associated with the phenomenon of bifurcation, we use the canonical system of 

equations for nonlinear deformation of symmetrically loaded non-thin 

anisotropic shells. 

The problem of static stability of a symmetrically loaded elastic anisotropic 

rotation shell is reduced to a system of ten ordinary homogeneous differential 

equations in normal form with variable coefficients and homogeneous 

boundary conditions. 

The method of solving the boundary value problem under consideration is 
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based on the numerical method of discrete orthogonalization. The numerical 

methodology for calculating the task is implemented as a software package for 

the PC. 

To represent the proposed method, we consider the problem of calculating the 

stability of a hinged conic shell made from boron plastic. Axial compression is 

applied to the shell. The results of the calculations are presented in the form of 

graphs illustrating the dependence of the magnitude of the critical value of the 

axial compression on the change in the angle of the composite winding and the 

angle of the shell conic. The obtained critical loads are compared with 

numerous calculations for the stability of anisotropic shells, using a technique 

that relies on the Kirchhoff-Love hypothesis. 

 

Ключові слова: стійкість, анізотропія, оболонка, конус, композит, стиск 

stability, anisotropy, shell, cone, composite, compression. 

 

Вступ. Оболонкові конструкції у вигляді конусів широко застосовуються 

в суднобудуванні, авіабудуванні, приладобудуванні, ракетній техніці, 

будівництві, машинобудуванні та в багатьох інших галузях промисловості. 

Використання композиційних матеріалів дозволяє посилити одне з головних 

їхніх переваг - поєднання легкості з високою міцністю. Істотний інтерес з 

точки зору вимог практики розрахунку і проектування багатошарових 

конструкцій представляє аналіз впливу структури пакета, геометричних і 

механічних параметрів шарів, схем армування та інших факторів на 

характеристики, що визначають несну здатність тонкостінних шаруватих 

елементів конструкцій, яка, як відомо, найчастіше пов’язана з втратою 

стійкості. 

Аналіз останніх досліджень. Аналізуючи стан досягнень в галузі 

механіки тонкостінних конструкцій, можна констатувати наявність великої 

кількості напрямків, за якими відбувається процес дослідження стійкості 

оболонкових конструкцій, що виготовлені з композитів [1-6]. Анізотропні 

оболонки виготовляються, як правило, методом намотування або викладки на 

оправлення окремих композитних шарів, що мають незначну товщину [4, 7, 

8]. Це дозволяє вважати, що найнижчий рівень симетрії матеріалу таких 

шарів складає наявність однієї площини, в якій механічні властивості 

симетричні. Дослідження стійкості тонких анізотропних оболонок із 

матеріалу що має площину пружної симетрії детально преставлено в 

монографії [9]. В роботі, на основі нелінійної теорії, що використовує 

гіпотези Кірхгофа-Лява, викладені методика розрахунку та результати 

дослідження стійкості тонких анізотропних оболонок обертання нульової, 

додатної та від’ємної гауссових кривин, що виготовлені з композитних 

матеріалів з однією площиною пружної симетрії. 

Проте, залишається ще досить значна кількість нез’ясованих питань щодо 

стійкості нетонких анізотропних оболонок. Відомо, що для розрахунку таких 
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конструкцій необхідно використовувати уточнені теорії [2, 10-11], 

найбільшого широкого використання серед яких набула уточнена теорія, що 

спирається на гіпотези С. П. Тимошенка. 

Постановка мети і задач досліджень. У роботі представлено підхід до 

розрахунків на стійкість нетонких анізотропних оболонок, що виготовлені із 

матеріалу, який має одну площину пружної симетрії, при використанні 

уточненої теорії типу Тимошенко. 

Для побудови рівнянь, за допомогою яких визначається критичний стан 

оболонок, пов'язаний з явищем біфуркації, використовується канонічна 

система рівнянь нелінійного деформування симетрично завантажених 

нетонких анізотропних оболонок.  

Представимо переміщення u , v , w  у відповідності до гіпотез 

Тимошенко у вигляді лінійних розкладів по координаті z : 

10 θzuu += , 20 θzvv += , ww = , 

ααα θzuu += 0 , wu =3 , 11 θzuu += , 22 θzvv += , ww =1 , (1) 

де u , v , w  ‒ переміщення серединної поверхні оболонки, z  ‒ координата 

по якій змінюється товщина оболонки, αθ , ( 2,1=α ) ‒ кути повороту 

відносно нормальних до поверхні осей координат. 

Співвідношення закону Гука для анізотропного матеріалу з однією 

площиною пружної симетрії згідно [1] мають вид: 

121633132212111111 εεεεσ aaaa +++= , 

126633362226111612 εεεεσ aaaa +++= , 

122633232222111222 εεεεσ aaaa +++= , 

3155234513 εεσ aa += , 1345234423 εεσ aa += , 

123633332223111333 εεεεσ aaaa +++= ,  (2) 

де ijσ ‒ нормальні і зсувні напруження, ijε  ‒ деформації розтягу і зсуву  

( 3,2,1, =ji ),  ija ‒ пружні сталі ( 3,2,1=i ; 6,1=j ). 

Для нелінійних деформацій з точністю до квадратичних членів в [2] 

отримано: 

11
2

111111 νεε zzk ++= )

, 22
2

222222 νεε zzk ++= )

, 

12
2

121212 νεε zzk ++= )

.    (3) 

В [9] представлено підхід до виведення системи канонічних рівнянь, яка 

описує осесиметричний напружено-деформований стан тонких анізотропних 

оболонок. За його сприяння в роботі отримані рівняння нелінійного 

деформування симетрично завантажених нетонких анізотропних оболонок: 
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Система нелінійних рівнянь (4) може бути використана для побудови 

рівнянь, за допомогою яких визначається критичний стан оболонки, 

пов'язаний з явищем біфуркації. Після введення позначень: 

uy =1 ,   vy =2 ,   wy =3 ,   14 θ=y ,   25 θ=y , 

116 Ty = ,   
*

127 Ty = ,   ,138 Ty =    119 My = ,   
*
1210 My = . (5) 

Отримаємо систему рівнянь (4) в загальному вигляді: 

( ) ii
i qyL

y

A
+=

∂

∂

11

1

α
,     (6) 

де y  ‒ вектор компонентами якого є функції iy , iq  ‒ компоненти 

навантаження, iL  ‒ нелінійні диференціальні оператори, 10,...,1=i .  

На основній траєкторії деформування рівняння (6) мають вид: 

( ) iоi
оi

qyL
y

A
+=

∂

∂

1

,

1

1

α
.    (7) 

На суміжній траєкторії їх потрібно записати наступним чином:  

( )
( ) iоi

іоi
qуyL

уy

A
++=

∂

+∂

1

,

1

1

α
.   (8) 

У відповідності до критерію Ейлера, iy  ‒ це нескінченно малі збурення 

основного стану. Тому, користуючись поняттям похідної Фреше, можемо 

обмежитись в рядах Тейлора тільки двома членами: 

( ) ( ) ( )уyLyLуyL
оjiоiоi ,+=+ ,   (9) 

де jiL ,  –  похідні Фреше від операторів iL  за аргументом ( ),...,101=jy j . 

Рівняння (8) набирають виду: 

( ) ( ) iоjiоi
iоi

qyyLyL
y

A

y

A
++=

∂

∂
+

∂

∂
,

111

,

1

11

αα
. (10) 

Враховуючи те, що навантаження iq  не змінюється, а функції з індексом 

«о» задовольняють рівнянням (7), із (10) отримаємо лінеаризовані рівняння 

відносно приростів функції в точці біфуркації: 

( )yyL
y

A
оji

i
,

11

1
=

∂

∂

α
.    (11) 

В розгорнутій формі  система диференціальних рівнянь (11) має  вигляд: 
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( ) ( ) *
23

2

*
2211

*
2122

2

*
22

21

2

1

111
T

R
TyaTya

T

A

y

A
+−++−

∂

∂
−=

∂

∂

αα
; 

*
22

2
1

1

*
23132

2

*
23

21

3

1

1111
T

R
y

R
Taya

T

A

y

A
−−−−

∂

∂
−=

∂

∂

αα
; 

( ) 132242121
2

12

21

4

1

2
11

TMyaMa
M

A

y

A
−−−

∂

∂
−=

∂

∂

αα
; 

;

11

121322122211

41312121111
0
110,117

1
121

1

5

1

κκε

θθεε
α

ddd

yATATAy
R

ya
y

A

+++

++++−−+−=
∂

∂

 

;

1

122322222221

423122211210,2120,151
1

6

1

κκε

θθθθ
α

ddd

yATATAya
y

A

+++

++++−−=
∂

∂

 

85
11

7

1

11
yy

R

y

A
−−=

∂

∂

α
; 

1233223222314331232113121
1

8

1

1
κκεθ

α
dddyATATAa

y

A
++++++=

∂

∂
; 

123322322231
*
23

1

9

1

1
κκε

α
dddT

y

A
+++=

∂

∂
; 

1233
*

1232
*
12

1

10

1

1
κ

α
dTAM

y

A
++=

∂

∂
                (12) 

де введені такі позначення: 

uy =1 , vy =2 , wy =3 , ,14 θ=y ,25 θ=y  

( ) 10,110,1116 1 εε TTy ++= , ( ) 12
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0,2122120,10,1110,11138 θθθθ TTTTTy ++++= , 119 My = ,  
*
1210 My = , 

( )0,112
*
21 1 ε+= TT ,   ( ) 20,220,222

*
22 1 εε TTT ++= , 

( )

.

2
1

0,21220,120,11110,11

1222241
2

22

2

*
23

θθθθ

α

TTTT

MaMya
M

A
T

++++

++−−
∂

∂
=

  (13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



308 

Система (12) є однорідною системою диференціальних рівнянь другого 

порядку, що описує стійкість анізотропних оболонок.  

Методика досліджень. Розглядувані циліндричні оболонки замкнуті в 

коловому напрямі, тому розв’язувальні функції періодичні за коловою 

координатою 2α  або ϕ . Представимо шукані функції у вигляді рядів Фур’є 

в комплексній формі: 

∑
∞=

−∞=

=
n

n

in

njj eyy ,
,

ϕ
       2αϕ =  ,    πα 20 2 ≤≤ .   (14)  

де njу ,  – комплексні функції, 10,...,1=j , n  – число хвиль в коловому 

напрямі. 

Після підстановки (14) в систему рівнянь стійкості (12) і після деяких 

перетворень, отримаємо систему звичайних диференціальних рівнянь, яка 

для кожного додатного значення n  має вигляд:  
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де 2/ Anna = . 

Таким чином, задача статичної стійкості симетрично завантаженої 

пружної анізотропної оболонки обертання, замкнутої в коловому напрямі, 

зведена до системи з десяти звичайних однорідних диференціальних рівнянь 

у нормальній формі (15) із змінними коефіцієнтами і однорідними 

граничними умовами: 

‒ на контурі  01 αα = ,     0=no yB ; 

‒ на контурі   lαα =1 ,     0=nn yB .            (16) 

Мінімальне власне значення однорідної крайової задачі (15), (16) 

характеризує момент переходу від симетричного основного рівноважного 

стану до несиметричного, якому властиві відповідне число хвиль втрати 

стійкості в коловому напрямку. Цей стан рівноваги повністю 

характеризується такими функціями: , ... , ,10,1 nn yy  ,,11 nT  ,,22 nT  ,
,12 n

T  

,,22 nM  ,,12 nM  ,,1 nε  ,,2 nε  ,,22 nε  ,,1 nθ  ,,2 nθ  ,k ,22 n  n,12k , а також 

докритичними параметрами  ,
0
11Т ,

0
22Т  ,T

0
12  ,

0
1θ  

0
2θ .  

Мінімальне власне число  знаходиться при послідовному збільшенні 

навантаження, коли визначник матриці “правих” граничних умов дорівнює 

нулю. При розв’язку системи диференціальних рівнянь з комплексними 

коефіцієнтами визначник також є  комплексним. Щоб існував розв’язок 

системи однорідних алгебраїчних рівнянь з комплексними коефіцієнтами 
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необхідно, щоб були одночасно рівними нулю дійсна та уявна частини 

визначника.  

Методика розв’язку, розглядуваної крайової задачі, базується на 

чисельному методі дискретної ортогоналізації 

Результати досліджень. Для представлення запропонованої методики 

розглянута задача про стійкість одношарової конічної оболонки (рис. 1). При 

проведенні розрахунків будемо розглядати оболонки, що виготовлені із 

боропластика. У власних осях цей матеріал ортотропний. Відносно 

координатних осей на серединній поверхні оболонки осі ортотропії можуть 

бути повернуті на довільний кут ψ . Тоді при °°≠ 90,0ψ  він втрачає 

властивості ортотропії та веде себе при деформуванні як матеріал з однією 

площиною пружної симетрії. 

 
Рис.1. Розрахункова схема конічної оболонки 

 

Дослідження стійкості проводились для оболонок із відношенням 

товщини до її радіуса 1,0/ =Rh . Геометрія таких оболонок описана 

наступними співвідношеннями:  

αsin/00 rR = ; αsin/nn rR = ; αcos/)( 0rrL n −= ,  (17) 

де α  – кут нахилу твірної оболонки до основи більшого радіуса, 0r  – радіус 

меншої основи конуса, nr – радіус більшої основи конуса. Для досліджуваних 

оболонок прийнято, що мr 0,10 = . Висота конічних оболонок, для всіх 

розглянутих значень кута α , була сталою та рівною мL 0,1= . Проведено 

розрахунки на стійкість анізотропних оболонок для кутів α , рівних 80
0
 , 70

0
 

та 60
0
. 

Закріплення торців оболонки наступне: один торець закріплений 

шарнірно-рухомо 
0

11111211 ,0 TTMMwv −=====  а інший шарнірно-

нерухомо )0( 1211 ===== MMwvu . 

На рис. 2 представлені графіки, що ілюструють вплив кута намотування 

волокнистого композиту iψ  на величини критичних значень осьових зусиль 
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crT11 . Крива 1 – це критичні значення, здобуті за розробленою методикою 

Графічна залежність 2 являє собою критичні осьові стискаючі навантаження 

crT11 , знайдені за методикою розрахунку на стійкість анізотропних оболонок, 

що представлена в [9] і базується на гіпотезах Кірхгофа-Лява.  
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Рис.2. Критичні значення осьових стискаючих зусиль  

 

Висновки. Аналіз графіків, представлених на рис. 2 дозволяє зробити такі 

висновки. Основний пропонований підхід розрахунку на стійкість конічних 

анізотропних оболонок, що знаходяться під дією осьового стискаючого 

навантаження, призводять до отримання найменших величин критичних 

навантажень порівняно із методикою, що базується на гіпотезах Кірхгофа-

Лява. Із зменшенням кута конусності α  зменшується і величина критичного 

навантаження. Для оболонок, товщина яких становить Rh 1,0= , 

максимальна розбіжність між значеннями критичного навантаження, 

порахованого за двома підходами складає при дії осьового стиску 13,5% для 

конічної оболонки з °= 80α , 15,3% – з °= 70α  та 20,3% – з °= 60α .  
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